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Problema 1 Con ejemplos, justificando cada uno de ellos, ilustre:
(i) Existen Variedades no Hausdorff.
(ii) Existen Variedades sin base numerable para su topologia.
(iii) Existe una incrustaciéon C* de S"™ x S™ en R™*™F1.

(iv) Existe un espacio topolégico M que puede ser dotado de dos estructuras diferenciables de

clase C*, A y B, de modo que las variedades (M, A) y (M,B) no son difeomorfas.

Problema 2 Sean si(n,R) = {A € M(n x n,R) : traza(A) = 0} y SL(n,R) =
{AeM(nxn,R) : det(A) =1}.

(a) Pruebe que sl(n,R) y SL(n,R) ambas son variedades diferenciables de clase C*° | y que

la dltima es un grupo de Lie

(b) Pruebe que la aplicacién exp : M(n x n,R) = GL(n,R) dada por
X) = | X"
eXp( ) - ZO E )

donde X° =T, es de clase C* e induce un difeomorfismo ;(local/global)? entre sl(n,R)

y SL(n,R).



Problema 3 En R®*-{0} considere las coordenadas cilindricas (r, 6, z) donde r > 0, 0 < 6 < 27
y z € R, las cuales son dadas por
x = rcos(f)
y = rsen(6)
2=z
Usando esa coordenadas, calcule la matriz de los (g;j)3x3 de los coeficientes de la métrica

riemanniana para la esfera S?.

Problema 4 Considere la superficie 2-dimensional, E = {(z,y, z) : 22°+3y*+ 3 2* = 3} C R®.
Dotemos a E con dos orientaciones distintas, © y 5 , en la primera una base {vy,v2} de T(g03)E
es positiva si {vy,vs,(0,0,1)} es una base positiva de R3; en la segunda una base {w;,w,} de
Ti0,03E es positiva si {wy, ws, (0,0,—1)} es una base positiva de R*. Sea « : (E,0) — (E, 0)
la aplicacién antipodal. Usando las cartas tipo polo—norte y polo—sur, determine si « preserva o

invierte orientacion.

Problema 5 Sean M, N y R variedades diferenciables de clase C” (r > 1) y sea
¢ : M x R — N una aplicacién de clase C", tal que para cada r € R fijo, la aplicacion
@, : M — N definida por ¢,.(z) = ¢(x,r) es un difeomorfismo C”. Pruebe que la aplicacién
Y : N x R— M definida por ¥ (y,7) = ¢, '(y), donde y € N y r € R, es de clase C".

Problema 6 Sea M una variedad n—dimensional. Suponga que existe una incrustacion & :
M — RY ' donde N > 2n+1. Demuestre que existe un conjunto de medida (Lebesgue) total de
hiperplanos IT en R, tal que la funcién Pgo ® : M — II es inyectiva, donde Py : RY — II

denota la proyeccién ortogonal sobre el hiperplano II.

Tiempo: 3 horas.
Para aprobar el examen necesita tener por lo menos 4 preguntas completas
respondidas correctamente. No se consideran intentos ni medias soluciones. Sélo
valen las respuestas completas.
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Solucion

Pregunta 1.

(i)

(i)

Ejemplo de Variedad no Hausdorff.

Consideremos el conjunto M = M* UM~ UM C R?, donde M* = {(z,+1) : >0} y
M ={(x0):2<0}.

M+

en M definimos la topologia siguiente: en M y M* —{(0,%£1)} los conjunto abiertos son
los intervalos abiertos (con la obvia identificacién de M* con Rf = {z € R : = > 0}).
Agregamos a la coleccién anterior de abiertos los conjuntos @), M y las vecindades N* de
los puntos (0,41), las cuales son definidas por N = {(z,0) : —e <z <0} U {(x, £1) :
0<z<e},donde € >0 es arbitrario. Con esta topologia M es no Hausdorff, puesto que

cualquier par de vecindades de los puntos (0,£1) tienen interseccién no vacia.

Ahora sean Uy = MUM* , estos conjuntos son abiertos en M y definamos ¢* : Uy — R
por o™ (x,0) = z, T (z,1) = x vy ¢ (2,0) =z, ¢ (z,—1) = x. Es claro que estas
son biyecciones continuas y sus inversas (¢*)™! y (p7)7! también son continuas. Por lo
tanto ©* son homeomorfismos. Los cambios de coordenadas son dados por ¢t o (o)~ =
o~ o (pT)™t = Id, luego son de clase C*. Por lo tanto, A = {(Uy,¢"), (U_,» ")} es un

atlas 1-dimensional de clase C° en M .

Variedad sin base numerable para su topologia.

Sea RP el producto R? x R?, donde p+q = m. El primer factor esta dotado de la topologia
usual y el segundo factor estda dotado de la topologia discreta y la topologia en RP es la

topologia producto de los factores.



(i)

RP x {x}

R? x {0}

Los abiertos basales en la topologia de R? son los productos U x {y} donde U C R?
es un abierto e y € R?. Como cada producto R? x {y} es candénicamente homeomorfo a
R? mediante la aplicaciéon ¢, : RP x {y} — R? definida por ¢,(z,y) = =z, se sigue que
A = {(R" x {y},p,) : y € R’} es un atlas p-dimensional de clase C*™° en RP . Note que

el espacio topolégico R es Hausdorff, pero no tiene base numerable para su topologia.

Construccién de una incrustaciéon C>® de S® x S™ en R»tm+1

Considere la siguiente cadena de incrustaciones

S" x §™ < §" x R <5 §" x R x R™ «— R x R™

Ejemplo un espacio topologico M que puede ser dotado de dos estructuras diferenciables

de clase C*, A y B, de modo que las variedades (M, A) y (M, B) no son difeomorfas.

Sea M = {(t,0) e R?:t € R}U{(0,1)} C R?. En M definimos la topologfa en la cual M ,
() son abiertos, en U = {(¢,0) : t € R}, los abiertos son los usuales de R y las vecindades
de {(0,1)} son los conjuntos de la forma (W — {(0,0)}) U {(0,1)}, donde W C U es una

vecindad abierta de (0,0). Con esta topologia M es un espacio no Hausdorff.

Sea V = (U —{(0,0)}) U{(0,1)}. Definamos las cartas ¢ : U - R y ¢ : V — R por
p(0) = t ¥ U(t0) = 1, para £ £ 0 y $(0,1) = 0, entonces A = {(U, ), (V, )} es
un atlas 1-dimensional de clase C> en M . Denotemos por M = (M, [A]) la variedad

obtenida de este modo.

Ahora, reemplazamos la carta (V;¢) por la carta vV o R, QZ(t,O) =, t#£0y
$(0,1) = 0. Denotemos por A = {(U, ), (V,)} el atlas 1-dimensional C* obtenido de
esta manera y sea M= (M, [j]) la variedad definida por este atlas. Tenemos que A % A,
por lo tanto M £ M.



De hecho estas variedades no son difeomorfas. Para mostrarlo, definamos la aplicacion
f:M =R por f(t,00=t 7y f(0,1) = 0. La representacién local de f en las cartas (U, )
vy (V,4) es la aplicacién identidad, luego f es C°°. Ahora consideremos una aplicacién
de clase C*, ¢ : M — R. Denotemos por G y G las representaciones de ¢ en las
cartas (U, ) y (V,1)), respectivamente. En R — {0} tenemos G = go ™' = (gotp ) o
(bop™) =Gio(dop™), estoes, G(t) = Gro(dop)(t) = Gi(4(t,0)) = Gi(t?)

y G'(t) = 3t2GL(#*), t # 0. Como g es C', G y G} son continuas, por lo tanto
G'(0) = lim;_,o G'(t) = 0, es decir, el rango de G en t =0 es 0.

Supongamos que existe un difeomorfismo C*, 7 : M — M. Las expresiones locales de n
en los atlas A y A debe tener rango 1 en cada punto. Como f: M — R tiene rango 1, la
representacion local de fon: M — R en el atlas A debe tener rango 1. Esto contradice
el hecho recién probado sobre el rango de una aplicacién C! de M en R. Por lo tanto tal
difeomorfismo C!, n: M — M no puede existir. Este ejemplo es el mas simple para mostrar
que sobre un mismo espacio topolégico pueden darse estructuras diferenciables diferentes de

modo a obtener variedades no difeomorfas.

Pregunta 2.

(a) Sean traza,det : M(n x n,R) — R las aplicaiones traza y det, respectivamente, es facil
que ver que ambas son C®, y que traza'(0) = sl(n,R) y det™*(1) = SL(n,R). Ademis,
traza/sl(n,R) y det /SL(n,R) son ambas submersiones.

(b) Para probar que la aplicacién
exp : M(n x n,R) - GL(n,R)

dada por

1 1 1
exp(X) = I+ X+ 5 X+ 5 X0 S X

es de clase C* es un cdlculo sencillo.

Para lo restante basta probar que exp/sl(n,R) : si(n,R) — SL(n,R) es biyectiva, y usar el

teorema de la funcién inversa.

Problema 3. Primero consideramos coordenadas polares en el plano. Sea M = R2?. Dado

a>0,sea U, =R?—L,, donde L, es el rayo de pendiente o comenzando en el origen de R?,



con 0 € L, . Claramente U, es abierto. Ahora consideremos la banda abierta V, = {(r,6) € R? :
r>0, a<f<a+2r} CR? ydefinamos 9, : V, — U, por ¥,(r,0) = (rcos(f), rsen(f)),
Note que v, aplica cada segmento vertical s, C V,, s, = {(r,0) : « < < a+ 27} enel
circulo agujereado (= circulo menos un punto) de radio r y cada recta horizontal ry = {(r,0) :
r > 0} C V, en el rayo partiendo desde el origen, que forma un dngulo € con el rayo L, . Tenemos

que ¥, : V, — U, es una biyeccién C* y

cos(f) —rsen(d)

T 6) = sen(f) rcos(6)

es inversible para cada (r,0) € V, , luego por el Teorema de la Funcién Inversa, 1, es un difeo-
morfismo C*. Sea ¢, = ¥;' : U, — V, el difeomorfismo inverso, ¢, es llamado sistema
de coordenadas polares en U, . Es claro que usando las coordenadas polares damos a R? — {0}

una estructura de variedad C°°, la cual es equivalente a la estructura diferenciable usual sobre
R? — {0} .

Ahora calculemos los g;; en coordenadas polares, es decir, g7 . Tenemos,

957 (0) = ((Dea(p) e, (Dea(p)'e;)
= (DYa(pa(p))ei, DYa(@alp))e;) -

Ademas, como

cos(f) —rsen(d)

T 6) = sen(f) rcos(6)

se tiene

Do (r,0)er = Ja(r,0)e; = (cos(f),sen(h)) ,
Dipo(r,0)ey = Jbo(r,0)es = (—rsen(),r cos(d)) .

Por lo tanto,

g (r,0) = {((cos(6),sen(f)), (cos(f),sen(h))) =1
9is (r,0) = g37(r,0) = ((cos(8),sen(d)) , (—rsen(f),r cos(d))) =0
g5 (r,0) = (—rsen(0),rcos(f)), (—rsen(d),r cos(d))) = r



y la matriz de los g;;* es dada por

i) =1, -

Finalmente, considerando coordenadas cilindricas (r,6,z) € R* — {0}, donde

x = rcos(f)

y = rsen(6)
2=z
la matriz de los g;; es dada por
1 0 0
(95)=10 r* 0
0 0 1

Pregunta 4.
Al considerar esas orientaciones de la esfera [E es facil ver la aplicacién antipodal preserva
orientacién. Calculos sencillos.

Otra solucién elegante, es mostrar que E es de hecho difeomorfo a la esfera S?.

Pregunta 5.

Definamos las aplicaciones ® : M x R -+ N xRy ¥ : NXx R — M x R por ®(z,r) =
(o(z,r), 1) = (or(@),1), x€M, 1€ R,y U(y,7) = (U(y.7),7) = (¢;'(y),7), y€ N, r € R.

Es claro que ® y W son diferenciables si y s6lo si ¢ y 1 son diferenciables. Tenemos que ®
es diferenciable por hipdtesis. Probemos que ¥ es diferenciable.

Observemos que (Vo ®)(z,r) = ¥(p.(z),7) = (o, (p.(7)),r) = (x,7) paratodo (z,r) € M x
R, de modo anlogo ®oV(y,r) = ®(p  (y),r) = (¢-(¢: (y)),r) = (y,7) paratodo (y,7) € NxR.
Luego ® y U son biyectivas.

Ahora bien afirmar que ¥ es diferenciable es equivalente a afirmar que la biyeccién diferenciable
® es un difeomorfismo.

Por otra parte, es evidente que una aplicacion diferenciable biyectiva es un difeomorfismo si y
s6lo si es un difeomorfismo local.

Ahora, para cada (a,r) € M x R se tiene que D®(a,r) : T(qnyM x R = Tou N x R,
como TmyM x R = T,M & T, R, llamando b = ¢(a,r) se tiene que ®(a,r) = (b,r) luego



To@nN x R =T,N ®T,R. Con esto podemos pensar que la derivada de ® en (a,r) tiene la

()

donde A : T,M — T,N, B:T.R - T,N, C : ToM — T.R, v D : T,R — T.R son las

forma

aplicaciones lineales construidas de manera obvia. En particular, A = Dp,.(a), C = 0 pues es

la derivada de una aplicacién constante, D = Id. Luego la matriz asociada a D®(a,r) es de la

Dy, (a) B
0 Id

la aplicacién B no interesa. Como la aplicacién D¢, (a) es un isomorfismo por hipdtesis, se sigue

forma

que D®(a,r) es isomorfismo.

Pregunta 6.
Note que la aplicacién Pgo ® es inyectiva si y sélo si cada linea ortogonal a Il interesecta la

variedad M, en exactamente un punto. Sea A la diagonal de M x M . Definamos la aplicacién
a:MxM-—A— RPV™!

por

a(z,y) = linea a través del origen paralela a la linea que une ®(x) y ®(y) en RY

Notemos que dim(M x M — A) = 2n y que dim(RPY ') = N —1 > 2n + 1, por lo atnto,

podemos aplicar el siguiente corolario del teorema de Sard.

Corolario 1 Suponga que M; y My son variedades diferenciables, con dim(M;) < dim(Ms),
entonces la imagen de M, en M,y por una aplicacion de clase al menos C? tiene medida de

Lebesgue cero.

luego Imagen(a) es un conjunto de medida de Lebesgue cero en RPY 1. Luego, su comple-
mento es un conjunto de medida total, por lo tanto el conjunto de hiperplanos II para los cuales

Pro® es inyectiva es un conjunto de medida total.



