EXAMEN DE CALIFICACION TEORIA DE LA MEDIDA 2010

Problema 1. Sean (X,7) un espacio medible, (E;,),en una sucesién de conjunto medibles,
y G el conjunto de los x € X que al menos pertenecen a k conjuntos F,,’s. Mostrar que para
toda medida p sobre (X, 7) se tiene que

kp(G) <> u(Ey).

neN

Problema 2. Sea f € L'(X, T, ;) tal que existe una constante C' > 0 que satisface

e J

para todo E € T tal que 0 < pu(F) < oco. Pruebe que |f| < C p-ctp.

<,

Problema 3. Sea (f,)n>0 una sucesién de funciones en M(X, 7, ) tales que f, > 0 para
todo n > 0. Supongamos que existe f € LY(X,7,u) tal que f, — f pu — ct.p y tal que
[ fndp — [ fdu. Pruebe que

lim /’fn_f’d,u:o‘

Problema 4. Sea (X, 7, ) un espacio de medida, y sean p1,pa,- -+ ,pn € (1,00) tales que

1 1 1
—+ 4+ +—=1
p1 b2 Pn

Para cada 1 < j <mn, sea f; € LP(X,T, ). Pruebe que

(1) flfon € Ll(X,THLL),
2) [1fufae faldi < (L fillpa I f2llpe - 1 fllp,-

Problema 5. Sea (X,7,u) un espacio de medida y sea f medible positiva diferente de 0
c.t.p. Definimos

Iy ={pe[t,00] : [ fllp < o0}
robar que es un 1ntervalo. s decir, s1 r < s estan en /¢, entonces |r,s| C [.
1) Prob Iy i lo. Es decir, si r < A Iy C Iy
upongamos que [ es no vacio.
(2) Supong que Iy i
(5.1) Sean r < s < oo en Iy yseap=ar+ (1 —a)s, conac (0,1). Probar que

LIS < WAL=,

(5.2) Deducir que la aplicacién p — In || f||5 es convexa sobre I\ {oc}, y que p — || f|l,
es continua sobre el interior de Iy. Para esto, utilizar el resultado que dice que
toda funcién convexa sobre un intervalo J es continua sobre el interior de J.

(5.3) Mostrar que si 7 es un punto extremo de Iy, entonces || f||, tiende a || f||,» cuando
p € Iy tiende a r.
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(3) Deducir que para todo r < p < s en I, se tiene que
1fllp < max{|[ £l [1/[ls}-
Concluir que

L'(X,T,p)NL(X,T,p) € () LP(X,T,p).
pE(’r‘,S)



