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1. Sea g : R — R una funcién continua tal que ¢g(t) > 1 para todo t € Ry ¢(t) — oo cuando
|t| = 0o. Sea C(R) el espacio formado por las funciones continuas de R en R. Sean

G = {feCR) rigﬂg\f(tﬂ < oo},
Co = {feCR): ‘t%ignwf(t) =0},

¢, = {feCMR): lim =2 =0}

Considere Cj, y C provistos con la norma de la convergencia uniforme. En Cj; se define

1001
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(a) Muestre que (Cy, || - ||y) es un espacio de Banach, C; C C, C Cy, las inclusiones son
estrictas y la aplicacién inclusién ¢ : Cy, — Cy es continua.

(b) Los espacios Cyy y C son isomorfos e isométricos.

(c) Sea K C C,. Establezca las condiciones para que K sea relativamente compacto.

2. Sean XY espacios de Banach y T': X — Y una aplicacion lineal continua.

(a) Muestre que si T'(X) =Y, entonces existe v > 0 tal que para todo y € Y, existe x € X
tal que T'(x) =y y [lz]| < ~llyl.-
(b) Muestre que existe la inversa 77! : Y — X continua si y solamente si ker(7T") = {0} y

existe a > 0 tal que
IT(z)|| = aflzf|, VoeX.

3. Sea X un espacio de Hilbert y sean M, N subespacios vectoriales cerrados de X tal que X =
M+ N. Mostrar que existe P : X — N proyeccién lineal continua tal que 77 = x— P(z) € M

y
1]l = minflyl| : y € M, x =y +2, 2 € N} (1)

para cada x € X.

Indicacién. Muestre las siguientes propiedades:
i) Cr={yeM:2=y+z22eN}=Mn(xz+N).



ii) C, es un conjunto convexo cerrado no vacio.

(

(iii) Existe x1 que verifica ().

(iv) Sea @ : M — M N N la proyeccién ortogonal. Si x € M, entonces Pr = Qx.
(

v) Si x € N, entonces Pr = x.

Usando estas propiedades, demuestre la afirmacion.

4. Justifique que ¢! no es un espacio reflexivo.
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SOLUCIONES

1. (a) y (b) absolutamente trivial. S6lo para ver si se ubican con las definiciones. (c¢) Usando
(b), sea T' : Cy — Cy, f — f/g el isomorfismo isométrico. Basta verificar que T'(K)
es relativamente compacto en Cy. Es decir, K debe verificar las siguientes condiciones:
{f/g: f € K} es puntualmente acotado, equicontinuo y para cada € > 0 existe L(¢) > 0 tal
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2. (a) La aplicacion T es epiyectiva y, por tanto, abierta. Se deduce que existe r > 0 tal que
B.(0,Y) CTB;(0,X). Sea3>1. Siy €Y, y#0, entonces

que < ¢ para todo [t| > L.

y € Bpyy(0.Y) = B2, (0,Y) € TBg, (0, X)

ISy

y basta escoger v =

e

(b) Si existe T-! : Y — X continua, entonces
Izl = 17T @) < 1T T @), Yo € X.
Ademds, si T"(y') = 0, entonces

(T(x),y') = (=, T'(y)) =0,

para todo z € X. Como T(X) =Y, del Teorema de Hahn-Banach se deduce que 3y = 0. En
consecuencia, ker(7") = {0}.

Reciprocamente, la condicién
IT@)| = aflz]l, vzeX

muestra que ker(7) = {0}, luego existe 77!, y que R(T) es cerrado. Si suponemos que
y' € Y’ se anula sobre R(T), procediendo como en la primera parte, obtenemos que 7"(y’) = 0
y, por tanto, ¥’ = 0. Del teorema de Hahn-Banach se deduce que R(7T') =Y. Se completa la
demostracién usando el teorema de la aplicacion abierta (o el teorema de la inversa continua
de Banach).

3. Procedemos a establecer la indicacién. Las afirmaciones (i), (ii) son inmediatas. La afir-
macién (iii) se obtiene como consecuencia del teorema de la mejor aproximacién. (iv) Si
x € M y descomponemos x =y +z cony € M, z € N se deduce que z € M N N y la mejor
aproximacién a z en M NN es z = Qz. (v) Siz € N, entonces C,, = M NN y x1 = 0.

Usando reiteradamente estas propiedades se completa la demostracion. Sea x € X y de-
scomponemos * =y + z con y € M, z € N. Entonces

Co=Mny+N)=MnN@x—z+N)=Mn(x+N)=_C,.

Si x1,y; son los elementos de norma minima correspondientes a x e y, respectivamente,
podemos afirmar que 1 = y; y

Pr=x—xz=x—y=2—(y—Qy) =Qy+ 2.



Se deduce de la igualdad anterior que P es lineal y que P? = P. Por ejemplo, esta tltima
afirmacién se obtiene de

Pz = P(Qy+ 2) = P(Qy) + P(2) = Q(Qy) + 2 = Qy + 2 = Pux.

Mostremos finalmente la continuidad de P. Consideremos el espacio M x N con la norma
del producto y sea S : M x N - M + N = X, (m,n) — m + n. Es claro que S es una
aplicacién lineal continua epiyectiva y, usando Problema 2 (a), existe v > 0 tal que para
cada z € X, existen y € M, z € N tal que x =y + z y ||y|l + ||2]| < 7]|z]]. Por lo tanto,

[1Pz]| = [|Qy + 2|l < llQyll + [zl < llyll + llz[l < ~l=]].

. Hay muchas maneras de hacer evidente esta propiedad, usando alguna de las caracteriza-
ciones de espacio reflexivo. Una bastante simple es la siguiente. Si suponemos que ¢! es
reflexivo, entonces (£1) = (> y (£*°)" = ¢'. Como ¢! es un espacio separable, se deduce que
> es también separable, lo cual es bien conocido que es falso.



