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Problema. Pruebe que para todo n > 1 el polinomio p(z) = 2" — 2" 1 — 2" 2 — ... —x — 1 es
irreducible en Q|x] siguiendo los siguientes pasos.

(i) Verifique directamente la irreducibilidad para n < 4.

(ii) Pruebe que p(x) tiene una tnica raiz real positiva r, la cual es ademds simple.

Sugerencia: utilice el hecho que p'(0) < 1, p”(0) < 1, etc.

(iii) Pruebe que p(x) no tiene ninguna raiz compleja de médulo 1.

Sugerencia: utilice el hecho que, si £ es una raiz de p, entonces también es raiz del polinomio
q(r) = (x — )p(z) = 2"t — 22" — 1.

(iv) Pruebe que, si n > 4, entonces la rafz positiva r de p(x) es estrictamente mayor que v/3.

(v) Pruebe que si s es una raiz de p(z) en C de médulo estrictamente menor a 1, entonces ||s|| > 1/3™.
Concluya que el producto de todas las raices de p(x) de médulo menor a 1 es mayor que 1/3.

(vi) Usando (iv) y (v), pruebe que toda raiz de p(z) en C distinta de r tiene médulo estrictamente
menor a 1.

Sugerencia: verifique primero que si ¢t es una raiz de p(x) de norma mayor que 1 entonces dicha
norma es mayor o igual que r; utilice luego el hecho que el producto de las raices de p(x) es igual
a —1 para probar que t = r, obteniendo asi una contradiccién.

(vii) De los pasos anteriores concluya que p(z) tiene una raiz real simple y mayor que 1, y toda
otra raiz tiene médulo menor a 1. A partir de este hecho concluya la irreducibilidad de p(x).

Observacién. Un real r > 1 que es raiz de un polinomio irreducible en Z[z] de modo que todas
las otras raices son de mdédulo menor a 1 es llamado un nimero de Pisot. Aparte de su interés
aritmético, estos nimeros son importantes en probabilidades, sistemas dindmicos y anélisis.



Solucién Problema.

(i) Para n = 1 la afirmacién es obvia. Si n = 2 entonces las raices de p(z) = 22 — z — 1 no son

racionales, por lo que p(z) es irreducible en Q[z]. Si n = 3 entonces p(r) = 23 — 2% —x — 1. Si p(z)
fuese reducible entonces tendria una raiz racional, y por lo tanto entera (por el criterio de Gauss).
Sin embargo, es facil ver que p(z) < 0 para todo z < 1y p(x) > 0 para todo = > 2.

(ii) Siendo p(0) < 0 y p(z) — 400 cuando & — +o00, p(z) debe tener una raiz real positiva. Sea
k el nimero de raices positivas (distintas) de p(z). Como p/(0) < 1, p/(z) tiene también al menos
k raices positivas. Lo mismo ocurre para p”(z),..., p(”*l)(x). Obviamente, esto es imposible si
k > 2, por lo que k = 1.

Para ver que la raiz es simple, basta ver que el nimero total de raices (contadas con mul-

tiplicidad) es impar. Sean r1,...,7m, ¥ 7h,..., 7 , las raices positivas y negativas, respectiva-

rim
mente. Sean r{,7y,...,ry 7. las raices complejas, agrupadas por pares conjugados. Se tiene
my+mag+2ms3 = n, y como el producto de las rafces es (—1)"*1, se tiene ademés mo = n+1 (mod 2).

Luego, m; = 1 (mod 2), es decir, el nimero de raices positivas es impar.

(iii) Si ¢(&) = 0y ||€]| = 1 entonces "1 (6 —2) = —1, por loque 1 = 2 — ||€]| < ||¢ —2|| = 1. Se
tiene entonces la igualdad en la desigualdad triangular, lo que implica que £ es un real positivo, y
por lo tanto £ = 1. Sin embargo, p(§) =1 —n < 0.

(iv) Basta observar que, para n > 4,

q(V3) = (V3)"(V3-2)+1<9(v/3-2)+1<0.

(v) Si s es una raiz de p(z) en C de mddulo estrictamente menor a 1, entonces
L= |[slI"lls =21 < 3[s]",

Se concluye entonces que el producto de todas las rices de p(z) de médulo menor a 1 es mayor que
1/ gm/ " donde m es el nimero de dichas raices. Como m < n se tiene lo afirmado.

(vi) Sig(t) = 0 entonces [[t[|"[[t —2[[ =1y 2 < [[t=2||+|t[| = ||t~ +[[t]|. Por lo tanto, q(||¢[|) > 0,
y como ¢(x) < 0 para = € [1,7[, esto implica que si ||t|| > 1 entonces ||¢| > r.

El producto de las raices de norma menor que 1 es > 1/3. Luego, si t # r entonces el producto
de todas las raices tendria norma mayor que (v/3)?/3 = 1, lo cual es absurdo. Por lo tanto, t = r,
lo que contradice (ii).

(vii) Si p(x) fuese reducible en Q[z], entonces por el Lemma de Gauss también lo serfa en Z[z].
Como p(z) tiene sélo una raiz de médulo > 1, uno de los factores de p(x) tiene todas sus raices de
modulo menor a 1. Sin embargo, el coeficiente constante de dicho factor debe ser +1, por lo que el
producto de sus raices es igual a 1.



