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Resumen

UN ESTUDIO DE LA ECUACION DE SCHRODINGER TIEMPO-ESPACIO
FRACCIONARIO.

José Victorino Ramirez Molina

Mayo—-2019

Esta tesis tiene como objetivo estudiar condiciones suficientes para la existencia, unicidad, re-
presentacién (explicita e implicita) y regularidad de soluciones para una cierta clase de ecuaciones de
Schrodinger de tipo homogéneas, lineales y no lineales determinadas por el operador Laplaciano frac-
cionario. Esta investigacién, se desarrolla sobre una escala de espacio de Sobolev apropiado. Ademés,

presentamos ejemplos explicitos de ecuaciones que pueden considerarse en nuestros marco de estudio.
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Abstract

A STUDY OF THE EQUATION OF SCHRODINGER TIME-SPACE
FRACTIONAL.

José Victorino Ramirez Molina

Mayo—2019

This thesis aims to study sufficient conditions for the existence, uniqueness, representation (explicit
and implicit) and regularity of solutions for a certain class of equations of Schrédinger of homogeneous,
linear and non-linear type determined by the operator Fractional Laplacian. This research is developed on
an appropriate Sobolev space scale, and we present explicit examples of equations that can be considered

in our study framework.
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Introduccidn

El objetivo principal de este trabajo es estudiar la existencia, unicidad, regularidad y representacion
de soluciones continuas para una clase de ecuaciones de Schrédinger tiempo-espacio fraccionario en el
contexto de ecuaciones homogéneas, lineales y no lineales con una no linealidad del tipo Hartree. Nuestra
investigacién, se ha desarrollado sobre una escala de espacios de Sobolev de orden fraccionario H*(R"™),

conn > 1, s > 0 fijos.

En las ultimas décadas, la mecanica cuantica fraccionaria ha surgido y ha generado un interés
creciente en investigar la nueva ecuacién fundamental: “la ecuacion de Schrodinger espacio fraccionaria”,
se sugiere ver e.g., [18,32,43-45]. El origen de esta nueva clase de mecanica cuédntica de orden fraccionario,
fue construida inicialmente por el autor Laskin, N., en una secuencia de articulos seminales [43-45]. Esta
construccién, fue obtenida por medio de integrales de camino sobre distribuciones de probabilidad no-
Gaussianas tipo-Levy (caminos cudnticos no estdndar), similarmente a la célebre derivacién de Feynman
[21] por medio de integrales de camino sobre distribuciones de probabilidad Gaussiana tipo-Browniano
(caminos cudnticos estédndar), lo cual en este segundo caso produce la famosa ecuacién de Schrodinger
lineal estandar: iu; = —Aw + Vu, para cierto potencial de energia V', A denota el Laplaciano. Més
precisamente, el pionero autor Laskin, N. en el anio 2000 [43,44], descubre como modelar por medio de una
ecuacion la dindmica del movimiento de una particula cudntica fraccionaria en el caso uno dimensional, la
cual estd gobernado por el problema no local (0.0.2) para a = 1, donde consideramos ausencia de energia
potencial y con operador Laplaciano fraccionario, Hg := (—hA)S/ 2 h denota la constante de Planck,
s € (1,2] denota el indice tipo Lévy (cuando o = 1, s = 2, es ampliamente conocido que la distribucién
tipo Lévy se reduce en una de tipo Gaussiana, y el comportamiento de la dindmica se transforma en
un proceso de movimiento Browniano). En el caso del problema (0.0.2) para @ = 1, s > 0 la ecuacién
de Schrédinger espacio fraccionario, permite que la mecdnica cudntica fraccionaria soporte todos los
fundamentos de la mecédnica cudntica estdndar (e.g., existencia de operador solucién unitario, presencia
de la ley de conservacién de probabilidad, entre otras propiedades.), [47]. Ademés, Laskin, N. en el ano
2002 [45], describe que “La ecuacién de Schrédinger espacio fraccionario nos proporciona un punto de
vista general sobre la relacién entre las propiedades estadisticas de los camino de la mecénica cuantica y
la estructura de las ecuaciones fundamentales de la mecdnica cuantica”. Para un revisiéon de aplicaciones,

principios de la mecédnica cudntica de orden fraccionario y propiedades de la dindmica que describe la



ecuacion de Schrodinger espacio fraccionario, se sugiere ver e.g., [32], [34], [46].

Con posterioridad a la construccién de la mecdnica cudntica espacio fraccionaria realizada por
Laskin, N. Se introduce y desarrolla los aspectos preliminares de la mecanica cuantica tiempo frac-
cionaria, se sugiere ver e.g., [9,36, 37,52, 67]. M&s precisamente, inspirados por las investigaciones de
Laskin, N. [43,44]. El autor Naber, M., en el afio 2004 [52], introduce la derivada fraccionaria temporal
en el sentido de Caputo en lugar de la derivada de primer orden en la ecuacién de Schrédinger ho-
mogénea estandar (o = 1,s = 2 en nuestro problema (0.0.2)). Naber, M., para conseguir la ecuacién de
Schrodinger tiempo fraccionaria implemento la rotacion wick t — —it, sobre el t—plano complejo elevan-
do la unidad imaginaria ¢ a la misma potencia fraccionaria que posee el operador diferencial de Caputo
en la ecuacién diferencial de difusién tiempo fraccionario (0.0.1), de este modo el autor consiguié la
ecuacién de Schrodinger tiempo fraccionaria (0.0.2), asumiendo que la energia potencial del sistema es
nulo, y que la particula tiene masa cero. La ecuacién (0.0.2), para o € (0,1),s = 2,n = 1 nos permite de-
scribir la dindmica de procesos de evolucion no-Markovianos en el contexto de fisica cuantica. Naber, M.,
resolvié la ecuacién de Schrodinger tiempo fraccionario para una particula libre (i.e, la energia potencial
V' de la dindmica es nula) y para el caso de un potencial no nulo V' suficientemente regular. Ademas,
concluyo que el problema (0.0.2) con operador pseudo-Hamiltoniano Hy = (—=h2A)%/? + V (t,z), donde
h denota la constante de Planck, es equivalente a la ecuacién de Schrodinger estandar, sin embargo con
un operador Hamiltoniano no local tiempo dependiente definido como,

D? u(tv x)‘t:O

Hou(t,z) == —(—1)“A Dtl_o‘ u(t,z) + (=) Dtl_o‘ u(t,x) + =oT (o)

, a€(0,1),

donde (—i)* = em/2 A denota el operador laplaciano sobre R™, D{ corresponde a la derivada frac-
cionaria en el sentido de Caputo de orden «, ver Apéndice A, seccién A.1 para la definicién del operador
D{'. Més tarde, Iomin, A., en el ano 2009 [36], [37], establece el modelo (0.0.2) para orden o« = 1/2,s = 2
y operador Hamiltoniano definido como H := A + V(z), donde V denota la energia potencial del sis-
tema. En el articulo [36], se demuestra que la dindmica cudntica tiempo fraccionaria de orden av = 1/2
es modelada por medio de la mecdnica cuantica estandar (¢« = 1) en el marco de un modelo de comb
(la ecuacién de Schrodinger de orden 1/2 es isopectral a un modelo de comb), y se argumenta que la
ecuacién de Schrodinger tiempo fraccionaria de orden o = 1/2 describe una evolucién no Markoviana con
un efecto de memoria definida por el nicleo del operador diferencial de orden fraccionario Di/ 2, para
t > 0. Es necesario senalar, que la clase de ecuaciones de Schrédinger tiempo fraccionario (0.0.2) para
s = 2, no satisface las siguientes leyes fundamentales de la fisica cuantica, [47]: La presencia de la ley de
superposicion cuantica; existencia del operador solucién unitario; la presencia de la ley de conservacién de
probabilidad; existencia de niveles de energia estacionarias del sistema cuantico, entre otras propiedades

de interés.

En un marco mas general, en el caso de una ecuaciéon de Schrodinger tiempo-espacio fraccionario

lineal se han desarrollado algunas investigaciones examinado diferentes aspectos analiticos y probabilisti-



cos de la solucién de esta clase de problemas, algunos articulos pioneros en esta linea de investigacion
son e.g., [19,47,59,70]. Los autores Wang, S. & Xu, M., en el ano 2007 [70] junto con Dong, J. & Xu,
M. en el afio 2008 [19], combinaron tanto la ecuaciones propuestas por Laskin, N. (clase de ecuaciones
de Schrédinger espacio fraccionario lineales) y las ecuaciones propuestas por Naber, M. & Iomin, A.
(clase de ecuaciones de Schrodinger tiempo fraccionario lineales) y surgié de forma natural las ecua-
ciones de Schrédinger tiempo-espacio fraccionario lineales. Las ecuaciones de Schrédinger tiempo-espacio
fraccionario lineal incluyen tanto un operador derivada de orden fraccionario en la variable temporal
(usualmente derivada en el sentido de Caputo de orden «, D, ¢ > 0.) y derivada fraccionaria en la
variable espacial (operador Laplaciano fraccionario de orden s/2, (—A)*/2, s > 0). Wang, S. & Xu,
M., [70], establecen el modelo (0.0.2) (correspondiente a la dindmica de una particula libre) y el modelo
(0.0.4), para o € (0,1), s € (1,2) con operador Hamiltoniano asociado Hs := (—A)*+V (¢, x). Determinan
soluciones exactas (de manera formal) por intermedio de la técnica de transformadas integrales (transfor-
mada de Fourier y transformada de Laplace) en el caso de potencial nulo (V = 0), y determinan algunas
propiedades de la dindmica en el caso de un potencial no necesariamente (V' # 0). Posteriormente,
Dong, J. & Xu, M. [19], determinan la solucién exacta de la ecuacién de Schrodinger tiempo-espacio
fraccionario para un d—potencial tiempo independiente V (¢, x), t > 0,2 € R. Més precisamente en [19],
asumen que la solucién de (0.0.2) es de variable separables y determinan de este modo la representacién
de la solucién en el caso que o € (0,1);s € (1,2]; y en el caso que a € (1,2);s € (1,2] del problema
(0.0.2) sobre [0,00) x R, para méas detalles, se sugiere consultar [9]. Ahora, més recientemente en el ano
2017 Gorka, P., Prado, H. & Trujillo, J. [28], investigan el problema homogéneo (0.0.2) sobre el marco
general de un espacio de Hilbert #, donde consideran el orden « € (0,1) y un generador autoadjunto
A sobre H que determina la ecuaciéon de Schrodinger tiempo fraccionario. Luego, a partir del teorema
espectral los autores prueban existencia, unicidad y representacion de la solucién pseudo-diferencial e
ilustran que dichas soluciones son gobernadas por una familia de operadores solucién {Uy(t)}¢>0. Més
atin, se demuestra que Uy (t) — e~#4 para a — 11, en este marco general si consideramos A := (—A)*/?,

para s > 0, el problema se reduce al considerado en (0.0.2).

Esta tesis esta organizada en cuatro capitulos y un apéndice, en lo que sigue daremos una breve descrip-

cién de cada uno de los capitulos y apéndice que conforman este trabajo de investigacién.

En el Capitulo 1, estaremos interesados en definir la escala de espacios de Sobolev no homogéneos
H*P(R™), para s > 0,1 < p < oo junto a la escala de espacio de Sobolev homogéneos H*P(R"), para
$>0,1 < p < o0, los cuales han sido definidos via la transformada de Fourier. Aplicaremos, el teorema
de multiplicadores de Mikhlin en algunos resultados de interés, y examinaremos algunas propiedades
elementales del operador Laplaciano fraccionario (—A)*? actuando sobre su dominio natural H*(R™),

con s > 0, para mas detalle se sugiere revisar e.g., [11,12,17,24,42].

En el Capitulo 2, nos concentraremos en una primera etapa en determinar condiciones suficientes

que garanticen existencia, unicidad y regularidad de solucién clésica (global) para la siguiente clase de



ecuaciones de sub-difusién relativista tiempo-espacio fraccionario, se sugiere ver e.g., [3,10, 51,58, 71]:

ou(t,z) = — (=AY 2u(t, x o0) x R”
t (t’ ) ( A) (t’ )’ (0’ ) R (0.0.1)
u(0,x) = ug(x), wup € H*(R"),

donde a € (0,1],s > 0, DY denota la derivada fraccionaria en sentido de Caputo de orden o, —(—A)3/?

corresponde al operador Laplaciano fraccionario de orden s/2 definido via transformada de Fourier sobre
R™ (ampliamente conocido en la literatura como potencial de Riesz de orden s/2 o bien en el contexto de
mecénica cudntica como derivada fraccionaria de Riesz cudntica de orden s/2, [44]), donde su simbolo
no clésico es dado por —[£|*, £ € R™. En este trabajo, el problema (0.0.1) sera resuelto via técnica de
transformadas integrales en la variable temporal y espacial para determinar la soluciéon u. Mas precisa-
mente, nuestra solucién cldsica u (global) son expresadas en término de la convolucién de una nicleo
fundamental de orden fraccionario Gq s(-,-) contra el dato inicial del problema uy € H*(R"™), y debido a
estd representacion de u podemos demostrar que nuestras soluciones pertenecen a una clase apropiada de
espacio de sobolev H*(R™), con s > 0. M&s atin, demostramos un resultado de regularidad y decaimiento

de nuestra solucién u sobre H*(R"), para s > 0, « € (0, 1].

En una segunda etapa del presente capitulo, investigaremos condiciones suficientes que garanticen exis-
tencia, unicidad y propiedades de regularidad de solucién clésica (global) para la siguiente clase de ecua-
ciones de Schrédinger homogéneas tiempo-espacio fraccionaria, determinada por un operador Laplaciano

de orden fraccionario (—A)5/2, ver e.g., [8,28,53,59]:

@t x) = (=) (= A 2u(t, x o0) x R”
D{ u(t, ) = (=i)*(=A)" u(t, ), (0,00) xR 0.02)
u(O,x) = UO(:C)’ up € Hs(Rn)a

donde o € (0,1),5 > 0, (—i)* = e~*™/2, D denota la derivada fraccionaria en sentido de Caputo de
orden a. De forma mds precisa, consideramos ug € H*(R"™) y deseamos responder las siguientes preguntas:
. Cuéles son las condiciones suficientes de solubilidad de (0.0.2) en términos del dato inicial ug, de modo
de asegurar existencia y unicidad de soluciones clasicas a nuestro problema homogéneo?, ;Cudles son
las condiciones suficientes del problema (0.0.2) que permiten asegurar soluciones clasicas de tipo radial?.
Estéas interrogantes, seran respondidas esencialmente examinando la representacién pseudo-diferencial de

nuestra solucion clasica u, [28], descrita como,
u(t,z) = FHEL((—it)¥€)*) F(uo)(6)](z), t >0,z €R™, (0.0.3)

donde FE,(-) denota la funcién de Mittag-Lefler de orden «; F, F~! corresponden a la transformada
de Fourier y Fourier inverso respectivamente en el sentido L?(R"), para ug € H*(R"). Posteriormente,
estudiaremos nuestro problema (0.0.2) para un ejemplo concreto de condicién inicial ug, y describimos

de forma explicita nuestra soluciéon u usando el teorema principal de la seccién.



En el Capitulo 3, estaremos interesados en determinar condiciones suficientes que garanticen
existencia, unicidad y regularidad de solucién clésica u para la siguiente clase de ecuaciones de Schrédinger

lineal tiempo-espacio fraccionario, [47]:

DY u(t,z) = (—A)*2u(t, x T "
Dt (tv ) ( A) (tv ) + f(tv )7 (OvT] x R ’ (0.0.4)
u(0,x) = ug(z), uo € H*(R"),

donde « € (0,1), 1* = emi/2 g e (0,1), Df denota la derivada fraccionaria en sentido de Caputo de orden
o, (—A)*/2 representa el operador Laplaciano fraccionario de orden s/2 con dominio maximal H*(R"™) C
L*R"™) y f € LY([0,T]; L?>(R™)). El objetivo de este capitulo es responder la siguiente interrogante:
. Cuéles son las condiciones suficientes de solubilidad de (0.0.4) en términos de wug y el término lineal
f, de modo de asegurar existencia y unicidad de soluciones cldsicas y/o débiles?. Para responder de
forma satisfactoria esta interrogante, determinamos la representacion explicita de la soluciéon de nuestro

problema lineal (0.0.4), descrita como
u(t,x) = F Ea((—it)*|€]*) a0 (€)] () + (—i)a/o FEa((=i(t = 7))*[€[*) Dy f(r,&))(w)dr, (0.0.5)

donde iy = F(ug), f = F(f), Ea(-) denota la funcién de Mittag-Leffler de orden a; D1 representa la
derivada fraccionaria en el sentido de Riemann-Liouville de orden 1 —a; F, F~! denotan la transformada
de Fourier y Fourier inverso respectivamente. La regularidad de nuestra solucién clasica u, queda descrita
en una de los resultados principales de este capitulo, donde se considera f € AC([0,T]; H*(R™)), D} f €
C([0,T], H*(R™)), para upg € H*(R™). Entonces, se concluye que la solucién de (0.0.4) pertenece al espacio

C([0,T]; H*(R™)). Mas aun, existe una constante no negativa Mr de modo que,

lulleqoryms®ny < Mr (luoll s @ny + | DX fll L1 (o105 &) »
para a € (0,1),s > 0.

En el Capitulo 4, estaremos interesados en determinar condiciones suficientes que garanticen
existencia, unicidad y regularidad de soluciones débiles para nuestra clase de ecuaciones de Schrédinger

tiempo-espacio fraccionario no lineal tipo Hartree, [20,31, 73]:

DY u(t, z) = (A 2u(t, x 1—a ul?)(2)u(t, z x R"
Di u(t,z) = (—A)*u(t,z) + Ay Ky (Ju]”) (z)u(t, ), (0,T] x R", 0.0.6)
u(0,2) = up(z), ug € H*(R"),

donde a € (0,1), i* = e*™/2, s € (0,1), A € R\{0} son pardmetros dados. Denotamos, como es usual

«

al operador D' como la derivada fraccionaria en el sentido de Caputo de orden «, Jtl_ corresponde

s/2

a la integral fraccionaria en el sentido de Riemann-Liouville de orden 1 — o, (—A)*/“ denota el opera-

dor Laplaciano fraccionario definido por su simbolo no clésico €| sobre R™, u — G(u) := K. (Ju/*)u



corresponde al operador no lineal tipo Hartree, donde el término K, es definido por convolucién,

Ko (Jul?) (@) := (by * [u]?)(z), uwe LP(R™),p > 1,

donde ¥ (z) = Téﬁ), v € (0,n), ¥ € L>®(R™) con cierta hipdtesis de crecimiento. Los modelos de

ecuaciones que se enmarcan en nuestro problema no lineal (0.0.6) en el caso limite aw = 1, y aplicaciones

() particulares. Corresponden, a estudios desarrollados por los autores Lenzmann, E. & Frohlich, J.,
en el ano 2007 con respecto a una clase de ecuaciones de Schrédinger espacio-fraccionaria con una no

linealidad particular tipo Hartree, [23,48]:

iut(tvx) = (\/I + V)u(t,x) - (wl * ”U,P) u(t,x) (OvT) X Rg’

(0.0.7)
u(0,2) = up(x), ug € L*(R™),
—plz|
donde p > 0, ¢1(x) = e—|, V=Au = FY|¢la(€)], V : R® — R denota una energia potencial del
x

sistema (0.0.7). Lenzmann, E. & Frohlich, J., prueban que (0.0.7) es un problema bien planteado en
el caso local y global, para ug € H*(R"), donde s > 1/2, [48]. Més tarde, Cho, Y. et at. en el ano
2015 [15], investigan una clase mas general de ecuaciones que (0.0.7), y que corresponde al caso limite
a = 1, de nuestro problema (0.0.6). Esta clase de problemas, corresponde a ecuaciones de Schrodinger
espacio-fraccionario con una no linealidad tipo Hartree, descritas como

iug(t,x) = (= A)*u(t, ) — (o * [uf?) ult,z), Rx R

(0.0.8)
u(0, ) = ug(z),

donde 9 (z) == Q’Z;E:i)

buen planteo local del problema (0.0.8), para ug suficientemente regular. Mas atin, bajo ciertas condiciones

,n>2,a>1v€ (0,n), 0 <y e L*R"). Los autores Cho, Y. et at., prueban el

de los datos del problema es posible garantizar blows-up (colapso) de la solucién en un tiempo finito,
para mas detalles se sugiere ver [15].

Ahora bien, debido a que estamos interesados en estudiar la existencia de solucién de nuestro problema
(0.0.6) deseamos responder la siguiente pregunta: ;Cudles son las condiciones suficientes de solubilidad
de (0.0.6) en términos del dato inicial ug y el operador no lineal u — G(u) = K, (Jul*)u para cierto v,
de modo de garantizar existencia, unicidad y regularidad de soluciones débiles al menos de forma local?.
En este capitulo, nuestro objetivo es proporcionar una respuesta precisa a estd interrogante, la cual
lograremos argumentar por medio de una serie de lemas asociados a la aplicacién u — K (|u|?) y usando
el Teorema de Punto fijo de Banach, es decir, descubrimos condiciones apropiadas de los parametros
@, $,7,n junto a estimaciones de u — K, (|u|?), u — G(u) y ug apropiado nos permitiran garantizar la

existencia y unicidad de solucién débil de (0.0.6). Mas aun, la representacién implicita de u asociada a



nuestro problema (0.0.4) posee la siguiente representacién integral,

u(t,x) = F [Ea((=it)[€]") 0 (€)] () + /\(—i)a/O FHEa((=i(t = 7)) |E]*) FG(u)(1)(§))(x)dr (0.0.9)

donde A # 0; E,(-) denota la funcién de Mittag-Leffler de orden a; F, F ! corresponden a la transformada

de Fourier y Fourier inverso en el sentido de las distribuciones temperadas S’(R™).

Finalmente, en la parte culmine de nuestro trabajo se proporcionan las conclusiones obtenidas a
partir de la investigacion desarrollada en torno a nuestra clase de ecuaciones de Schrodinger, junto a esto
se presenta un apartado de apéndice, donde se concentran resultados y definiciones clasicas empleadas a lo
largo de esta investigacién. Entre otros tépicos, ilustramos la derivada de orden fraccionario en el sentido
de Caputo, Riemann-Liouville, funciones de Mittag-Lefller, transformada de Fourier definida en el sen-
tido de las distribuciones temperadas, desigualdad de Hardy, desigualdad de Hardy-Littlewood-Sobolev,
operador solucion, entre otros resultados. Ademds, se adjunta las referencias bibliogréaficas consultadas

durante el desarrollo del presente trabajo de tesis.



CAPITULO 1

Preliminares

En este capitulo proporcionaremos los conceptos y resultados preliminares empleados durante este
trabajo de tesis, que junto al apéndice proporcionan el marco teérico apropiado para el desarrollo de
nuestra investigacién. En este capitulo, més precisamente describiremos la escala de espacios de Sobolov
homogéneos H*P(R") junto con la escala de espacios de Sobolev no homogéneos H*P?(R™), subespacio
de Sobolev de tipo radiales H? ,(R™), resultados cldsicos de incrustaciones Sobolev sobre R", Teorema
de multiplicador de Mikhlim, entre otros resultados de interés en esta parte inicial del trabajo. Para mas

detalles, se sugiere revisar e.g., [11,12].

1.1 Espacios de Sobolev de orden fraccionario sobre R"

En esta seccién introduciremos la nocién de espacios de Sobolev de orden fraccionario H*P(R"™) via su

caracterizacion en términos de la transformada de Fourier descrito como, [72]:

Definicion 1.1.1. Sea s > 0, 1 < p < 0. El espacio de Sobolev no homogéneo H*? se define por
HP .= H5P(R") := {u € LP . F7(1 + |¢]2)*/2F(u)] € Lp} , (1.1.1)

donde denotamos el espacio de las funciones p—integrable como LP := LP(R™). Note que, el espacio H*?

corresponde a un espacio de Banach con respecto a la siguiente norma, [72, Teorema 10.3], [11]):
lall e == IF (1 + 1PV 2F @ l1es we H, (1.1.2)

donde F y F~! denotan la transformada de Fourier y la transformada de Fourier inversa sobre R” en el

sentido de las distribuciones temperadas S’, se sugiere revisar apéndice A parte (A.3.7).



Para una mayor precisién de la expresién (1.1.1), deseamos senalar que f, := (1 + |- [2)%/? € C®*(R") y
que la funcién f posee un crecimiento a lo mds polinomial en infinito, y debido a que u € LP C §’, luego
se concluye que F(u) € §'. De este modo, el producto de una funcién por una distribucién temperada
fsF(u) € 8’ estd bien definido, ver [30, Definicién 2.3.15,(2.3.16)]. Luego, empleando la Proposicién A.3.4,
se concluye que F~![fsF(u)] € S’. Note que, en nuestra escala de espacios (1.1.1) estamos interesados

en los elementos u € LP, de modo que F[fsF(u)] € LP C &', para cada s > 0,1 < p < oo.

Note que, para s = 0 en la Definicién 1.1.1, es directo que H*? = H% = LP, para cada 1 < p < co. En

lo que sigue, se define el operador pseudo-diferencial (I — A)%/2 sobre R™ como, [11,12]:
(I — A= F U1+ €2 F(u)], we HP,s>0. (1.1.3)
Luego, la norma descrita en (1.1.2) se puede interpretada a partir de (1.1.3) como
el e = I[(T = A)*ul| s,
donde u € H®P para s > 0,1 < p < 0.
Definiciéon 1.1.2. Sea s > 0,1 < p < oo. El espacio de Sobolev homogéneo H*? se define como
H¥P = H%P(R") := {u € LP : F{|¢|*F(u)] € LP} . (1.1.4)
El espacio HsP corresponde a un espacio seminormado, con respecto a la seminorma
lull o = IFHIEPF Lo, w € H. (1.1.5)

Observacion 1.1.3. Note que, a partir de la seminorma (1.1.5) se desprende que si |[ul|z., = 0 siy sélo
si supp(F(u)) = {0}, u € H®P C &', lo cual es equivalente a sefialar que la distribucién u se reduce sélo

a polinomios en n—variables.

Denotamos en lo que sigue al espacio H%? como H*, donde destacamos que H* corresponde a una escala
de espacios de Hilbert si s < n/2. Note que, usando Parseval se tiene que L% = HO. En lo que sigue,
estaremos interesados en ilustrar la Definicién 1.1.1, para el caso s > 0y p = 2, es decir, el subespacio
H*?:= H* C L?, donde debido al Teorema de Plancherel A.3.2 se desprende la siguiente representacién
del espacio, [49]:
H* = H'(R") = {u € L s F(1 + [¢2) /2 F ()] € 12}
, ) ) (1.1.6)
~{uers: [ arigPriFw©Pd <oof,

donde s > 0. Notamos que, la escala de espacios H® para s > 0, corresponde a una clase de espacios de



Hilbert con respecto al producto interior definido como,

(w0 = [ (14 € F)©FON@s, v e B (11.7)

Para verificar que el espacio (H?, (-,-)gs) corresponde a un espacio de Hilbert, basta con considerar la

aplicacion lineal T : L? — H* definida como

TS(U) = .Fil (W) , ue€ L2. (118)

Luego, es directo que T} es una aplicacién lineal sobre L2. M4s atin, la aplicacién Ty para s > 0 estd bien

definida, ya que debido al Teorema de Plancherel A.3.2 se concluye que,

Tl = [ 1+ PR @) ©)Pde
Rn
— [ 1P P

es finito, puesto que v € L?. Observe ademds que, la aplicacién T, posee como inversa la aplicacién
T;' . H® — L2 definida por: T, ' (v) := FH((1 + [€]?)*/2F(v)), para cada v € H*. Luego, notamos
adicionalmente que Ty definido por (1.1.8) conserva el producto interior entre los espacios L? y H*, es

decir, para cada u;,us € L? y empleando nuevamente el Teorema de Plancherel A.3.2 se deduce que

(Ts(u1), Ts (uz)) s = /Rn(l + €12 F (T (ur)) () F (T (u2)) (€) d€

_ s Fu)(§)  Fluz)(€)
- [ avied At P2t )™

= [ Flur)(€)F(uz)(€)d€ = (ur,u2) 2.

Rn

En consecuencia, T, corresponde a un isomorfismo isométrico entre los espacios L? y H*, luego se de-
sprende que (H*; (-,-)ys) es efectivamente un espacio de Hilbert, debido a que el espacio (L?;(-,-)72) lo

eS.

En lo que sigue, establecemos la definicién de la escala de espacio de Sobolev de tipo radial (o esférica-

mente simétricas) H? (R™) definido como,

rad
v = Hig(R") ={u € H® : u(Rzx) = u(z) c.t.p., donde R € SO(n,R)}, (1.1.9)
donde SO(n,R) denota el grupo ortogonal especial de matrices de orden n®.

Note que el subespacio H? , C H® es cerrado, luego es claro que el espacio (H?_;; (-,-)gs) corresponde a

un espacio de Hilbert con el producto interno descrito por (1.1.7).

(DEL grupo ortogonal especial de matrices de orden n es definido como SO(n,R) := O(n) N SL(n,R) = {R € SL(n,R) :
R'R = 1,}, donde O(n) denota el grupo ortogonal de orden n y SL(n,R) corresponde al grupo especial de orden n.
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Ahora, nos concentraremos en describir algunos resultados de interés necesarios para posteriores discu-
siones en los subsecuentes capitulos. Iniciamos con un resultado de incrustacién continua de H® sobre el

espacio de funciones continuas acotadas, C,(R™), previo que s > n/2.

Proposicién 1.1.4. Sea s > n/2, entonces la inclusion H® < Cy, es continua.

Para la demostracién de la Proposicién 1.1.4, ver e.g., Proposicién 1.3 en Taylor [65].

El siguiente resultado asociado a inclusién de Sobolev y densidad del espacio de Schwartz sobre R™, es de
utilidad en la Observacién 1.1.6, expresién (1.1.10), entre otros resultados a lo largo de este trabajo. No-
tamos que, debido a la importancia del presente teorema presentaremos un bosquejo de la demostracion,

se sugiere ver e.g., [11, Teorema 6,2,3].

Teorema 1.1.5. Suponga que s; < so, 1 < p < 00, entonces
HS2P «y HS1P,

Ademds, se satisface que SH'HW = H*P para s > 0,1 < p < .

Demostracion. Sea s; < s9,1 < p < co. Luego, para u € H*2P y usando (1.1.3) permite deducir que

lll o = (I = A)* 2l = |(I = A) (I = A ul| s

52 — S1
5 >0,

< O = A)*22u e = Cllul|gsaw, n:=

donde (I — A) "u := F 1 [m(¢)F(u)] : LP — LP es un operador lineal acotado, puesto que m(£) :=
1

(L+ [EP)77
449]. Ahora, demostremos la segunda parte del teorema; en efecto, para examinar la densidad del espacio

corresponde a un LP—multiplicador de Fourier sobre R™, se sugiere ver e.g., [30, pagina

de Schwartz S sobre H*P, considere u € H*P, es decir, (I — A)s/ 2u € LP. Luego, debido a que el espacio

de Schwartz S es denso sobre LP, gll'Hp = LP, podemos asegurar que existe una sucesién ¢, € S tal que
fn — (I — A)*/?ul|p — 0.
n—oo

En consecuencia, deducimos desde la convergencia previa sobre LP que

I = wllpre = (1 = A)* [y — ]| 1o

= llén — (T = A)Pull|r —— 0,

donde se satisface que la sucesion 1, := (I — A)~%/2¢, = F (1 + [£[2) 732 F(¢,)(€)] € S, puesto que
F(pn) €S. |

Observacion 1.1.6. A partir de la segunda parte del Teorema 1.1.5, para s = 0,p = 2 se desprende que

11



3”'”2 = %, y debido a la cadena de contenciones: S C H? C L?, para 8 > 0, se concluye que

el 2 B> 0.

El siguiente resultado, es fundamental en nuestra cadena de incrustaciones de Sobolev obtenidas en

(1.1.10).

n n
Teorema 1.1.7. Sea 1 < p < p; < 00, 8,81 > 0. Suponga que s — — = s1 — —, entonces se tiene que
p p1

Hszp (SN Hé‘l,pl
En particular, st 1 <p <oo,0<s< %, entonces

HSP < an/(n—sp).

Para la demostracién del Teorema de incrustaciéon 1.1.7, se sugiere ver e.g., Teorema 6.5.1 en Bergh &

Lofstrom [11].

Observacion 1.1.8. Note que, a partir del Teorema 1.1.5 para p = 2, s1 = 7/2, so = s y desde el Teorema
1.1.7 segunda parte, para p = 2, s = /2 se concluye la siguiente cadena de inclusiones continuas sobre
R™,

H® < HY? 5 L2V 5> 74/2, 0 <~y <n. (1.1.10)

donde s > v/2, v € (0,n).

En lo que sigue, presentamos la definiciéon de LP —multiplicador de Fourier sobre R", entre otros resultados

proporcionados por Bergh & Lofstrom en [11].

Definiciéon 1.1.9. Sea 1 < p < oo, m : R® — C una aplicacién acotada y medible. Se dice que m es
un LP—multiplicador de Fourier sobre R” si para cada u € S, la aplicacion F~[m(:)F(u)] € LP y el
operador lineal

T :SCLP — LP, Tp(u) := F L m()F(u)],

corresponde a un operador acotado.

Ahora, recordaremos el Teorema de multiplicadores de Mikhlin, el cual proporciona condiciones suficientes
en torno a una estimacion sobre el operador diferencial J¢' de orden a actuando sobre la aplicacién m(-),
para determinar si la aplicacién m corresponde a un LP— multiplicador de Fourier sobre R". Este teorema
resulta fundamental en la demostracion de nuestro Lema 1.1.11, se sugiere revisar el Apéndice A, seccién

A.3 para ver las notaciones.

Teorema 1.1.10. (Teorema de multiplicador de Mikhlin) Sea m € C™2(R™\{0}) tal que, para cada

12



multi-indice o € N[}, se satisface que

0gm(€)] < Cale| T, €40,

para |a] < n+ 2. Entonces, m es un LP—multiplicador de Fourier sobre R™, para 1 < p < oo.

Para la demostracién del Teorema 1.1.10, se sugiere ver e.g., Teorema 3, capitulo IV en Stein [63].

El siguiente resultado, es un lema que serd de utilidad en nuestro Teorema 1.1.12. La demostracién se

basa esencialmente en [30, pagina 449].

Lema 1.1.11. Sea s > 0, fijo. Entonces, la aplicacion

€2\
w6 () - eew

corresponde a un LP—multiplicador de Fourier sobre R™, para 1 < p < o0.

Demostracién. Sea M una aplicacién sobre R\ {0} definida como,

€2\
e = ()

donde & = (&1,...,&,) € R™, s > 0. Luego, M € C*°(R"\{0}) y corresponde a una funcién homogénea

de grado 0, es decir, para cada A > 0 se tiene que

AE|2 s/2
MG, M) = <ﬁ>
_< MGl + - + &) )8/2 (L1.11)

=M(& 1), (&) € R0}

Miés atn, aplicando el operador diferencial 6(56 n sobre ambos lados de la identidad (1.1.11), para 5 € NSLH

multi-indice de orden n + 1 (ver, (A.3.2) del apéndice), se obtiene que

AIBlg8

e MOEN) = 0% M(E,1), (€,1) e R™T\{0}, (1.1.12)

3 651 6571 65n+1
donde hemos definimos el operador 8(57 t)M (&, t) = 65151 (%ﬁn P M(£,t), para cada multi-indice

B=(B1,--.,BnPn+1) € Ng“. En consecuencia, si tomamos \ := > 0, la igualdad (1.1.12) nos

(&, 1)]

13



permite deducir que

07

181
o™ ( |(&,1) |> UenMOE )| (1.1.13)
Col(&, )7, (&) € R™ 1\ {0},

donde Cp := supjg—; |08 M (0)|, para 6 € R™N{0}, |(£,1)] := (€2 4 --- €2 + t2)Y/2. Luego, empleando
el Teorema 1.1.10 en el caso (n + 1)-dimensional nos permite concluir que nuestra aplicacién M es
un LP—multiplicador de Fourier sobre el espacio R"*!. En particular, si consideramos el multi-indice

B:=(a,0) € Ng™! o € N en (1.1.13), se obtiene la siguiente estimacién

Ca B Ca
@GP+ EaPJ? @+ P

Maés atn, a partir de (1.1.14) para ¢t = 1 se puede concluir que existe una constante no negativa C,, tal

que
o _ (aO C
9 m(E = 19gy ME I < ey
C. o
< Gepyer = Calé ™ €20

Por lo tanto, se concluye desde el Teorema 1.1.10 que la funcién m es un LP—multiplicador de Fourier

sobre R”, para 1 < p < oo. |

El siguiente resultado, corresponde a un teorema que serd de utilidad en la demostracién de nuestra
Proposicion 4.0.12, Lema 4.0.18, Lema 4.0.19, Teorema 4.1.2, entre otros resultados. Se sugiere revisar

el Apéndice A, seccién A.3.

Teorema 1.1.12. Sea s > 0, p > 1 fijos, u € LP N H5P_ Suponer que u € S' tal que U se anula sobre

una vecindad del origen. Entonces, existe una constante C' > 0, tal que
[ull s < Cllull grop + lullzr)-
Reciprocamente, sea uw € H%P, entonces existe una constante C' > 0, de modo que
[ull g < Cllulzrs. (1.1.15)
Para la demostracién del Teorema 1.1.12, se sugiere ver e.g., Teorema 6.3.2 en Bergh & Lofstrom [11].

Note que, la desigualdad (1.1.15) se satisface sin el supuesto que @ sea nulo en una vecindad del origen.

Maés precisamente, debido a la Definicién 1.1.2 parte (1.1.5), expresién (1.1.3), Definicién 1.1.1 parte
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(1.1.2) y debido a que m(€) := [€°(1 + |£]*)~*/? es un LP—multiplicador de Fourier sobre R” para
1 < p < o0, segiin nuestro Lema 1.1.11. Se puede asegurar, que existe una constante no negativa C, tal

que

el e == IFHIEFF () 2o
= [IFHIEP @ + 1) 21+ €)Y 2F ) ()] v
= |7 [m(©)F (I = A)u)(€)]|| s
< O = 2)*u o

= Cllullger, ue H™P.

n_ 92

Ahora, denotaremos como es usual por A := Z 92 al operador Laplaciano sobre R",n > 1. Luego,
4
j=1""3J

por propiedades usuales de la transformada de Fourier F con respecto a la derivada parcial de primer

orden®, y tomando u € S, se concluye que, [1]:

()

9%u
2
L

Fl-bu@)(©) = -F | 3 54 <s>:—_2f< }

2
axj

) (€) = [El2PF(u)(9), (1.1.16)

j=1

donde ¢ € R™. De este modo, el simbolo de grado dos |¢| en (1.1.16) define al operador Laplaciano A

sobre R™. Luego, nuestro interés es definir para s > 0 el operador (—A)S/ 2 como un operador pseudo-

diferencial con el simbolo |£|*, se sugiere ver e.g., [8,24,42]:

Definiciéon 1.1.13. Sea s > 0 fijo. Se define el operador Laplaciano fraccionario (—A)S/ 2 de orden s,

como un operador lineal pseudo-diferencial,
(—A)*Pu = FUEPFw)(©)], uweD(=A)*?), (1.1.17)

donde |¢|* denota el simbolo no clésico asociado al operador (—A)*/2, y definimos el dominio maximal
de (—A)*/? como,
D((-A)"?) = {ue L? : F g Fu)(©))(-) € L}
~{uerrs [ lePIrueras < oo
RTL
Existen multiples definiciones equivalentes del operador Laplaciano fraccionario sobre un dominio comin,
se sugiere al lector interesado revisar e.g., [42]. En un marco més general, notamos que para cada s € (0, 2)

n 5/2
el simbolo & — [¢]° = (Z §ZQ> empleado en (1.1.17), corresponde a un caso particular de funcién
i=1

definida negativa continua sobre R", para mas detalles acerca de simbolos mas generales como por

ejemplo, p(€) = (|€|** + m?)Y2 —m,m > 0, que definen otra clase de operador via transformada de

@Sea u € S tal que BBT“j € 8, entonces F (%@) (&) =& F(u)(§), i :=+v—1.
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Fourier, se sugiere al lector consultar las referencias [3,48].

Proposicién 1.1.14. Sea s € (0,1). Entonces, la norma || - ||gs de H® es equivalente a la norma del

grafico de (—A)s/2 sobre L?, es decir,

lall—ayere = llullz + 1(=2)"2ul 2, € D((=A)*?). (1.1.18)

La demostracién de la Proposicién 1.1.14, sélo requiere de la siguiente desigualdad elemental: Para

5 € (0,1), se satisface que 1+ |€]° < (1 +]£]?)*/2 < C(1 + |£]*), para alguna constante no negativa C.

Probaremos en el siguiente lema, que el dominio maximal D((—A)*/?) descrito en la Definicién 1.1.13

corresponde exactamente a nuestro espacio de Sobolev de orden fraccionario H®, para cada s > 0.

Lema 1.1.15. Sea s > 0 fijo. Entonces se satisface que,
D((—A)2) = H°.
Mds ain, el operador (—A)* : H® C L? — L? es cerrado sobre H®.

Demostracién. Debido a la definicién de los espacios H®, D((—A)*/?), es directo que H* C D((—A)%/2),

s/2

para s > 0. Luego, considerando u € D((—A)%/?) C L2, y usando la desigualdad elemental®, para

z=1,w=|£]?,p = s, se tiene que

Julfye = [ 1+ 1Py IFE )P
< [+ ePIF@© R
_ u2 2s u 2
o (Il + [ e iFw©Pd)

es finito, puesto que u € D((—A)*/?), ~, := max{1,2°"1}. Por tanto, D((—A)*/?) C H*, para s > 0.
s 2
En la segunda parte de la demostracién, asuma que (u,,) € H®, uy, LNy y (—A)*?u, L% v, entonces

determinamos que

lullZrs < llun = ullfzs + llunllZs

< e Jlug — ulls —

®)Suponer p € (0,00), 7, := méx{1,2P"'}. Entonces se satisface que

|z £ wl” < (|2 + |wl’), 2zweC.
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es decir, u € H®. Ademads, se deduce que

(=) 2wy — (=A)*u g2 = ||(=2)"? (un — w)l| 2
(1.1.19)

2
Luego, debido a la convergencia a la convergencia sobre L2, (—A)*/2u, L, v, y desde (1.1.19) se concluye
que v = im0 (—A)*?u, = (—A)*/2u, sobre L2. Por lo tanto, el operador (—A)*/? corresponde a un

operador lineal cerrado sobre H?. |

Introduccion el siguiente lema, el cual seré de utilidad en la demostraciéon de nuestro Lema 4.0.14 y Lema

4.0.18.

Lema 1.1.16. Sea vy € (0,n), u € HY/2, Entonces, existe una constante no negativa C = C,, de modo
que,
Ju(@)]?

sup/ 2 dae < Clul)%s ., 1.1.20
yeRn JRrn ‘x_yh H HH~//2 ( )

Demostracion. Denotaremos el operador traslacion 7, de u por el vector y € R™, como myu(z) = u(x—y),
de donde se desprende de forma directa que F[r,u](§) = e~¥¢a(¢), para £ € R™. Luego, a partir de

1.1.5), se tiene que 7, es una isometria sobre el espacio H/2, para v > 0, esto es
q y P p Y

Iyl = [ 1€01F R
= [ lePie e

(1.1.21)
= [ leniF© e

2

= [l 2

Por consiguiente, debido a que la medida de Lebegue es invariante con respecto a la traslacion sobre R™

y usando al Lema A.3.6 para s = /2 junto con la identidad (1.1.21) resulta que,

2 N2
p [ gy [ 109,
]R n

yeRn JRn |x - yh yER

= sup /
yeR” JRn

Tyu(-)

|- /2

Tyu(z) ?

|x|'7/2

2

= sup
yeR™

L2

< C sup [Iryull, 2
yeR?
= Cllull, 2,

donde C':= C,,, > 0. [ |
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CAPITULO 2

Ecuacidon homogénea de Schrodinger

tiempo-espacio fraccionario

En el presente capitulo, en una primera etapa estudiaremos condiciones que garanticen existencia,
unicidad y regularidad de solucion cldsica global para la siguiente clase de ecuaciones de sub-difusion

relativista tiempo-espacio fraccionario, [3,10,51,58, 71]:

ot x) = —(— S/Q’LL T o0 n
Df u(t,x) = —(=A)"?u(t,z), (0,00) x R (2.0.1)
u(0,x) = up(z), wp € H?,

donde o € (0,1),s > 0, D% denota la derivada fraccionaria en sentido de Caputo de orden a, —(—A)3/?

corresponde al operador Laplaciano fraccionario de orden s/2 definido via transformada de Fourier sobre
R™. En este capitulo, el problema (0.0.1) serd resuelto via técnica de transformadas integrales, donde
descubrimos que nuestra solucién clasica u son representadas en términos de una convolucién de un
ntcleo fundamental de orden fraccionario G, 4(+, ) contra el dato inicial del problema ug € H®, y debido
a esta representacién de u podemos demostrar que pertenece a una clase apropiada de espacio de sobolev
H?, con s > 0. Mas alin, demostramos un resultado de regularidad y decaimiento de u sobre H?®, para

s>0,a€(0,1).

Mas tarde, en una segunda etapa estudiaremos condiciones suficientes para asegurar la existencia y
unicidad de soluciones pertenecientes a la clase de espacios C([0,00), H®), para s > 0, asociadas a

nuestro problema, [9]:

D u(t,z) = (—1)%(—-A 5/2y t,x), t>0,zeR"
u(t,x) = (=) (=A)*"ul(t, x) (2.02)
u(0,z) = ug(z), wup€ H®,

donde (—i)® = e~*7™/2 H* denota el espacio de Sobolev fraccionario no homogéneo de orden s > 0,
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((—=A)*/2; H%) corresponde al operador Laplaciano fraccionario de orden s/2 con simbolo [£]*, para s >
0. Ademsds, el operador Df* denota el operador diferencial fraccionario de orden « en el sentido de
Caputo, con « € (0,1), se sugiere al lector revisar Apéndice A, seccién A.1. Note que nuestra clase de
ecuaciones (2.0.2) incluyen la ecuacién clésica de Schrédinger homogénea, la ecuacién de Schrodinger
tiempo-fraccionaria determinada por el operador ¢A, entre otras ecuaciones de orden fraccionarios de
interés, ver e.g., [3], [6]. Probaremos, que nuestra solucién u al problema (2.0.2) pertenece al espacio de

Sobolev de tipo radial H?

s brevio que ug € H?

rad’

para s > 0.

Note que, en este capitulo se utilizard de manera frecuente algunas propiedades elementales de la trans-
formada de Fourier en el sentido de las distribuciones temperadas S’, se sugiere ver Apéndice A, seccién

A3.

2.1 Ecuacién de evolucién homogénea tiempo-espacio fraccionario

En una primera etapa, el objetivo de esta seccién es introducir y desarrollar los aspectos basicos acerca
de la existencia, unicidad y regularidad de solucién para una clase de ecuaciones de difusién relativistas,

cuyo modelo matemadtico esta descrito como, [2,3]:

u'(t,x) = —(—A)s/zu(t,x), t>0,z € R", ( )
2.1.1
u(0,2) = ug(x), wup € L2
donde s > 0, —(—A)*/? corresponde al operador Laplaciano fraccionario de orden s/2, definido como
—(=A)u(t, x) == F [~ F(u)(€)](x), parau € H. Los argumentos empleados en estd seccién estdn
basados fuertemente en las investigaciones de Arendt et. al. [1]; Prado, H. & Reyes, E. [55]. A partir de

ahora, denotaremos u(t) := u(t,-) para t > 0. Luego el sistema (2.1.1) se reduce al siguiente problema,

:\
—~
~
~—
Il

— (=AY 2u(t), t>0
(ZA)u) (2.1.2)
u(0) = ug, ug € L?,

para s > 0.

El siguiente resultado, corresponde a una proposicién que describe una representacién pseudo-diferencial
del operador resolvente de nuestro operador —(—A)S/ 2 para s > 0. Se sugiere revisar la seccién 8.3 en

Arent, et al. [1]. Notamos que, este resultado serd de utilidad en la demostracién de la Proposicién 2.1.2.

Proposiciéon 2.1.1. Sea s >0, \ € p(—(—A)s/z), fijo. Entonces, se satisface que
RO, —(=8)"yu=F A+ [E°) T Fu)(©)], we B,

donde R(\, —(—A)*/?) denota el operador resolvente de —(—A)%/2
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Demostracién. Sea h € R™\{0} fijo. Luego, se define el operador traslacién por h como 7, € B(L?) como

Thu(z) := u(x — h). Luego, para u € H® se tiene que

I Tnul| s == / (14 [€[%)*|F (rpu) (£) |Pdé = / (14 [€[*)*]e™ "€ F(u)(£)]>dE
R Rn
= /R U+ PP IF )@ dE = [lulls b € R™{0},5 >0,

donde F(rpu)(&) = e € F(u)(€). En consecuencia, para cada u € H® se obtiene m,u € H*. Ademas, es

s/2

directo que —(—A)*/# conmuta con el operador traslacién 7, ya que

—(=A)*Pru(x) = — (—=A)*?u(z — h)

=~ FHEPF @) ()@ — h)
= = F HEPF@)(©)) (@) = —mn(=A)ulz), we H*,

donde h € R™\{0},s > 0. Luego, (A + (—A)**)mu(z) = 7\ + (=A)¥?)u(z), lo cual nos permite
afirmar que para cada elemento A € p(—(—A)*/2), el operador resolvente R(\, —(—A)*/?) conmuta con

el operador traslacién 7, es decir,
RO\, —(=2)*)mu(z) = iR\, —(—=A)P)u(z), ue HY, (2.1.3)

donde nuestro operador resolvente R(\, —(—A)*/2) € B(L?). En consecuencia, debido a la Proposicién

A4l para T := R(\, —(—A)S/ 2) se concluye que existe un L?—multiplicador de Fourier m,, tal que

RO, —(=A)*)u(z) = F Hma(6) F(u)(©)](z), ue L? (2.1.4)

Por tanto, usando la igualdad (2.1.4) obtenemos para cada A € p(—(—A)%/?),

u=A+(= )3/2) (A =(=2))u
= AR\, —(=2)*)u + ( )S/2R(>\ —(=2)*)u
=\ m () (W) (©)] + FHIEFFRA, =(=2))u(€))]
= F A F (@) (©)] + FHIEPma(©) F (w)(€)] = F A+ €1 )ma(§) F(u) (©))],

luego F(u)(§) = (A + |&]%)ma(§)F(u)(§). Asi, por unicidad de la Transformada de Fourier a nivel del
espacio L?, se concluye que

(A +[E7)ma(§) = 1.
Luego, ya que & — [£|° es continua para cada s > 0, y & — m)(§) es acotada, se concluye que el

multiplicador de Fourier m () = (A +|£|¥)~!, finalmente por igualdad (2.1.4) se obtiene lo deseado. M

s/2

El siguiente resultado prueba que la potencia fraccionaria del operador Laplaciano —(—A)®/< para s > 0,
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. —t(— /2 e
genera un semigrupo de operadores {e H(=4)° }>0 analitico acotado sobre L?, el cual procuraremos
describir de forma explicita en nuestra Proposicién 2.1.4, se sugiere ver e.g., [38]. Denotamos, el sector

angular de dangulo 6 como ¥y := {z € C: |arg(z)| < 0}, para 6 € [0, 7).

Proposicién 2.1.2. Sea s > 0 fijo. Luego, el operador —(—A)*/? genera un semigrupo analitico {Ts(t) }>0

de operadores acotado sobre L, sobre el sector E( )z, para s € (0,2).
2

-

Demostracién. Considere X € o(—(—A)*/?), esto es, A € C y ker(\ + (—A)*/2) # {0}. Luego, para cada

funcién u no trivial, se satisface que
A+ (=A))u = du+ FHEFF(u)(€) =0, u € H?,

luego
(A +[€°) F(u)(§) = 0.
Entonces por unicidad de la transformada de Fourier F y definiendo A\ := a+bi € C, se concluye que a =

—€]F <0,b=0,ie, A= —[¢]°, luego o(—(—A)*/?) C Ry . En consecuencia, al menos RT C p(—(—A)*/?).

Maés atin, usando la Proposicion 2.1.1 y el Teorema de Plancherel A.3.2 encontramos que,

INROL, =(=A)2)ul|Z2 = [AF O+ [€1) T F ) @)1

= A+ €T F@)(©)]72

[ PARF@E)P
-/ nr e ®

< [ 1F@©Pd = s,

(2.1.5)

por tanto, M := sup [[AR(A, —(—A)5/2)||5(L2) < 1. En consecuencia, usando la Proposicion A.4.2 para
R(A)>0

A= —(—A)s/ 2 X := L? se tiene la primera parte del resultado. En una segunda etapa, debido a la
Proposicion A.4.3 para A = A, X = L? el operador Laplaciano A sobre R" corresponde al generador de
un semigrupo fuertemente continuo de contraccién {e*®};>q sobre L2, entonces por [38, Teorema 2] para
w = /2, se tiene que el Laplaciano fraccionario —(—A)*/? es el generador de un semigrupo {7 (t)}+>0
analitico sobre el sector

2(17%)% = {z e C:|arg(2)| < (1 - g) g}, s € (0,2).

Observacion 2.1.3. Para s > 0, por Lema 1.1.15 y Observacién 1.1.6 el operador —(—A)s/2 corresponde

a un operador lineal cerrado, su dominio maximal es el espacio de Sobolev H?®, y ﬁH'HQ = L?, para s > 0.
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En consecuencia, por desigualdad (2.1.5) y Proposicién A.4.3 para A = —(=A)*2,s > 0; X = L? se
concluye que el operador —(—A)S/ 2 genera un Cy—semigrupo analitico de operadores acotado sobre L2,
Por lo tanto, encontramos que debido a la Proposicién A.4.4 para xg :=ug € L? y A = —(—A)s/z, s> 0,
nos permite asegurar existencia y regularidad de solucién (clésica) del problema de valor inicial de primer

orden (2.1.2): Sea ug € L?, entonces existe una tnica solucién con la siguiente regularidad
u € C*((0,00); L*) N €([0,00); L*) N C((0, 00); H*),

al problema descrito en (2.1.2).

El siguiente resultado, representa a la familia {T5(t)}+>¢ semigrupo de operadores!) generada por
—(—A)s/ 2 s > 0, donde dicho semigrupo de operadores existe debido a la Proposicién 2.1.2. Notamos

ademas, que esta proposicion serd de utilidad en la demostraciéon de la Proposicién 2.1.5.

Proposicién 2.1.4. Sea s > 0, fijo. El semigrupo de operadores {Ts(t)}+>0 generador por el operador

—(=A)*/2 se representa como
T,(t)ug = (Gs(t,-) *ug), t>0,up€ L2 (2.1.6)
donde el nicleo fundamental Gs(-,-) estd definido como

Gy(t,z) = F e 1) (2), t>0,2eR™ (2.1.7)

Demostracion. Suponer que el sistema (2.1.1) admite una solucién u no trivial. Notamos que, aplicando

de manera formal la transformada de Fourier F sobre ambos lados de (2.1.1), encontramos que

'&t(tvf) = —‘glsﬁ(t,g)j
@(0,€) = ao(§),

donde Fu(t,€) := u(t,&). Luego, notamos que el sistema (2.1.8) es lineal en la variable ¢ con incégnita

(2.1.8)

la funcién (-, ), para £ € R™. Para resolver (2.1.8), basta con multiplicar por el factor integrante

w(t, &) == et y se concluye que
a(t,€) = e a0, €) = e ap (6).
Por lo tanto, u(t,z) = F~ e €I F(ug)(€)](x), y de este modo

u(t,z) = (F e ¥ wup) (z) = - Gs(t,z — y)uo(y)dy, (2.1.9)

W 1a familia de operadores {Ts(t)}+>0, para s = 1 se conoce como semigrupo de Poisson, y para s = 2 se conoce como
semigrupo de Gauss-Weierstrass asociado al problema de evolucién, ver Arent, et al. [1, seccién 3.7].
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donde Gy(t,z — y) := F e 1€ (x — y).
Ahora bien, a partir de las propiedades de nuestro niicleo G,(t,-) es directo que la aplicacién Py : Ry —
B(L?) definida como

Py (tyuo(x) := F e M F (ug) (€)](x), (2.1.10)

determina un Cy—semigrupo de operadores sobre L?, cuyo generador corresponde al operador —(—A)S/ 2,

para s > 0, es decir, se satisface que:

(i) La aplicacién P, : Ry — B(L?) definida en (2.1.10) es fuertemente continua, i.e.,

lim Py(t)ug = ug, wug € L?;
t—0+

(ii) Ps(0)uo(z) = (F1] * up)(z) = (0 * up)(z) = up(z), * € R™ Notando que 1 € L* C &, luego

F(0) =1 en el sentido de las distribuciones temperadas S’.

(iii) Para cada t,7 >0,

Py(t+ 7)uo(x) := F e D Fug) (¢)] ()
= F e 1 e /T F (ug) (€)) ()
= F e T F(S(T)u) (€] ()
= Py(t)(Ps(m)uo)(x), g € L*.

En consecuencia, debido a la unicidad del Cp—semigrupo de operadores {Ps(t)}:>0 se concluye que

Py(t) = Ts(t), para t > 0. [ |

En una segunda etapa de esta seccién, estaremos interesados en estudiar la solubilidad del siguiente
problema tiempo-espacio fraccionario homogéneo, para « € (0,1) y s > 0, se sugiere revisar e.g., [2,3,

10,25, 60):

(2.1.11)

donde —(—A)%/?u := F~1[—|¢[*0(€)], para u € H®,s > 0, denota el operador Laplaciano fraccionario de

orden s/2, Df corresponde a la derivada fraccionaria en el sentido de Caputo de orden o.

El siguiente resultado, corresponde a una aplicacién directa del Lema A.4.5, descrito por Bajlekova
en [4], y resultados examinados previamente en nuestra seccién 2.1, se sugiere ver [4, Teorema 2.1]. Note
que, este resultado es una proposicién que sera de utilidad en la demostracién de la Proposicién 2.1.7,

Proposicion 2.1.9.
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Proposicién 2.1.5. Sea a € (0,1), s > 0, fijos. El operador solucion {Ty s(t)}+>0 asociado al problema

(2.1.11) se representa como
Tos(ug = (Gas(t,-) xug), t>0,uy € L2 (2.1.12)
donde el nicleo fundamental G, s(-,-) se define como
Gos(t ) := F [Ba(—t*I€]")](@), (2.1.13)

donde E, () denota la funcién de Mittag-Leffler, F~! se interpreta en el sentido de las distribuciones

temperadas S’.

Demostracion. Suponiendo que nuestro problema (2.1.11) admite una solucién u no trivial. Aplicamos

la transformada de Fourier F (formalmente) sobre ambos lados de la ecuacién (2.1.11), se obtiene que

Dy a(t, §) = — [¢]*a(t, €),
(0, &) =i ().

Posteriormente, aplicando la transformada de Laplace £ (formalmente) sobre ambos del sistema (2.1.14),

(2.1.14)

junto con la igualdad (A.1.19) permiten deducir que

22L(0)(2,€) — 2% Mg (€) = —[€]°L(a)(z, &),

para « € (0,1),s > 0. Luego, usando el Lema A.2.2 para w = [£|* se sigue que

L(1)(2,€8) = ———==1
(1)(:+) = g ol®)

= L{Ea(=1"[€]*)}(2)ti0(§)

= L{Ea(=t%[€]*) a0 (£) }(2),
donde R(z) > 0, |z| > [£]¥/*. Luego, a partir de la unicidad de la transformada de Laplace L, se tiene
que 4(t,&) = Eo(—t*|€|*)0o(&). Para despejar la funcién u de esta tltima expresion, basta con aplicar la
transformada de Fourier inversa (formalmente) para concluir que,

u(t, ) = FH Ea(—t€*) F (u0)(©))(z) = [FH(Ea(~tI€]*)) * uo] (z)

=/ Go,s(t,x — y)uo(y)dy,

(2.1.15)

donde Go 5(t,z) == F [ EW(—t*€]*)](x). En lo que sigue, denotamos P, s(t)ug(z) := u(t,z). Es directo

que, a partir de las propiedades de nuestro nicleo G, s(+,-) que la familia de operadores {P, s(t)}+>0 es
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fuertemente continuo sobre L%; P, ;(0) = I; P, 4(t)(H*) C H*® y se satisface que
—(=A)*2P, s(t)ug = —Pa o(t)(=A)*?ug,  ug € H®,t > 0.

Maés atn, debido a la representacién (2.1.15), identidad (A.2.3) para w = —|{|® se desprende que el
operador P, s(t)ug satisface la ecuacién integral asociada a nuestro problema (2.1.11) para ug € H®, esto

es,

= FEa(—t*[€*) a0 ()] — uo(x)

= F (Ea(—t¥[€") = D)ao(6))(x)

= —F €T Ea(—t2[€") a0 ()] (=)
= —JPF gl adt, €))(x)

= —JX(=A)u(t,z), t>0,zeR"

u(t, z) — uo(x)

De este modo, se concluye que la familia { P, s(t)}+>0 define un operador solucién para (2.1.11) sobre el

espacio L2.

En una segunda parte de la demostracion, note que usando la Proposicion 2.1.2 y Proposicién 2.1.4 cono-
cemos que el problema de primer orden u/(t) = —(—A)%2u(t), u(0) = uy € L? admite un Cy—semigrupo
de operadores {Ts(t)}+>0 definidos por la igualdad (2.1.6) de la Proposicién 2.1.4. Luego, debido al prin-
cipio de subordinacién descrito por el Lema A.4.5 para A = —(—A)%/? se concluye que nuestro problema
(2.1.11) de orden «, admite un operador solucién {7 s(t)}+>0. De este modo, debido a la unicidad del

operador solucién se tiene que

Tos(t) = Pas(t) = (Gaslt,) xug), t>0.

Una vez que hemos determinado la existencia, unicidad y representacion del operador solucién asociado
a nuestro problema (2.1.11). A partir de ahora, estaremos interesados en determinar condiciones que
garanticen la existencia de una solucién fuerte de (2.1.11), donde solucién fuerte es una solucién de
nuestro problema que tiene mayor regularidad que la obtenida hasta el momento, para conseguir esto

disponemos de la siguiente definicién, ver e.g., [5,10]:

Definicién 2.1.6. Sea o € (0,1),s > 0, ug € H* fijos. Una funcién u € C([0,00); L?), es una solucién
fuerte del problema (2.1.11), si u € C([0,00); H%); J'=%u € C'((0,00); L?), y la funcién u satisface el
problema (2.1.11) para (¢,z) € (0,00) x R™.

Note que, a partir de la Definicién A.1.5, Definicién A.1.9 y la identidad (A.1.16) se concluye que la condi-
cién J! % € C1((0,00); L?) de la Definicién 2.1.6 es equivalente a solicitar que D u € C((0,00); L?).
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La siguiente proposicién nos permite asegurar existencia y unicidad global de solucién fuerte a nuestro
problema tiempo-espacio fraccionario (2.1.11), siempre que la condicién inicial uy € H®, para s > 0, se

sugiere ver [2, Proposicién 1]. Note que, estd proposicién serd de utilidad en la Proposicién 2.1.9.

Proposicién 2.1.7. Sea « € (0,1), s > 0, ug € H®, fijos. Entonces,
u(t,x) = To,s(H)uo(x) = FH [Ea(—tE]*) F(uo) (€)](x)

representa la unica solucion fuerte de (2.1.11) sobre la semi-recta [0, 00).

Demostracion. Dado a € (0,1), s > 0 fijos. Debido a la Proposicién 2.1.5, el operador solucién tiene la

siguiente representacion
u(t,x) = Tos(t)uo(z) = F HEL(—t*|€]°) F(uo)(€)](x), t>0,z€R™ (2.1.16)

Luego, por Proposicién 2.1.5 la familia de operadores {7y s(t)}+>0 es fuertemente continua sobre [0, 00),
ug € H® entonces T, 5(t)(H®) C H®, y
u € C(]0,00); H?).

En una segunda etapa de la demostracién, a partir de (2.1.16) y debido a que {1, s(t) }+>0 representa un

operador solucion se satisface que

Ji % (u(t,x) = uo(x)) = J; % (Tas (H)uo(x) — uo(x))
= —J T (= A) P T s (B uo(x)
= —JH=A)PT, s (Hug(z) t> 0,2 € R™ (2.1.17)

Luego, diferenciando (2.1.17) con respecto a la variable temporal ¢ se tiene que,
D} I (ult, ) — ug(w)) = =D} (=A)P Ty s(Hug () = —(=A)** Ty s(t)uo (@),
asi para ug € H?® se concluye que,

D} ult, 2) = ~Ta(t)(~A)ug() + DL ug(a)

— -8 Pue) + 3 [ [ draa(e)]

11—«
= _Ta,S(t)(_A)S/2u0(x) + % [F(l —ta)(l —a) UO(x)]
t™%ug(x)
ri—-a)’

= T (1) (—A)* ug(z) + t> 0.

Luego, debido a que la familia de operadores {7, s(t)}+>0 es continua sobre [0,00) y la funcién real

7(t) := t~® es continua sobre (0,00), se concluye que D}.J}~u € C((0, 00); L?).
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Finalmente, debemos verificar que nuestra solucién u satisface efectivamente el problema (2.1.11) sobre

(0,00) x R™. Para esto, usando la identidad (A.1.16) y el Teorema A.1.7 para (—A)*/2T, 4(t)ug se tiene,

D§ u(t, z) = Dy (u(t, z) — up(x))
= Di (Tas(t)uo () — uo(x))
= — DRI (= A) P T () uo ()
= —(—A)S/2Ta,s(t)uo(x) = —(—A)S/Qu(t,x), t>0,z €R"
En consecuencia, u = T, (-)ug representa una solucién fuerte a nuestro problema (2.1.11), para ug € H®.

Ademas, debido a la unicidad del operador solucién asociado a (2.1.11), se desprende la unicidad de la

solucién fuerte w. ]

Observacion 2.1.8. (i) Sea a € (0,1), s > 0, ugp € H*® fijos. Suponiendo que wu solucién fuerte del
problema (2.1.11) satisface que u, D u € AC((0,T); L?) entonces debido a (A.1.13), y Teorema

A.1.11 para v/, se tiene que

lea Doz u(t — lea Jlfau/ t
¢ Diu(t) = Dy S () (2.1.18)
=u'(t), t>0.

Luego, aplicando el operador diferencial fraccionario D%_O‘ sobre ambos lados de nuestro problema

2.1.11), junto con la identidad (2.1.18), se obtiene que
( ) ] q
u'(t) = — D} O‘(—A)S/Qu(t), u(0) = up. (2.1.19)

A partir de (2.1.19), se concluye que si u es una solucién fuerte de (2.1.11), tal que u € AC((0,T); L?),

entonces u corresponde a una funcién diferenciable sobre la semi-recta (0, 00).
(ii) Note que, a partir del nicleo fundamental (2.1.13) junto con la Proposicién A.2.1 para a € (0, 1),
x = 1Y|€]* > 0, se satisface que

F(Ga,s(t,))(€) = Ea(—t7[¢]°) = Ea(—2) 20, >0, €R" (2.1.20)

De este modo, debido a la desigualdad (2.1.20) junto al Lema A.2.3 parte (ii) para z = —t%|¢|*, se

tiene que existe una constante no negativa M tal que,

]:(Ga,s(t’ ))(5) = |]:(Ga,s(ta ))(€)|

= [Ea(=t7[¢]7)] < t>0,§ R,

M
A

luego

lim F(Gas(t,))(€) < - 1m ti _0, £€R™

t—00 |£|5 t—oo T
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Por lo tanto, a partir de la desigualdad anterior se concluye que
lim E,(—t%|¢]°) =0, £eR",
t—o0

para o € (0,1),s > 0.

En una segunda parte, estamos interesado en determinar el valor limite de F~![E,(—t|¢|*)] para t
cercano a cero. Para conseguir esto, notamos desde (2.1.20) y debido a la continuidad de la funcién
de Mittag-Leffler E,(-) se desprende que

lim F(Ga,s(t’ ))(5) = %'1/_{% Ea(_ta|€|s) = Ea(o) =1= -7_-(60)’

t—0

donde ¢y € S'. Luego, usando la continuidad de F sobre &', permite asegurar que nuestro nicleo
FBa(—t1e[*)] 5 60, t—0 (2.1.21)

Casos particulares de la convergencia (2.1.21), para « = s =1y a = 1,s = 2 han sido estudiados

en el ejemplo 1.6 parte (iii) en Umarov, S. [69].

La siguiente proposicion establece para ¢ suficientemente grande un decaimiento a cero de nuestra solucién
fuerte u, descrita previamente en la Proposicién 2.1.7. Este decaimiento ocurre tanto en la norma || - || g

y en la norma || - ||, previo que s > n/2.

Proposicién 2.1.9. Sea s > 0, ug € H® fijos. Entonces, la solucion fuerte del problema (2.1.11) satisface
que

lfm [Ju(t, )| s = 0. (2.1.22)

t—o00

Demostracion. Dado s > 0, luego debido a la representacién (2.1.12) de la Proposicién 2.1.5 junto con

el Lema A.2.3 parte (ii) para z = —t%|{|*, existe una constante no negativa M tal que,

lu(t, )12 = / (1+ |€f2)°la(t, ) de
e (2.1.23)

o f 1 s o
=M /Rn (1+ta’£‘s)2(1+|£| )|t (&) d€.

1
W(l—i— 1€12)* |10 (€)%, luego es directo que f;(€) — 0 cuando
t — 00, y se satisface la siguiente estimacion

Denotamos en lo que sigue, fi(£) :=

£ < 1+ [€17)°[a0(£)]* =: g(£),

donde g € L', puesto que por hipétesis ug € H*. En consecuencia, calculando el limite cuando t — 0o

sobre ambos lados de la desigualdad (2.1.23), y empleando el Teorema de convergencia dominada de
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Lebesgue, se concluye que

1
. M2, < M2 1 e 2\8 |4 2
i Ju(t,)|[fs < M? lim . (1+ta,5‘3)2(1+|€| )% ltio(8)["d€

2 , 1 s )
<0 [ i e (1 €l P

=0, ug € H®.

A partir, de esta desigualdad se tiene la expresién deseada (2.1.22). En una segunda parte, deseamos

senialar que por Proposicién 1.1.4 si s > n/2, entonces H® < C} de forma continua, luego por (2.1.22)
1 . = 0.
Jim Jju(t,-)[eo = 0

Aqui (Cp, | - ||oo) denota el espacio de Banach de funciones continuas acotadas sobre R", dotado con la

norma del supremo. |

2.2 Ecuacién de Schrodinger tiempo-espacio fraccionario

En esta segunda etapa del capitulo 2, estamos interesados en realizar un estudio de la solucién de una
ecuaciéon homogénea de Schrodinger tiempo-espacio fraccionario (2.0.2), conocida en la literatura como

ecuacién de Schrodinger tiempo-fraccionario para una “particula libre” (en el caso que s = 2), ver

Definicién 2.2.1. Sea a € (0,1),5 > 0, ug € H* fijos. Una funcién u € C([0,00); L?) se llama una

solucién fuerte del problema

Cult,x) = (=) (=AY 2ut,z), t>0,2€R”
i u(t,x) = (=) (=A)"u(t, ) (2.2.1)
w(0,z) = ug(z), wup€ H?,

siu € C([0,00); H®); J}%u € C'((0,00); L?), y la funcién u satisface el problema (2.2.1) para cada

(t,x) € (0,00) x R™

La siguiente proposicion muestra la existencia, unicidad, regularidad y representacién de la solucién
fuerte del problema (2.2.1), este resultado es basado fuertemente en [28, Teorema 3.1], ver de forma

adicional [4,22,59]:

Proposicién 2.2.2. Sea a € (0,1), s > 0, ug € H® fijos. Entonces, existe unica solucion fuerte al

problema (2.2.1) representada como,

u(t,z) = F B ((—it)[€[)ao(€)](z), t>0,z € R™. (2.2.2)
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Mads aun, se satisface la siguiente convergencia,

, 1
Jim Ja(t, )l = — ol - (22.3)

Demostracion. Fijar s > 0, entonces por Observaciéon 1.1.6 y Lema 1.1.15 se conoce que D((—A)S/Q)H'I|2 =

WHIHQ = L2, y notamos que el operador (—A)S/ 2 es simétrico sobre L2, es decir, usando el Teorema de

Plancherel A.3.2, y considerando u,v € H* se tiene que

(=A)Pu,0) = (FHIELF(u)(©)],v)
€17 F (w)(£), F(v)(€))

= F(v)(€)) (2.2.4)
)

u, FHIEPF(0)(©)]

{
=
(F(u)(&), [€l°
= {
= (u, (—A)"%0).

M4s atin, notamos que el dominio maximal del operador adjunto ((—A)®2)* coincide con el subespacio
D((—=A)*/?) = H*, es decir,

D(((=A)*/?)*) := {v € L? : existe n € L%, ((—A)*?u,v) = (u,n), u € H},

para v € D(((=A)%?)*) se define ((—A)*/?)*v := 5, luego por (2.2.4) se concluye que ((—A)*/?)*v =

s/2

(=A)*/?v, para v € H®. En consecuencia, se tiene que el operador lineal (—A)%/? es autoadjunto sobre

L2. En una segunda parte, es directo que (—A)*/2 es positivo, es decir,

(=8)"u,u) = (€[ F()(€), F(u)()) = /Rn [€1°1F (u)(§)PdE = JJullFs = 0,

para cada u € H?®. Luego por Teorema 3.1 de [28], se concluye que existe una tnica solucién fuerte al

problema (2.2.1) representada como

u(t,x) = F [Eal(=it)[€])io(©)] (2), ¢ >0,z € R".

En una segunda etapa, notamos que debido a la identidad (A.2.6) se tiene que

/KTp,)dT /KT,O,

—Tt,roz—l
T para p := |£|*(—i)®. Luego, tomando en la

1 !5\5

(%

!5\5

| sin(ma)

< [Ea((—=it)*[€°)] < . (2.2.5)

e

donde Ko (7, p,t) = —-

720 — 2p7% cos(ma

1
estimacién (2.2.5) ¢ tiende a infinito, se concluye que th’m |Eo((—it)“|€]%)| = —. Ahora, se define
— 00 (0]

9:(€) = (1 + €] | Ba((—it)[€]*)[*a0 ()2,
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1
entonces es directo que th g(&) = —( + |€%)%|a0(€)|?. Mas atin, se satisface que |g;(€)] < M(1 +
H
1€12)* a0 (€)%, donde (1 + | - [*)*|do( )\2 € L', puesto que ug € H*. Por lo tanto, debido al teorema de

convergencia dominada de Lebesgue

lim [ (1+[€%)%a(t, €)*dg

2
T [, )|

t—o0 Jpn
Ztlim/ (L + 1€ [Ea((—it)*[€]*)[? |20 (&) dg
oo Jrn

= lim [ g,(£)d¢

t—o00 Rn

:/ lim g4(&)d¢
]R

n t—00

ol
Asi, la demostracién de (2.2.3) ahora sigue desde la 1iltima igualdad. [ |

Observacion 2.2.3. Usando el Corolario A.1.12 parte (ii), y asumiendo que es posible aplicar el operador
integracién de Riemann-Liouville de orden «, Jf* para cada a € (0,1), sobre ambos lados de nuestro

problema (2.2.1) se obtiene que
-1
u(t,z) = (I — (—i)O‘Jf‘(—A)S/2> uo(z), t>0,ze€R", (2.2.6)
donde notamos que, para ug € H® se tiene
I(=2)*"ull72 = |F Il a(@)]ll72 = €))7
= [ 1ePtapas
RTL
< [ airria©ra
= [lull7

por tanto, H(—A)s/zHB(HsyLz) < 1, para s > 0. Luego, debido al Teorema de Neumann para el operador
lineal (—4)®Jf(—A)%/?, se tiene que (2.2.6) es convergence y u puede ser representado por la serie de

Neumann,
oo

= (=) IR (= A)F Pug(x), uo € H'. (2.2.7)
k=0

En consecuencia, por Definicién A.1.3 para ak, (A.1.5) para = ak + 1, Definicién 1.1.13 y expresién
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(2.2.7) se tiene que

o
Note que, la funcién £ — Z (
k=0

k=0
> (_it)ak sk/2

= ; T(ak + 1)) o)
o0 (—’it)ak 1 sk

=3 mi’: [1€1°" 0 ()] ()
k=0

e —q ak|¢|sk
— F1 [Z( t) |€| aO(&)] ((L‘), ug € H®.

I(ak+1)

_,L't)ak’é-‘sk .
e O

(2.2.8)

= Eo((—it)[&]*)up(§) es L?-integrable para ug € H?,

puesto que debido a la estimacién (A.2.4), teorema de Plancherel sobre L2, y H* < L? se desprende que

1Ea((=it)] - )0 ()17 = /Rn | Ea((—it)|€]°) |0 () dg

<M | Jao(€)l*de
Rn

= M|luol|7

< Mluol3es o € H".

(2.2.9)

Luego, el intercambio entre la serie y la transformada inversa F~! en la cuarta igualdad (2.2.8) viene

justificada por (2.2.9) junto con la continuidad de F~! sobre L?. En consecuencia, debido a la repre-

sentacién (2.2.8) de u notamos que coincide con la representacién descrita en (2.2.2) en la Proposicién

2.2.2, segin (A.2.2).

Ahora, describimos una solucién fuerte explicita u de nuestro problema (2.2.1), para un caso concreto

de condicién inicial uy € H?, para ciertos rango de s > 0. Adem4ds, notamos que no es posible considerar

ug = dg, debido a que la distribucién dy ¢ H®, para s > 0.

Ejemplo 2.2.4. Sea ug(x) := e I, 2 € R”. Entonces, usando la identidad de subordinacién® para

t = |x| e integrando con respecto a e~**{dx se tiene que

io(§) = F(e ) (&) = cn

1
(1+[g2)tmtD/2”

t

_ 1 b d
) 1La identidad de subordinacién, senala que e” " = — / el t2)/y7y—v para t > 0, se sugiere ver [30, pdgina 118].
0 Y

N3
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I'((n+1)/2)

)y Luego, up € H® para 0 < s < n/2+ 1, puesto que

donde ¢, :=

" e [ QTR
L asiepriFm@©P = [ o
1

_ 2
= cn / L repymis ™

es convergente®) si y sélo si n + 1 — s > n/2. De este modo, debido a la expresién (2.2.2) de nuestra

Proposicién 2.2.2 se tiene la siguiente representacién de la solucién fuerte del problema (2.2.1),
ut,x) = F ' [Eq (—it)o‘!f\s) (u0)(§)] ()
)*181°)
[ 11 ,5‘ (n+1 7| (@)
zz{
5 Ea((—it)*[]°)dE
2%)” /R” (1 + [¢[2) D)/ (2.2.10)
> € cos(mak /2)tk [£| 5 e sin(mwak /2)tok [¢|%k
= dn / Z 1 )t D) //2) g / Z )t D) 52) <l dé
ni (1+¢]?) I‘(ak:—i—l n i (14 €]?) I(ak +1)

_ i ak 71 [ |£|sk :| (x)
T( ak + 1) 1+ etz

=0

para s < n/2+ 1,d, == ¢,/(27)" y donde la transformada F~! en (2.2.10) es interpretada en el sentido
de las distribuciones temperadas S’.
En una segunda parte de nuestro ejemplo, notamos que si ug := dg, luego en el sentido de las distribuciones

temperadas se tiene que 49 = 1 € S’. De este modo, ug € H*® si y sélo si
| s iriFu©©ka = [ o+ eera

1
=/ — 4
/Rn Trep—"

es finito cuando s < —n /2, por tanto s debe ser negativo. En conclusién, no es posible representar una
solucién fuerte u descrita en la forma (2.2.2) de la Proposicién 2.2.2, en el caso que la condicién inicial

sea la distribucién delta ug = dg, debido a que ug &€ H®, para s > 0.

Observacion 2.2.5. Sea ug € L' N H*, para s > 0, donde asumiremos que ug es continua en el origen de
modo que Gy > 0. Entonces, debido al Lema A.2.3 parte (i), Lema de Fatou y la férmula de inversién de

Fourier sobre L!, se concluye que la solucién fuerte u descrita por la expresién (2.2.2) en la Proposicién

®)La integral sobre R", / (1 + |z|*)""dx es convergente si y s6lo si 7 > n/2, ver Lema 1.3 en [57].
RW,
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2.2.2, satisface que

l[u(t, )|l = sup
reR™

< [ 1Bal(=i 1€ o )l

[ e (el o e

<M [ ao(€)ldg
Rn

=M | do(§)d§
]Rn

<M —tEl =M
< Ml | g €)de = Muo(0),

lo cual es finito, ¢ > 0.

En el siguiente resultados se probard que si la condicién inicial ug en nuestro problema (2.2.1) es una
funcién radial en el espacio de Sobolev H®, es decir, es invariante bajo rotaciones con respecto a la

variable € R", entonces la solucién fuerte descrita por la Proposicion 2.2.2 también sera de tipo radial.

Proposicién 2.2.6. Sea a € (0,1), s > 0, ugp € H? , fijos. Entonces, la solucion fuerte u del problema
(2.2.1), satisface que

s
rad*

u <

. s
Demostracion. Suponer que ug € H},

40 €s decir, ug(Rx) = ug(x), para x € R", R € SO(n). Primero,
probaremos que la transformada de Fourier de wug es invariante bajo rotacién R. M4&s precisamente,

tenemos que

ito(RE) = / e g (y)dy
_ / TR g (y)dy
— / ne”f'zuo(Rz)dz
_ / e (2)dz = (€,

donde z := Ry, |det(R)| = 1, puesto que R € SO(n). Ademas, notamos que la funcién ¥(§) =
Eo((—it)¥|€]*) F (up)(§), es radial, pues ug lo es. En efecto, para cada R € SO(n), se tiene que

P(RE) = Eo((—it)*|RE[7)F (uo) (RE) = Ea((—it)*[€]*)F (uo)(§) = ¥(§)-

Finalmente, la solucién u de nuestro problema (2.2.1) es radial, ya que para cada matriz R € SO(n), se
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tiene que
ult, Re) = F [Ba((~it)* €Yo (€)](Re) = FUH(€))(Ra)
— [ et
= [ e
= / ) ") ( Rw)dw
— [ emrutu)de = 7w
= F U Ba (=) ) Fluo) €))(x) = ult, ).

En consecuencia, u(t, -) es invariante bajo rotaciones. Ademds, es directo por la definicién que, si ug € H?®,

entonces u € H?, para s > 0. |
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CAPITULO 3

Ecuacidn lineal de Schrodinger tiempo-espacio

fraccionario

En el presente capitulo estudiaremos la solubilidad de la ecuacion lineal de Schrodinger tiempo-
espacio fraccionario sobre la escala de espacios de Hilbert H* C L2, para s € (0,1). Més precisamente,
nuestro interés es investigar la existencia, unicidad, regularidad y la representacion explicita de la solucién

u para el siguiente problema tiempo-espacio fraccionario no local, [6,19,40,66,67]:

DY ult,z) = (—A) u(t, x x x x R"
D u(t,z) = (=A)* ult, ) + f(t,z),  (t,2) € (0,T] xR (3.0.1)
u(0,2) = up(z),

donde a € (0,1), i* = e*™/2 s € (0,1), (—A)*/? denota el operador Laplaciano fraccionario definido
sobre su dominio maximal H?®, D{ corresponde al operador diferencial fraccionario de orden « en el
sentido de Caputo, f € L'([0,T]; L?) denota una funcién lineal, ug € L? corresponde al dato inicial del

problema.

3.1 Ecuacién de Schrodinger tiempo-espacio fraccionario, caso lineal

En esta seccion estudiaremos la solubilidad del problema de Schrodinger no homogéneo lineal sobre la
escala de espacios de Hilbert H® C L2, para s € (0,1). Més precisamente, investigaremos existencia,
unicidad y la representacién explicita de soluciones del siguiente caso particular del problema (3.0.1),

[19,66):
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i DY u(t,z) = (—A)*?u(t,x x x R™.
D} u(t, ) = (=A)"?u(t,z) + f(t.2), (0,T] xR (3.1.1)

donde « € (0,1), s € (0,1), i* = elom/2 D{" denota el operador fraccionario en el sentido de Caputo
de orden a, (—A)S/ 2 corresponde al operador Laplaciano de orden s, y consideramos la funcién lineal

f e LY([0,T); L?).

Comenzamos introduciendo la siguiente definicién de solucién fuerte asociado a nuestro problema (3.1.1).

Definicién 3.1.1. Una funcién u € C([0,T]; H®) se denomina solucién fuerte de (3.1.1) si g1—q *u €

C1((0,T); L?), y se satisface la ecuaciéon
D u(t,xz) = (=A)* ?u(t,z) + f(t,z), (0,T] x R, (3.1.2)

donde u(0,z) =0, f € C([0,T]; L?).

Es necesario senalar, que en muchos caso no es posible determinar una solucién fuerte de nuestra problema
(3.1.1), por esto ser4 1til determinar una nocién débil de solucién de (3.1.1). Para conseguir la definicién
de solucion débil de nuestro problema, aplicamos de manera formal el operador integracién J* sobre
(3.1.1), es decir, asumiendo que existe u solucién fuerte de (3.1.1), y aplicando formalmente el operador
integracién Jf* sobre ambos lados del problema (3.1.1), y empleando el Corolario A.1.12 parte (ii), nos

permite obtener la siguiente ecuacién integral asociada a (3.1.1),

donde (—i)® = e~7/2 f € LY([0,T); L?).
Luego, en términos de la ecuacién integral (3.1.3) adoptaremos la siguiente definicién de solucién débil

asociada a nuestro problema lineal (3.1.1), se sugiere ver [1].

Definicién 3.1.2. Una funcién v € C([0,T]; L?) se denomina solucién débil de (3.1.1) si g, xu € H®, y

se satisface la ecuacion
u(t,x) = (—0)*(=A) 2T u(t, x) + (=) JP f(t,x),  (0,T] x R™,

donde f € L([0,T7]; L?).
A continuacién, describiremos una representacién integral de la solucién de nuestro problema (3.1.1). Més
precisamente, usando la transformada de Laplace y Fourier sobre la variable temporal ¢ y variable espacial

x respectivamente en (3.1.1) junto con el Lema A.2.2 y expresion (A.1.16) derivamos una representacion

integral explicita de nuestra solucién u. Para conseguir esto, asumir que a € (0,1), s > 0. Luego,
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aplicando la transformada de Fourier sobre ambos lados de (3.1.1), permite obtener que

@D a(t,€) = |E]Falt, &) + f(t.6), t>0, € R (3.1.4)

Maés atn, aplicando la transformada de Laplace sobre ambos lados de (3.1.4) y usando la identidad
(A.1.19) se concluye que i®(2®Li(z, &) — 227 1a(0,€)) = |€°La(z,€) + Lf(z,€). Luego, despejando la
cantidad L4(z,€) de la ecuacién anterior junto con el hecho que u(0,z) = 0, Lema A.2.2 para w :=
(—9)®|€]* con la condicién que |z| > |£[*/*, identidad (A.1.19) para u = F(f) y la identidad diferencial

descrita por (A.1.16) para u suficientemente regular, nos permite concluir que

~ _ (_’L CME (zvf)
a8 = o
_ zail Ve 1—04[’ r
- o —Z‘)a’f‘s : (_Z) z f(zag)

(
= L{Ea((=0)"[€]*t%) }(2) - (=2)* [ﬁ{ D~ f(£,€)}(2) + £(0,6)ga(2) (3.1.5)
= L{E((=0)* € t*)}(2) - ()" L{ Dy~ f(t,€) + (0,€)ga}(2)
= L{Ea((=it)*€[*)}(2) - (=0)*L{D{~* J(N)(t.E)}(=)
= (=)L { Ba((=i)*I¢l") * D7 f(, &)} (2),
donde L(gq)(z) = 27, para R(z) > 0. De este modo, debido (3.1.5) y unicidad de la transformada de

Laplace se concluye que 4 es descrito como

a(t,€) = (=) [Ba((=)°1€) = DI ()] (1)

t . (3.1.6)
— (-0 /O Eol(~i(t - 7))°[€]*) DY f(r, )dr,

Finalmente, despejando u desde la expresién (3.1.6), se tiene la siguiente representacién integral de

nuestro candidato a solucién,

u(t,r) = (—z‘)a/o FHEo((—i(t — 7)*E)") D> F(f)(1,9)] (x)dr, t > 0,2 € R™, (3.1.7)

donde a € (0,1), D17 denota la derivada de Riemann-Liouville de orden 1 — a, E,(-) denota la funcién
de Mittag-Leffler de orden . La expresion (3.1.7) nos sefiala que si existe solucién u del problema (3.1.1),

aquella soluciéon u debe tener esta representacion integral.

En la siguiente observacién, deseamos representar u de la expresién (3.1.7) en una forma equivalente, la

cual serd de utilidad en nuestros resultados posteriores.
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Observacion 3.1.3. (i) Notamos que, desde la representacién (3.1.6) es directo que

alt, &) = (—)*(¢+ DI F(F)(,))(),

donde definimos ¢(t) = E,(t“a()), para a(§) := (—i)*|£|°. Luego, la derivada de Riemann-

Liouville de orden 1 — « satisface que

~

A d
DI (1) = (g0 < HI O
= 9a(0)f(t,€) + (gh * F(,))(®)
= (gh * [(,)(®),
puesto que ¢, (0) = 0, @ > 0. De esta manera, 4 viene expresado como una doble convolucién (finita

en la variable temporal),
a(t,€) = (=)@ * Dy~ F(N(ONE) = (=) * go * F(F)(E)(). (3.1.8)
En consecuencia, por (3.1.8) la representacién integral (3.1.7) es equivalente a escribir
ult, @) = (=) F (d * g x F(N)(E))D](x), ¢ >0,z €R™ (3.1.9)

Note que, aunque en el problema (3.1.1) aparece involucrada la derivada fraccionaria en el sentido de
Caputo D¢, sin embargo la representacion integral de u en (3.1.7) aparece la derivada fraccionaria

en el sentido de Riemann-Liouville Di_o‘, para « € (0,1).

El siguiente resultado, es un lema que serd de utilidad en la demostracién de nuestra Proposicién 3.1.5.

Lema 3.1.4. Sea a € (0,1),s > 0. Considere ¢(t) = E,(t%a(§)), entonces se satisface que

T (@ % g0)(t) = (6% go)(t) — galt) >0,

donde a(§) := (—1)“[[°.

Demostracion. Note que (1 x ¢')(t) = ¢(t) — 1, para t > 0. Luego, para a € (0,1), s > 0 resulta que

JH@ * gh)(t) == (1 ¢ x g5 )(1)
= (% g0 — 1% go)(t)
= (¢ % go)(t) = J{ g, (1)
= (¢*ga)(t) = galt), t>0,

donde J} denota el operador integracién de orden uno. |
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El siguiente resultado, corresponde a una proposicién que asegura la existencia de una tunica solucién
débil asociada a nuestro problema inicial (3.1.1). Dicho resultado serd de utilidad en el Corolario 3.1.6 y

Proposicién 3.1.8.

Proposicién 3.1.5. Sea o € (0,1), s € (0,1), f € LY([0,T];L?), D> f € C([0,T);L?), ga * f €
AC(]0,T]; L?). Entonces, exziste tinica solucion débil de (3.1.1) cuya representacion integral es descrita

como

u(t.a) = (=i)* [ F [Ea(il =)l DE FO) @, DT] xR (3110)

Demostracion. Primero, demostramos que la representaciéon descrita en (3.1.10) satisface la ecuacién

integral asociada a nuestro problema (3.1.1), es decir,
Cut, ) = (A2 Ju(t, ) + JEf(t,x),  [0,T] x R™, (3.1.11)

donde g, x u € H®. Para conseguir (3.1.11), notamos que a partir de la Observacién 3.1.3 parte (i),

ecuacién (3.1.9), se tiene que

(=) Ju(t,z) = T (—A)Pult,z)
= JPFHIEla(t, €)()
= JPF (=) €1 (@ % go * F(©))()](2)
= JEF (a(©)¢ * go * F(€)(1)](=),

(3.1.12)

donde ¢(t) = Eq(t"a(€)), para a(§) = (=1)*[¢[*.

Ahora bien, en virtud de la identidad (A.2.3) para a € (0,1), w := a(§), Definicién A.1.9 para u(t) =
E,(t*a(€)) junto con la Definicién A.1.3 para u(t) = E/,(t*a(£)), resulta que a(§)¢(t) es descrito como

a(§)¢(t) = a(§) Ea(t®a(§)) = Df Ea(t"a(f))
= JOEL(1%0(6) = (g1-a * EA(()a(€)(®) (3.113)
= (glfa * ¢,)(t)

Luego, se desprende desde (3.1.12)-(3.1.13), Definicién A.1.3 para u(t) = (g1—a * ¢ * g, * F(f)(£))(t),
junto con la propiedad de semigrupo (A.1.6) de {g.(t)}+>0, para o € (0,1), 6 := 1 — « que

(=) 2 Jfu(t, ) = JEF [(a(€) * gl * F(£)(E) (D] (x)
= JPF H(g1-a * ¢ * g x F(£)(€)) ()] (2)
= F (9o * g1-a * &' * go * F()(€))(1)](2)
= F (g1 % ¢+ gl x F(F)(, ) (D)) (2).

(3.1.14)
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De este modo, debido a la expresién (3.1.14), Lema 3.1.4 y Observacion 3.1.3 parte (i) concluimos que

(AT u(t,x) + T f(tx) = F (g1 ¢’ * g(’l * F(NO)D](@) + F g x F()(E)](2)
F &) + ga x F(f) (- §))(2)

= FH(TH@ * g5) + 9a) * F(F)(, 6)]()
F o * go x F(N( (@) = i%ult, ), [0,T) x R™.

En consecuencia, u satisface la ecuacién integral deseada. En una segunda etapa, mostramos que u €

C([0,T); L?). A partir, del Teorema de Plancherel, desigualdad de Holder e hipétesis, se tiene que

2

futt s = [ [ [ Bal(ite = m)eieey D R 00| de
l1—a 2
<vp [ [ e P

t
_ My / / DL f(r, 2)|2dadr
0 JR™

< Mr|| D77 flI72,

(3.1.15)

es finito, ya que Di_o‘ f € L? parat € [0, T]. Finalmente, estamos interesados en verificar que J®u(t, ) €
H?, para s € (0,1). Entonces, debido a la Proposicién 1.1.14 aplicado a Jf'u(t), se tiene que existe una

constante no negativa C' de modo que,

lIeu®)lme < C (1T u®)lze + (=272 ut) |12 ) (3.1.16)

para s € (0,1). De este modo, basta con estimar ambas cantidades del lado derecho de la desigualdad

(3.1.16), para esto notamos que

e = [ 157ult, o) P

9ot — T)u(T, x)dT

Rn
t
< Ca,T/ / lu(r, z)|*drdx
nJ0
t 2
_ a,T/ / lu(r, 2)2dedr < Cor (SupHu(T)HL2> .
0 n T

Por tanto, ||Jfu(t)||2 < Corsup, ||u(7)|/z2 es finito debido a nuestra estimacién (3.1.15). Ahora, de-

2
dx

(3.1.17)

seamos estimar ||(—A)*/2.Jfu(t)|| .2, para esto considere f € L*([0,T]; L?) junto con la ecuacién (3.1.11),

se deduce que

I(=2) 2T u(t) | g2 = [li*u(t) = T £ (2)] 2
< lu@llg2 + 177 F (@) 22 (3.1.18)

<|u@®)llg2 + Carll fllLroyzey, (0,77,
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es finito para u € C([0,T); L?), f € L*([0,T]; L?). De este modo, a partir de (3.1.16) junto con (3.1.17)-
(3.1.18), se concluye que Ju(t,-) € H®, para s € (0,1). [ |

Deseamos notar, que en el caso particular que nuestra funcién lineal f del problema (3.1.1) satisface que
f(0,z) =0, para = € R™. Entonces, se tiene que la solucién débil descrita por la Proposicién 3.1.5 queda
en términos de la derivada en sentido de Caputo de orden 1 — «a, para a € (0, 1).

Corolario 3.1.6. Sea o € (0,1),s € (0,1), f € L'([0,T];L?), D" f € C([0,T);L?), go * f €
AC([0,T); L?), f(0,x) = 0. Entonces, existe unica solucion débil de (3.1.1), cuya representacion integral

es descrita como

u(t.a) = (=i)" [ 7 [Ea((ile= )1 DY F ()] @ar. DIIxR. (3119)

Demostracion. Usando la identidad (A.1.14) para 1 — a,3 = 1, se tiene que D; ®1 = g,(t), para
o € (0,1). Entonces, debido a la expresién (A.1.16) para orden 1 — o, u(t) = f(t,€) se desprende la

siguiente igualdad diferencial

~

Dtl_a f(tvf) - f(0,§)

= D%_a f(tv 5) - f(ov f)ga(t) (3120)
= D; 7 f(t,€), a€(0,1),

D}~ f(t,€)

donde f(0,2) = 0, f(-,z) € LY([0,T]), ga * f € AC([0,T]). Luego, a partir de la Proposicién 3.1.5 y

expresion (3.1.20) se tiene que la solucién débil u se describe como

u(t,z) = (—i)o‘/ FHE((=it = )[E) D F(f)(7,6)] (a)dr
0 (3.1.21)

- /0 FH Ea((=i(t - 7)) - DX F(f)(,€)] (a)dr.

El siguiente resultado, corresponde a un lema técnico requerido en la demostracién de la Proposicién

3.1.8.

Lema 3.1.7. Sea o € (0,1), f(t,-) € L?. Entonces, se satisface que

(g1-a * F oo f(.ONE) = f(t,x),  [0,T] xR

Demostracion. Para o € (0,1), se satisface la siguiente identidad,

Gi—a *gh = (910 * 9a) — 91-0(0)ga
= Dll = 4o = 55
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donde ¢ denota la distribucién delta. Luego, operando por la convolucién (finita) de F(f), se desprende
que

Gi-a * Go * F()(E) = 0 F()(&) = F(£)(©).

El siguiente resultado, es una proposicién que asegura la existencia y unicidad de solucién fuerte de

nuestro problema (3.1.1).

Proposicién 3.1.8. Sea a € (0,1), s > 0, go * f € AC([0,T); L?), D}~ f € C([0,T), H®). Entonces,

existe unica solucion fuerte de (3.1.1). Mds aun, esta solucion posee la siguiente representacion integral
t

u(t.) = (<0)° [ FUBu((-i(t - D)l DECF(NR O] (@dr, DI xR (3122
0

Demostracion. Primero, demostraremos que u € C([0,T]; H®). Para esto, notamos desde la repre-
sentacién (3.1.6), desigualdad de Hoélder aplicado a la variable temporal junto con estimaciones previas

resulta que
[u(t, ) I =/ (1+ [E1)°|F (u) (¢, €)Pdg
]Rn

— [ a+lepy
2\s ! — % 2 . ! l1-o P 2 .
< [ aiepy [ i@ = nrae)Par- [l F (e

2

(—i)e /0 Eo((t — 7)%a(€)) DI F(f)(r,€)dr| de (3.1.23)

Luego, debido al Lema A.2.3 parte (i) para z = (t — 7)%a(&) = (—i(t — 7))*|€|®, se deduce que existe una

constante no negativa M tal que
t
/ |Eo((t — 7)%a(€))|?dr < MT =: My, para T > 0.
0

De este modo, usando (3.1.23), teorema de Fubini junto a la hipétesis que D}~ f € C([0,T], H®),

obtenemos que

t
W < 2z [ (116 [ DI R ()€ P

t

=y [ [ (1R DEe (€ P
t

= My [ DY f(r ) frodr
t

<My [ sup | DL f(r.)

2
< My (sup | DI f(r, -)HHs) .
.
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Luego, se concluye que

lu(t, s < M -sup | Dz~ f(7,) 1+,
-

es finito, debido a que Dtlfa f(t,-) € H".

En una segunda etapa, deseamos verificar que g1_q * u € C1((0,T]; L?). Para estudiar esto, empleamos
la representacién de u dada en (3.1.9) de la Observacién 3.1.3, propiedad de semigrupo (A.1.6) junto a
la Definicién A.1.3 para u(t) = F1[¢ x F(f)(-,€)(t)], o = 1, para obtener que

(91-a * u)(t) =

(3.1.24)

donde ¢(t) := E,(t%a(€)), para a(§) = (—i)*|¢|®. Luego, derivando con respecto a la variable temporal

ambos ambos lados en la expresién (3.1.24), y teniendo en consideracion la definicién de ¢ resulta que

(g1-a *u)'(t) = (=) Dy J{F o = F(F)(ON) = (=) F o = F(f)( Ol (x) (3.1.25)
De este modo, por expresion (3.1.25), desigualdad de Hélder e hipétesis concluimos que

I(g1—a * @) (@)IZ2 = I(=D)*F o= F(f)( ) ()72
= llo* F(£)( &)l
2

/Rn/‘“‘T ). &)dr| de
/R/ |Eal(=i(t = 7)) [€]")Pdr - /rf (. €)Pdrde
<MT// "\(r, &)|2dedr

< Mrsup || f'(7, )72,
-

es finito, ya que f’(r,-) € L?. Finalmente, en una tercera etapa deseamos demostrar que u satisface la
ecuacién (3.1.2). Para conseguir esto, debemos tener en consideracién la expresién (3.1.9) de la Obser-

vacién 3.1.3, (3.1.13), Lema 3.1.7 lo cual permite asegurar que

(—A)u(t,x) = F g Fu)(t, €)](x)
= F M al€)(¢ * go x F(£) () (D) ()
=F giax ¢ * gy + F(H)(E(x) (3.1.26)
= g1a*x F ¢ % 6o x F(HON@) + (910 x F g+ F(HGODE) — f(E,2)
= (91-a % F Hgo # F(H)6) + (¢ g x F(N ) (1) = f(t,2),

)
)
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donde, como es usual ¢(t) := E,(t%a(€)), para a(§) = (—i)*|¢|*. Més atin, notamos que

o * F()(6) + (¢ % go + F(£)(,6)) =6(0) (g, * F(f)(, ) + (¢ * go * F(£)(:,€))

(3.1.27)
=(¢* go x F(f)(- €)'

Luego, a partir de las expresiones (3.1.26)-(3.1.27), y la representacién descrita de w en (3.1.9). Permite

obtener que nuestra funcion wu satisface la ecuacién diferencial deseada,

(=A)ut,z) = (g1-a % Fgh x F(F)(€) + (¢ % go x F(F)]) (1) — £(t, )
= (g1-a * F (% go x F(F)(,6)1(@)) (t) — f(t,)
= i%(g1-a *u'(2))(t) = f(t,2)
= T (tx) — f(t,x) = D2 ult,x) — f(t,z), [0,T]x R™.

donde u(t,z) = (—i))*F1[(¢ % ¢, * f(-,))(®)](x), esto es, u satisface i* DY u(t,z) = (—A)*2u(t,z) +
f(t,x), para cada (t,z) € [0,7] x R". En la ultima parte de la demostracién, estamos interesados en
conseguir que la representacién de u en (3.1.22), satisface efectivamente que u(0,z) = 0, z € R™. Para

esto, notamos que

@(0,€) = lim a(t,€)
= (=) lim(@ + g  F()(¢)

3.1.28
%g%/sbt—T (gh * F(O)()dr -
= =ity [ xpalnott - 1+ FOIr

Ahora, definimos la funcién K(t,7) := xjoq(7)0(t — 7)(g6 * F(f)(€))(7), luego para t € [0,T] se sigue

que

K (t,7)] = Ix0,0(7)(t = 7) (g0 = F(f)(€))(7)]
< Mr|(go * F(HE(T),

donde g/, * f(€) € L'(]0,T]). Ademas, tenemos que para cada 7 € [0, 7],

I K (t,7) = i xjo,0 (1)t — 7)(gh * F(N(E)()
= X{0}(7)$(=7) (g * F(£)(€)(7);
esta cantidad es finita. En consecuencia, debido al teorema de convergencia dominada junto con (3.1.28)
se tiene que

T

T
lim [ X(o,0(T)b(t — 7)(ga * F(f)(E))(7)dr = /0 lim xjo,0(7)6(t = 7)(ga * F(f)(€))(7)dr =0,

t—0 0
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es decir, 4(0,£) = 0. Por tanto, es directo que u(0,z) = 0,z € R™. [ ]

Note que, de forma analoga al Corolario 3.1.6 obtenemos en el caso particular que la funcién lineal f de

la Proposicién 3.1.8 sea nula. Entonces, se tiene el siguiente directo de la Proposicién 3.1.8.

Corolario 3.1.9. Sea a € (0,1], s > 0, f € AC([0,T]; L?), Dtl_o‘f e C([0,T),H®), y f(0,z) =0,z €
R™. Entonces, el problema de Schridinger lineal (3.1.1) tiene unica solucion fuerte. Mds aun esta solucion

posee la siguiente representacion integral
t A
u(t.a) = (=0)" [ F [Bal(=ile=n)ell) DI fr0)] () (3.1.20)

Demostracion. Argumentos andlogos a los empleados en el Corolario 3.1.6, permiten demostrar este

resultado. ]

El siguiente teorema, corresponde al resultado principal de este capitulo. Este resultado estudia la solu-
bilidad de la ecuacién lineal de Schrédinger tiempo-espacio fraccionario (3.0.1), donde la condicién inicial
up no necesariamente es nula, en contraste con el problema estudiado inicialmente en (3.1.1). Mds pre-
cisamente, estamos interesados en determinar condiciones suficientes que aseguren existencia, unicidad

y la representacién de la solucién fuerte del siguiente problema lineal, [4, Teorema 3.1]:

D u(t,z) = (—A) u(t, z z x R"
D u(t, z) = (-A)" ult,2) + f(t,2), (0,T] xR (3.1.30)
u(0,7) = ug(z),

donde f € L'([0,T]; L?),ug € L.

De forma andloga a la Definicién 3.1.1, consideramos la siguiente definiciéon de solucién fuerte asociado

al problema (3.1.30).

Definicién 3.1.10. Una funcién u € C([0,T]; H®) se denomina solucién fuerte de (3.1.30) si g1—q * u €

CY((0,T); L?), y u satisface la ecuacién
DY u(t,z) = (A u(t,z) + f(t,z), te(0,T], zeR", (3.1.31)
donde u(0, ) := ug(z), para f € C([0,T]; L?).

Ahora, estamos en condiciones de enunciar y demostrar el resultado principal del presente capitulo.

Teorema 3.1.11. Sea o € (0,1), s € (0,1), f € AC([0,T); H*), D}~ f € C([0,T), H*), up € H*, fijo.

Entonces, existe unica solucion fuerte u al problema (3.1.30), cuya representacion integral es descrita
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como

t A
u(t, ) = F[Ea(t"a(€))io()](x) + (—i)a/o FHEa((t = 7)%a(€) Dy f(r, O)(z)dr,  (3.1.32)
donde a(§) = (—i)*|&|°. Mds aun, existe una constante no negativa M de modo que,

lulleqormsy < Mr ([uollas + 1Dy fllpiqoryare)) (3.1.33)

Demostracion. Nuestra representacion de u descrita en (3.1.32), se consigue con argumentos analogos
a los empleados en (3.1.5)-(3.1.7). Luego de esto, primero deseamos demostraremos la unicidad de la
solucién u, para esto considere uj,up € C([0,T]; H*) dos soluciones fuertes de nuestro problema (3.1.30),

es decir, debido a la definicién se satisface para ui que

G- *uy € CH(0,T); L?), i“D%uy(t,z) = (=A)*Puy (t,z) + f(t, z), (3.1.34)
donde u1(0) = ug, f € C([0,T); L?); y de forma andloga para usy se tiene que

Gi—a *up € CY(0,T]; L?), i®DFus(t,z) = (—A)?uy(t, x) + f(t,z), (3.1.35)

u2(0) = up, f € C([0,T); L?). Luego, definimos la funcién w := u; —uy € C([0,T]; H*), donde g1 _o *xw €
C1((0,T); L?), y ademés por expresiones (3.1.34)-(3.1.35) la funcién w satisface la ecuacién de Schrodinger
homogénea con condicién inicial nula,
D¢ w(t,z) = (—i)*(=A)*2w(t,z), (0,T] x R",
! (3.1.36)
w(0,z) = 0.
En consecuencia, debido a nuestra Proposicién 2.2.2 aplicada a la funcién w se desprende que el problema

(3.1.36) tiene unica solucién fuerte w nula, esto es
w(t, o) = F [Ea((=it)*[€]*)wo(€)](x) =0,
es decir, uq (t,z) = ua(t, x), para (t,x) € [0,T] x R™.

En una segunda etapa, estamos interesados en demostrar existencia de una solucién fuerte de nuestro

problema lineal (3.1.30). Para conseguir esto, notamos desde la Proposicién 2.2.2 que la funcién u, (¢, z) :=

FUEL((—it)¥|€]%)00(€)](x) representa la tinica solucién fuerte de la ecuacién de Schrodinger homogénea,
D¢ u(t,z) = (—i)*(=A)*%u(t,z), (0,T] x R",

(3.1.37)
u(0,2) = up(z),
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con ug € H®. Ademds, notamos a partir de la Proposicién 3.1.8 que

i [ B - o) DY S @l
representa la Unica solucién fuerte de la ecuacién lineal de Schrédinger con condicién inicial ug nula,

DY u(t,z) = (—A)* u(t,z z x R"
D u(t,z) = (=A)*?u(t,z) + f(t,z), (0,7] x R™, (3.1.38)

En consecuencia, a partir de los sistemas (3.1.37)-(3.1.38) con sus respectivas soluciones u,, up, se concluye

que u(t, z) = uq(t, z) + up(t, z) satisface el problema (3.1.30), esto es

DY u(t, z) = i D (ua(t, 2) + up(t, 2)) = i DP ug(t, ) + i DY up(t, z)
(—A)*ug(t,z) + (=A)*Pwy(t, ) + f(t,2)
(—A)*2(ua(t, ) +up(t, ) + (¢, 2)

(=AY 2u(t,z) + f(t,z), [0,T] x R™.

Ademas, es directo que u(0) = u4(0)4u,(0) = ug. Finalmente, deseamos verificar la estimacién enunciada

n (3.1.33), para conseguir esto notamos desde la representacién (3.1.32) que

at, €) = Ealt®a(€))ao(€) + (—i)° /0 Eal(t - 7)%a(£)) DX f(r, €)dr, (3.1.39)

donde a(§) := (—i)*|£|°. De este modo, empleando la igualdad (3.1.39) tenemos que

lu(t, ) 22/ (1+ [e[*)*[act, €)17de
Rn

2

= [ Iy |Eatema€iote) + ()" [ Eul(t = 7)°a(e) DI fir )| dg
2
<2 a+iepy (\Ea@aa@)mo(s)r? +| [ Bal(t = 7)%a(€) DY f(r,€)dr ) 3
(3.1.40)

Luego, debido a la desigualdad de Holder junto con el Lema A.2.3 parte (i) para z = (—i(t — 7))%|£|%, se

deduce que existe una constante no negativa M7 de modo que,

—-7) 10‘7’ —7) 27’~t o £0r 6)2dr
(= 7)a(€)) DI f(r,€)d /|E (t - 7)a(€))Pd /0|DT F(re)Pd

(3.1.41)
< My / DI f(r,€)dr.
0

Por lo tanto, a partir de las estimaciones (3.1.40)-(3.1.41), Lema A.2.3 parte (i) para z = (—it)*|{]® v
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teorema de Fubini se tiene que,
t A
Jute. e <2 [ (16 (1Bata(@)iolF + 2 [ DI ir.g)ar ) e
R™ 0
2\S |~ 2 2\s ¢ l—a ¢ 2 >
<ovir ([ (+lePlo@Pae+ [ @iy [ i e Parde
t
=221 (Juolfe + [ 1DE £ Br).
0

Finalmente, concluimos que

1/2
e, Y < VM (uuoan / | DI £, >||Hsdf>
1/2
< V2 (nuoum / | DI 5o, >\|Hsdf} )

< vauy® (ol +7 [ " ipte s )HHsdT)

(3.1.42)

1/2 —a
= vV2M;? (Juollms +T | Di Flosoryas), T > 0.

Luego, tomando supremo sobre el intervalo [0, 7] en la estimacion (3.1.42) nos permite deducir la siguiente
estimacion

1/2 —a
lulloqoryasy < V2M? (luollms + T - | DX Fllov o)) »

para T > 0. |
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CAPITULO 4

Ecuacion no lineal de Schrodinger tiempo-espacio

fraccionario

En el presente capitulo nuestro objetivo es demostrar existencia, unicidad y regularidad de solucién
débil local para una clase de ecuaciones de Schrédinger no lineal no local definida por un operador

Laplaciano fraccionario (—A)%/2 sobre R™, para s € (0,1), [13-15,20,31,35,73]:

1D u(t,z) = (—A)S/Qu(t,x) + )\Jtlfo‘Kﬂ,(|u|2)(:c)u(t,x), (0, 7] x R™, (4.0.1)
u(0,z) = up(z), up € H?, o

donde u : [0,T] x R" - C, n € N, a € (0,1), T > 0, A € R\{0}. El operador Laplaciano fraccionario
(—A)S/ 2 se define como un operador pseudo-diferencial via transformada de Fourier sobre R™ (ampli-
amente conocido en la literatura como operador fraccionario de Riesz cudntico de orden s/2, derivada
fraccionaria de Riesz de orden s/2, se sugiere ver e.g., [19,44,46]), D corresponde al operador diferen-
cial fraccionario de orden « en el sentido de Caputo, Jtl_o‘ denota el operador integral en el sentido de
Riemann-Liouville de orden 1 — a, y el funcional no lineal tipo Hartree u — G(u) := K (|u|?)u descrito

en nuestro problema (4.0.1) se define como

O(u)(z) = ( M\ur%y)dy) u(@), e (0n), (1.0.2)

re |7 —y[7

donde 1) corresponde a una funcién no negativa y esencialmente acotada sobre R™. En lo que sigue,

denotaremos por 1, = = de este modo (4.0.2) puede ser reescrito como

Glu) = Ky (JulP)u = (¢, * [ul2)u, 7 € (0,n). (4.0.3)

Notamos que, usando estimaciones obtenidas sobre el operador K. (|u|?)(-) en el espacio L>, L7,

50



H#2"/7 y empleando el cldsico teorema de punto fijo de Banach, se demuestra existencia y unicidad
de soluciones de nuestra clase de ecuaciones (4.0.1) sobre la escala de espacios de Sobolev de orden
fraccionario H?®, para s > 0. Por brevedad, como es usual denotaremos por C' una constante no negativa
que posiblemente depende de los parametros n, o, s, A entre otras constantes, la cual puede variar entre

cada desigualdad.

Como una consecuencia del Teorema A.3.9 parte (A.3.10) para s = o, el cual es vélido sobre el espacio
de Schwartz S, tenemos la siguiente proposicién valida en espacios interseccion mas generales, se sugiere

al lector ver e.g., [16].

r

Proposicién 4.0.12. Sea 0 > 0, 1 < r < 00, 1 < p1,p2,q1,q2 < 00 y considere que + = pii + é, para

i =1,2. Suponer que uw € HOP* N LP2 v € H%%2 N L. Entonces, wv € H" y se satisface la estimacion
I(=2)7 (o)l < C ([ullgow [v]za + [[ulles 0] a2 ) (4.0.4)

donde C = Ch 5.p,.q; > 0.

Demostracién. Considerar la aplicacién bilineal (—A)7/2 : § x & — L" como (u,v) — (—A)7/?(u,v) =
(=A)?/?(uv). Afirmamos que (—A)?/? es continuo cuando consideramos al espacio S con la norma del
espacio interseccién H?P' N LP2 (o bien sobre el espacio H?% N L9'). En efecto, asumir que la sucesién

que (Up,v,) € S X S de modo que u,, — 0 en H>P1 N LP2 v, — 0 en H>9(R™) N LT (R"™), es decir

HunHHJ,mmLPQ = HunHHJ,m + ||un||Lp2 — 0
n—00

[onllrosenra = [[vnllese + [[onllLa —— 0.
n—oo

Por lo tanto, debido al Teorema A.3.9 parte (A.3.10) para s = o, y Teorema 1.1.12 para u = u,,p = p1;
u = v, P = q1, luego existe una constante no negativa C, de modo que

1(=2)7"2(un, v0) |z < Clllunllzzo lloallzer + llunlzez |vnllrmee) —— 0,

luego (—A)S/ 2 es una aplicacién bilineal continua sobre S x S. En una segunda etapa, notamos que

ol o,p P ’ .
SlHlazrare _ pop LP2 y de forma analoga se tiene

debido al Teorema 1.1.5, S = LP? se tiene que
que Sameznen _ pow o pa donde se define | - |gernzre = || - |mers + || - rees || - llesenpa =
| - lgeaz + || - ||par, se sugiere ver e.g., [11]. Luego, por densidad existe una tnica extensién continua de
nuestro operador (—A)*/2 hacia el espacio H7P* N LP? x H%% N L9 — L", la cual también denotaremos
por (—A)S/ 2. Més atin, debido a la densidad del espacio de Schwartz se concluye que la tinica extensién

satisface (4.0.4), i.e,
I(=2)""2 (o) |- < C (Jullmees o] zan + Jullzea[|oll o)

para cada u € HOP1 N P2 vy € H>% N L1, |

51



De forma andloga a nuestra Proposicién 4.0.12, y como una consecuencia del Teorema A.3.9 parte (A.3.11)

valido sobre el espacio de Schwartz S, se desprende el siguiente resultado.

Proposicion 4.0.13. Sea o > 0,1 <r < oo, 1 < p1,p2,q1,q2 < 00 y considere % = p%_—i—%, para it =1,2.

Suponer que w € HOPt N LP2 v € H>%2 N LY. Entonces uwv € HP" y se satisface la estimacion
(T = A)72(uv)|[zr < C (H(I— D)7l ool za + llull ez ||(T = A)"ﬂvllm) ; (4.0.5)
donde C' = Cy 5.p;.q; > 0.

Demostracion. La demostracién es una consecuencia directa del Teorema A.3.9 parte (A.3.11) y argu-

mentos analogos a los empleados en la demostraciéon de la Proposicion 4.0.12. |

El siguiente resultado, es un lema que serda de utilidad en la demostracién de nuestro Lema 4.0.19 y

sera clave en el Teorema principal de este capitulo.

Lema 4.0.14. Sea v € (0,n), u € H"/2. Entonces, existe una constante no negativa C' = Ch~ tal que

1 (Jul®) | o < CllullFys s,

donde K. (|u|?) = (¢ * [ul?), para ¢ € L*™.

Demostracion. Considere el pardmetro v € (0,n), u € HY/2, Entonces, por Lema 1.1.16 existe una

constante no negativa C' = (), 5, de modo que

1 ([ul*) e = sup [(y # [uf*)(2)]

z€R
2
uly
< [[¢]lzee - sup / L)‘de (4.0.6)
z€ER™ JR" \y — (L"
< Cllull%, 2.
|

FEl siguiente resultado, es un lema técnico que serd de utilidad en el Lema 4.0.18 y el Teorema principal

4.1.2.

Lema 4.0.15. Sea vy € (0,n), s > v/2,u € H®. Entonces, existe una constante no negativa C' = Cypn ~,
de modo que

L ()| 2 < Cllall ponsns |l s, (4.0.7)

donde K- (Ju|?) = (1 * |u|?), para ¢ € L.
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Demostracion. Por hipétesis, y debido a la cadena de inclusiones continuas (1.1.10) se desprende que u €
L*/"=7 para s > ~/2. Luego, por desigualdad de Hélder A.3.10 para r = 2n/2n—v,p = 2n/n—-,q = 2,

y debido a que |u| € L>/"~7 N L2, entonces se tiene que |u|? € L?*/?"7 y se satisface la estimacién
et 2nrzn— < Mull ponns el 22, (4.0.8)

es finito para u € H®. Luego, a partir de la aplicacién v — K (u) = (¢, * u) se deduce que

K () @)] < Wl (12 T2 ) @), e 2 (409

De esta forma, por (4.0.8), (4.0.9) y una aplicacién directa del Corolario A.3.8 para la funcién |ul? €
L?"/2"=7 y pardmetros q = 2n /7Y, p = 2n/2n — 7, permite concluir que existe una constante no negativa

C = Cy pn de modo que,

1
Jul? *

I (fu )| pnrs < [9lloc BE

L2n/v
< Clllloolllul*[| p2n /20— (4.0.10)
< CHUHL%/anHUHL2

< Cllull on/n— llull -

El siguiente resultado, es un lema que continua estudiante estimaciones de la aplicacién u — (1, * u).

Note que, este resultado sera de utilidad en el Teorema 4.1.2.

Lema 4.0.16. Sea v € (0,n), s >0, u € H®. Entonces, existe una constante no negativa C, tal que
1 ([ul*) |2 < Cllull 2nsn— e, (4.0.11)

donde K-, (|u?) = (¢ * [u|?), para ¢ € L de modo que [¢)(x)| < Me Ml para algin M, > 0.

Demostracién. Primero, recordamos nuestro operador pseudo-diferencial (I—A)*/2y := F~1[(14]€|2)%/%q],
el cual pertenece a S, para u € S. Luego, afirmamos que los operadores (I — A)s/ 2,[(7 conmutan con

argumento del tipo |u|?, esto es

(I = D) PE)(uf?) = (B, (I - A)(|uf?), weSC H, (4.0.12)
Note que, por hipdtesis de crecimiento sobre 1 la aplicacion v, = m es una funciéon rapidamente

-7

decreciente en infinito, puesto que para cada entero k > 0, u > 0 se satisface que,

k—y
m foff o, @) = tim 2O < g B

|z|—o0 |z|—o0 |.’E|’y7]'c o |z|—o0 emlel

)
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de este modo ¢, € Op, C &', para detalles y propiedades acerca del subespacio de distribuciones O, se
sugiere ver [68]. Ademés, debido a que la funcién u € S entonces |u|? = uu también define un elemento

de el espacio de Schwartz S. De este modo, se concluye que nuestro producto convolucion
2 2
Ky (Jul®) = (y = [u]”) (4.0.13)

existe como una distribucién temperada S’. En consecuencia, es valido emplear el teorema de convolucién

en (4.0.13), ver e.g., [68, Teorema 30.4],
F(ES([u?) = F(by * [uf?) = F (@) F(lul). (4.0.14)
Més atn, (14 [£]2)%/2F(Ju|?) € S. Luego, por (4.0.14) se concluye que

(1 = D) 2K ) (fuf?) = FH (1 + €2 F (K (juf)
= 7 [FW) 1+ )2 F (uP)
= (0« F A+ P2 () (40.15)
— K (F L+ )2 F uf)
= (K,(I = 8))(uf), ues.

Luego, debido a la densidad de EH'”S = H?, para cada s > 0, la igualdad (4.0.15) es valida sobre el
espacio H®. De este modo, como una consecuencia de (4.0.15) y la desigualdad (A.3.9) para ¢ = 2n/~,

p = 2n/2n — 7 permiten asegurar que,

I () grozns = (T = A2 K (|uf*)) | 20/
= || (I = A2 ([ul*))]| y2n/ (4.0.16)
< CllbllooI(T = A)*2(u*)|[ f20/20—, u € H®.

Ahora, estimando el lado derecho de (4.0.16) por una aplicacién directa de la Proposicién 4.0.13, donde
escogemos los pardmetros del siguiente modo: 0 = s, r = 2n/2n — v, p1 = g2 = 2, ¢1 = p2 = 2n/n — 7,
y consideramos a u, v siendo |u|, donde conocemos que |u| € H® N L?"/"=7 C H*, debido a la cadena de
incrustaciones de Sobolev descritas en (1.1.10). Finalmente por Proposicién 4.0.13, |u|?> € H*2"/=7 y

se satisface que

17 = )2 (|uf) | g2nszn— < C(IT = D)2l 2|t p2n/n—r
+ lfull ponsn 11 = 2) ]| 2)

) (4.0.17)
= C(|[ull ponsn— (I = A)|ul|| 12)
= C(|lull p2n/n— 1wl ms),
para C' > 0. En consecuencia, debido (4.0.16) y (4.0.17) se concluye la estimacién deseada. |
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El siguiente resultado, es un lema que serd de gran utilidad en el siguiente Lema 4.0.18.

Lema 4.0.17. Sea v € (0,n), s > v/2,u,v € H®. Entonces, existe una constante no negativa C, tal que

uf® = o[l g2nrn— < Clllulls + ol llu — vl 2 (4.0.18)

Demostracion. Por la desigualdad triangular y debido a la cadena de inclusiones continuas descritas en

(1.1.10) para s > /2, H® < L**/"7 es directo que

lful + [olll p20/m— < Clullzs + llvllze),

I+ |||z < C(lullas + o]l as),

donde C' > 0. De este modo, |u|+|v| € L>/"=7, |u—v| € L?, para cada u,v € H®. Luego, por desigualdad
de Hélder A.3.10 para r = 2n/2n—-, p = 2n/n—=, ¢ = 2, y debido a que |u|+|v| € L*/"7 |u—v| € L?,

entonces se tiene que (|u| + |v])|u — v| € L?/?"7 y se satisface la siguiente estimacién

lal® = 0l [l 2n2n— < [l(lal + o)) = vfl] 220
< lul + o[l gon/n-s [lu = vl 2
< (lull pan/n— + 1[0l p2nsn—s )l = ]| 2

< Clllullers + llvllzs)llu = vl 2,

donde C' > 0, u,v € H". [ |

En el siguiente resultado, demostraremos que la aplicacién u — G(u) = K, (Ju|*)u es Lipschitz continua

sobre L?. Note ademsds, que este resultado sera de utilidad en el Lema 4.0.19.

Lema 4.0.18. Sea v € (0,n), s > v/2, u,v € H®. Entonces, eziste una constante no negativa C, de

modo que se satisface la siguiente estimacion
IG () = G() 2 < Cllulldrs + Il + lullzs [0l ) llu = vl 2,

donde G(u) = K, (|ul)u, para K (Juf2) = (i * |ul?), & € L,

Demostracion. Por la definicién del funcional no lineal G(u) y la linealidad de la convolucién, se desprende

que

IG(w) = G() 2 = (s = [ul*)u = (vy  [v[*)]| 2
= (15 (Jul?) (u = v) + Ky (lul* = [o*)]l 2
< S (Jul) (@ = )l g2 + K (lul® = )]l 2. (4.0.19)
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Luego, por inclusiones (1.1.10) y Proposicién 1.1.14 para s = /2, es directo que: H® — H/? <y {7/,
para s > /2. De este modo, aplicando el Lema 1.1.16 para u € H"/2 con ~ € (0,n), resulta que el

primer término del lado derecho de (4.0.19) satisface que

1 (Jul®) (u = ) |72 = /Rn K (Jul?) (@) P (w = v) (@) Pda

< sup |KW(|U|2)(:C)|2/ |(u = v) (@) do
zERN R" (4.0.20)

< I~ ullys [ 1w v)(o)do

< Cllullfyyzllu = vz

De este modo, desde (4.0.20) y la incrustacién continua (1.1.10) inferimos que para s > 7/2,
15 ([ul*) (u = o)l 22 < CllulFollu = vllr2 < Cllullsllu — ol g2 (4.0.21)

Ahora, para estimar el segundo término del lado derecho de (4.0.19), notamos que K (|u|? — |[v]?) =
K, (Ju]?) — K,(|v|?) € L*>"7 debido a nuestro Lema 4.0.15 y es directo que v € L?/"7, puesto que

H* «— L?>"/"=7. De hecho, por Teorema A.3.10 para r = 2,p = 2n/v, ¢ = 2n/n — v y debido al Lema

4.0.17, Corolario A.3.8 para ¢ = 2n/~, p = 2n/2n — 7, |u|?> — |v|? € L*/?"=7, se concluye que

2 2 2 2
[ (lul” = ol *)vll e < 1B (Jul” = [0 pansm 0]l 200
< ol 1K (ul* = [ol*)] 2wy
! . L (4.0.22)
< |vllgs - el” = [ol*l p2n/2n—
< |lollms (lullzs + l[ollas)lu =l 2.
En consecuencia, combinando las estimaciones obtenidas (4.0.19), (4.0.21) y (4.0.22) se puede concluir

que

IG(w) = G()llzz < Ky ([ul?)(u = v)llz2 + 1K (Jul® = [o]*)v]| 2

< Cllulizgs + lolizzs + lullz=lollzo)llw = vll Lz,
para alguna constante no negativa C. |
En el siguiente resultado, demostraremos que la aplicacién u — G(u) = K, (Ju|*)u es Lipschitz continua

sobre el espacio de Sobolev H?®. Note ademds, que este resultado serd clave en la demostracion del

Teorema 4.1.2.

Lema 4.0.19. Para v € (0,n), v/2 < s < 1, u,v € H®. Entonces, existe una constante no negativa C,

de modo que

IG(u) = G)llr= < Cllullfrs + [lullzs + [0lZrs + llullm=llollz=) - lu = vz

56



donde G(u) = K (|ul)u, para K (Juf2) = (i, * [u]?), & € L,

Demostracion. Sea s € (0,1). Luego, por la Proposicién 1.1.14 para G(u) — G(v), existe una constante

no negativa C, de modo que
1G(u) = G()[s < CUIG(w) = G(v)l 2 + |G(u) = G)] .), (4.0.23)

donde G(u) — G(v) € L?, debido a nuestro Lema 4.0.18. Note que, nuestro interés est4 orientado en
estimar la siguiente cantidad ||G(u) — G(v)| 7., para u,v € H?®. Para conseguir esto, es directo desde

(4.0.3) aplicado a la funcién |u|?, y debido a la linealidad de la convolucién resulta que
G(u) = Gv) = Ko ([uf?)(u — v) + K (Juf? = [of2)o. (4024)
De hecho, debido a la identidad (4.0.24), y Definicién 1.1.2 para p = 2 tenemos

IG(w) = G()ll . = (=A)*(G(w) = G(v))| .2

(4.0.25)
< (=22 Ky (fuf*) (w = o) g2 + [1(=2)*? K (fuf* = [o]*)o]| 2.

De este modo, a partir de la reciente desigualdad es suficiente estimar ambas cantidades de (4.0.25) ,

esto es,
= [[(=A) 2Ky (luf)(w =) g2, T = [[(=A)2 K, (Juf* = [o]*)o]| 2, (4.0.26)

u,v € H*. Para este propésito, iniciamos estimando el valor de I. De hecho, debido a que K, (|u|?) €
HS*7 N L® u—v e H*NL*"7 = H* por Lema 4.0.14, Lema 4.0.16 e inclusién continua (1.1.10).
Entonces, por la Proposicién 4.0.12 para o = s,7 = 2,p1 = 2n/v,q1 = 2n/n — y,p2 = 00,q2 = 2, se

puede concluir que K-, (|u|?)(u —v) € H® y se satisface la estimacién

I = |[(=2)2K (|lul?) (u = 0)| 2
< B (Jul®) | grs.znsa = 0l pangn—s + [ ()| oo [l = vl 125 (4.0.27)

=11 + Is.

Ahora, notando que (—A)*/2, K., conmutan con argumento del tipo |u|?, (1.1.10), Corolario A.3.8 para
q=2n/v,p=2n/2n—-, Proposicién 4.0.12 para o = s, r =2n/2n—y,p1 = q2 = 2, ¢1 = p2 = 2n/n—-,
donde |u| € H® N L*"/"=7 = H*, para s > ~/2; y Proposicién 1.1.14, podemos estimar el primer término

I, del lado derecho de (4.0.27),
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L= (1= 82K (ul?) | s lw = vll g2n/n—
<N = A P2E ([ul?) | pons lu = vl
<N = A2 ()| 2n/2n s 1w~ ol (4.0.28)
<N = D)2 (ful)ll 2 ol oo n—s ooyl = 0]l 12+

< lullzrs - llu =]

En la misma direccién, por Lema 4.0.14, (1.1.10) y Proposicién 1.1.14 para s = /2, podemos estimar el

segundo término I de (4.0.27),

I = || Ky (Jul?) [ oo (T = &) (u = v)]| 2
< Cllull?y, jollu = ol g (4.0.29)

< Cllulls - lu = v s

En consecuencia, para estimar (4.0.25) sélo nos resta estudiar el término .J descrito en (4.0.26). En
efecto, debido a que K, (|Ju|?> — |[v[?) € H**/7 0N L>, v € H*, luego por la Proposicién 4.0.12 para
o=s,1r=2,p =2n/y,q1 =2n/n —y,ps = 00,qs = 2, se obtiene que

J = [(=A) 2K, (Jul® = [0]*)o]| 2
<N B ([ul? = [01) | roasa [0l p2n s + [ (Juf® = [0]*) | oo 0]z (4.0.30)
=:J; + Jo.

Luego, usando nuevamente la incrustacién (1.1.10), la conmutatividad (—A)*/2 K (|ul>~|v]?) = K, (=A)*?(Jul>*~
|v|?), Corolario A.3.8 aplicado al operador (—A)*/2(|u|? — |[v|?), para g = 2n/~, p = 2n/2n — v, Proposi-
ci6n 4.0.12 para 0 = s, 7 =2n/2n — v, p1 = 2,q1 = 2n/n —y pa = 2n/n —7,q2 = 2, y debido a que las
funciones |u| + |v], Ju — v| € H® N L>/"~7 = H*, puesto que por hipétesis s > /2. Entonces, se satisface

la siguiente estimacién asociada a Ji,
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Ji =1 = AP PR (Jul® = o) gans [0l g2nsn
< ol 1K (= 272 (Jul? = o] l] 2w/
< ol (I = 8) 2 (juf® = [0*)]] g2n /20—
< ol (= 8)2((Jul + [o])lu = v]) | g2ns20-s

< wllas - (lwl + [olllas 1w = vl g20m— + [[Tu] + 0]l L20m- I lu = v][|#s) (4.0.31)

Por lo tanto, usando las expresiones (4.0.31) permiten deducir la siguiente estimacién asociada a Ji,

J1 < 2l|vllgs (||ullmgs + |vllms) - |lu—vl||gs, u,v € H®. (4.0.32)

Ahora, aplicando argumentos anédlogos a los empleados en J; para el valor Jo, nos permiten concluir que

Jo satisface que

Ty = | Ky ([uf* = [0 | L= (T = A)*0]| 2
' ’ (4.0.33)
< Cllollas (lullzs + lvllas)llu = vllas, u,ve H?,

para una constante no negativa C. En consecuencia, usando la desigualdad (4.0.25) y estimaciones

(4.0.27)-(4.0.33), se concluye que

1G (1) = Gl g < N=A)2K ([ul?)(u =)l g2 + [(=2)* 2K (Jul® = [o]*)v]l 2 (4.0.34)
< CQCllullms + 2l[vllms (lullars + [Jolla)) - [ = vlls,

para cada u,v € H®. Luego, usando la estimacién proporcionada por el Lema 4.0.18 junto con la de-
sigualdad (4.0.34), nos permite deducir que G(u) — G(v) € L? N H*. Més ain, debido a la estimacién
(4.0.23), (4.0.34) y nuestro Lema 4.0.18 se sigue la siguiente estimacién:

IG(w) = G@)lm= < Cllullfrs + lullms + l[ollzrs + lullmsllvllze) - u = vlle,

para u,v € H?. |
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4.1 Ecuacion de Schrodinger tiempo-espacio fraccionario, caso no lineal

En esta seccién, nuestro objetivo sera estudiar una clase de ecuaciones de Schrédinger tiempo-espacio
fraccionario con una no linealidad tipo Hartree. Mdas precisamente, estamos interesados en establecer

existencia y unicidad local (en tiempo) de solucién para el siguiente problema:

DY u(t,x) = (—A)2u(t,z) + N K (Ju)?) (z)u(t,x),  (0,T] x R (411)
1.1
u(0,z) = ug(z), up € H?,
donde « € (0,1), s > 0, A € R\{0}. Consideramos en nuestro problema (4.1.1), un término K, definido

sobre u € LP, como el operador convolucién
K (0)(w) = (b u)(@) = [ = )y,

donde 1., = %, para 7y € (0,n), ¥ € L. Note que, el funcional no lineal tipo Hartree es la aplicacién
u— G(u) := K,(Ju/*)u. En lo que sigue, probaremos existencia y unicidad de solucién para el problema
(4.1.1). Para este propdsito, nuestra herramienta principal sera el Teorema de punto fijo de Banach y la

serie de Lemas descritos en la seccién previa asociados a la aplicacién u — K. (Ju|?).

4.1.1 Foérmula de variacion de constantes: Métodos de transformadas

Nuestro interés, en esta seccion es determinar una representacion integral de nuestra ecuacion de Schrédinger

de orden fraccionario,

D u(t,x) = (—A)2u(t, ) + MK, ([u?)(x)u(t, z), (0,00) x R™, (4.1.2)

jus

donde i* = €2, D? denota la derivada en el sentido de Caputo de orden av € (0,1), (—A)*/? operador no
local definido previamente como operador pseudo-diferencial con simbolo |£|® sobre R™. Cabe senalar que
el procedimiento que indicaremos a continuacién es véalido para otros tipo de derivadas fraccionarias, por
ejemplo derivada en el sentido de Riemann-Liouville; no obstante, la representacién final de la férmula
de variacién de pardmetro varia de acuerdo al tipo de derivada fraccionaria empleada inicialmente en el

problema.

Suponer « € (0,1),s > 0 fijos. Luego, aplicando transformada de Fourier F en ambos lados de (4.1.2)
con respecto a la variable espacial x € R", y después tomando la transformada de Laplace £ sobre ambos
lados de (4.1.2) con respecto a la variable temporal ¢t > 0, y debido a la férmula (A.1.19) para R(z) > 0,
Lema A.2.2 para w = (—1)“|¢|*, y el hecho que

LT} F(GW)(©)}(2) = 27 LF(G(w)(©),
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permite obtener que,

2 -1 zafl
F(u)(z,€) = (e o (&) + A(—0)" Wﬁ]—"(G(u))(z,f), A#0
= L{EL((=it)" 61 i0(©)}2) + M=) L{Ea((-it) ") s FG)©}z) D)
= L{Ea((—it)*|§]*) 0 (§) + A(=i)* Ea((—it)*[¢]*) x F(G(u))(§)}(2)
donde (—9)® = e™ %, u + G(u) := K,(Ju/*)u. Luego, debido a la unicidad de la transformada de

Laplace e inversién de la transformada de Fourier se tiene a partir de (4.1.3) la férmula de variacién de

pardmetro!) asociada a nuestro problema (4.1.1):

ult, x) = FH[Ea((=it)*[€]*)a0(©)](z) + A(~1) /J'" —i(t = 7))*[E]°)F(G(w)(E)](z)dr, (4.14)
donde A # 0.

De este modo, a partir del calculo formal realizado previamente para conseguir una representacion integral
de nuestro problema (4.1.1). En la siguiente seccién, proporcionamos la definicién de solucién débil y

resultado que garantiza la existencia y unicidad local de nuestra solucién.

4.1.2 Existencia y unicidad de solucién local

En esta seccién, estaremos interesados en demostrar la existencia y unicidad de solucién débil sobre el
espacio de funciones continuas con valores en el espacio de Sobolev H®, esto es, C'([0,T]; H®) para la

clase de ecuaciones de Schrodinger tiempo-espacio fraccionario no lineal (4.1.1).

Definicién 4.1.1. [Solucién débil] Sea o € (0,1), s € (0,1), up € H®. Una funcién v € C([0,T]; H®) se

denomina una solucién débil de (4.1.1) si u satisface la siguiente representacién integral

u(t,z) = FHBa((—it)*[€]*)a0(€)] () + A(~) /}" —i(t = 7))*E]°)F(G(w)(E](z)dr, (4.1.5)

donde E,(+), u — G(u) = K, (|u|*)u denotan la funcién de Mittag-Leffler y la no linealidad tipo Hartree,

respectivamente.

A partir de ahora, estamos preparados para demostrar existencia y regularidad de soluciéon débil de
nuestro problema de interés. Por brevedad en la notacién, en el siguiente resultado adoptaremos la L™

norma sobre el espacio C([0,T']; H®), como |[ul|ec = supsejo 1) u(t, -)|| s Denotaremos u(t, -) = u a menos

MW 1a férmula de Duhamel de orden fraccionario, se sugiere ver e.g., [12, Proposicién 3.1.3].
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que se especifique otra cosa. Ademds si X es cualquiera de los espacios bajo consideracion, simplemente

escribiremos u € X cuando u(t,-) € X para t € [0,T].

Teorema 4.1.2. Sea o € (0,1), v/2 < s < 1, n > 2. Suponer que ug € H*, p € L™ tal que |[¢(z)| <
Me M=l 1 > 0,2 € R*. Entonces existe T := Dol s mAy > 0, de modo que la ecuacion (4.1.1) posee
dnica solucion débil u € C([0,T]; H®), tal que

[ulloo < Clluol s, (4.1.6)
donde C := Cyx7,pm > 0. Mds aiin, la aplicacion F que asocia la condicién inicial ug a una inica solucion

débil u, esto es, F: H* — C([0,T]; H®), donde ug — u es continua sobre H*.

Demostracion. Sea T > 0 fijo, y considere r := 2v/2M||ug||grs. Denotaremos la bola cerrada sobre el
espacio C([0,T]; H®) como
B, :={u e C([0,T; H®) : |Ju|lcc <T}.

Note que la constante no negativa M que define al radio r es considerado a partir del Lema A.2.3 parte

(i). Luego, bajo estas condiciones definimos el operador no lineal ®,,, : u — ®,,(u) sobre la bola B, como

Puo (u)(t,2) = F ' [Ba((—it)*[€]*) a0 (€)] () + /\(—i)a/O FHEa((—i(t — 7)) []*) F(G () (©))()dr.

De este modo, aplicando la transformada de Fourier F en el sentido de las distribuciones temperada S’

sobre la representacién de ®,,,(u), permite conseguir que

F Py (u)(t,€) = Ea((—it)*[E]*)io(§) + /\(—i)o‘/o Ea((=i(t —7))E[") F(G(u))(§)dr, (4.1.7)

para u € B,. En consecuencia, a partir de la ecuacién (4.1.7) junto a una desigualdad elemental de

calculo® para

z = Eo((=it)*|§")a0(§), w= A(—i)o‘/o Ea((=i(t —7))*E]") F(G(u))(§)dr,

con p = 2, Lema A.2.3 parte (i) para z = (—it)“|¢|® y la desigualdad de Holder con respecto a la variable

@ Suponer p € (0,00), vp = méx{1,27~'}. Entonces se satisface que

Iz Fwl” < (|2 + |w|”), 2zweC.
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temporal nos permite deducir que

[F Py (u)(t, ) = | Ba((—it)*[&]*)ito(€) /E it = 7))*[EP") F(G(w)(§)dr

2

< 2[Ea((=it)"[¢]*)a |2+2' /E i(t = 7)) FG ) (§)dr

< M2} (€)[ + 202 / Ea((—i(t — 7)¢*)Pdr / FG(u)(€) dr
0
< M2t (&) + 202 M2T /\]—'G )(©)2dr, (4.1.8)

para M constante no negativa, A € R no nulo. Luego, debido a nuestra estimacién (4.1.8) y usando el

teorema de Fubini se tiene que

1@ ()3 = / (14 €[2)°| F o (u) (1, ) 2de
Rn
<on? [+ igylan@Pde+avaer [ iy [ IFG) o Pdrds
R R
t
= 202 lup3ys + 2A2MET / / (1+ |€[2)° | FG u(r) (&) Pdedr
0 Rn
t
= 2M2Hu0||%{5 +2)\2M2T/ HG(u(T))H%{SdT
0

< 2M2Hu0||%{5 + 2()\MT)2 sup HG(u(T))H%{S (4.1.9)

Por lo tanto, debido a nuestra estimacién (4.1.9) es directo que

[Pug (u)lloc = sUp || Doy () (t) | 25
t€[0,T]

1/2
< 220 Juglr + 2AMT (sup[Gu) )y (4.0.10)

< 22 M|jug|| < + 2/2AMT sup |G (u) (7))

En consecuencia, a partir de la estimacién (4.1.10) y debido a que estamos interesados en asegurar que
®,,(u) € By, para cada u € By, luego es suficiente estimar la cantidad ||G(u)(7)||zs. Ahora, sea s € (0,1).

Luego, por Proposiciéon 1.1.14 existe una constante no negativa C', de modo que
IG@W)ls < CUIG(W) 2 + [(=A)2G(w)||2)- (4.1.11)

Con el objetivo de estimar ambas cantidades del lado derecho de (4.1.11), notamos en primer lugar que

debido a que K, (|ul?) € L* por Lema 4.0.14 y u € H* C L% Entonces, por desigualdad de Holder
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(Teorema A.3.10) para r = 2,p = 0o, ¢ = 2 se tiene que G(u) € L? y se satisface que
1G (W)l 22 = 1K (Jul*)ull 2 < K (Jul) || o [l 22 (4.1.12)

En una segunda parte, deseamos estimar la cantidad ||(—A)*2G(u)|| 2 del lado derecho de (4.1.11). Para
esto, notamos que K. (|ul?) € H*2"/7 0 L por Lema 4.0.14, Lema 4.0.16; y ya que H® — L?"/"7 ge
tiene que u € H*NL2"/"=Y = H*. Entonces, por la Proposicién 4.0.12 para o = s, r = 2,p; = 2n/v,q1 =
2n/n — vy, po = 00, g2 = 2, se concluye que G(u) € H? y existe una constante no nula C, tal que se

satisface la siguiente estimacién

I(=2)2G ()l 2 = I(=A)*2 K (|ul?)ull 2
<C (H(I = D)2 (Jul?) | 2w Nl 2 (4.1.13)

()= T = A2l ).

En consecuencia, debido a la desigualdad (4.1.11) junto a las estimaciones (4.1.12),(4.1.13) y nuestro

Lema 4.0.15 permiten obtener que

1G@me < € (1 Q) lzoelull 2 + 1T = AY2E () oo 2o
1K (u) || 2o || (I = A)* 20
1 () llaoe (T = A2l ) .
< C(IE () llzoe (el + lllzs) 4l o [ () )

< CUIE (ul) ool e + ull g2 1 ()| gs,20/4)-

Por lo tanto, a partir de nuestra estimacién (4.1.14), y como consecuencia de la inclusién H® — L2n/n=y,

Lema 4.0.14, Lema 4.0.16 permite concluir que

IG@)lm= < CUlullF ollull mrs + lullZrs full p2nn )
< Cllullfpellull = + llull3re) (4.1.15)

< Cllulls,

donde C es alguna constante no negativa. De esta forma, a partir de (4.1.10) y (4.1.15) se tiene finalmente
que
1@ug (w)lloo < 22 M |fug | = + 2"/ *AMT sup |G (u) (7)| 11+
T

< 2Y2M |lug || s 4 2Y2AMTC |Ju|?

< 22 Mluol Jul i
< 22 M |lug| = + 2" PAMTCJull3,
< g + 12 \MTCr <r,
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si T' > 0 es suficientemente pequeno podemos concluir que el operador no lineal ®,,, deja invariante a la

bola cerrada B, C C([0,T]; H®), es decir, ®,,(B,) C B,. Més aiin, basta tomar T = 1/AMC|ug||%.

Ahora, estaremos interesados en demostrar que el operador ®,, es una aplicacién Lipschitz para T'

suficientemente pequeno sobre la bola B,. Para esto, considere u,v € B, y denotamos como es usual

[Pug () = Pug (V) loo = SUP_|[(Pug () = Pug (v)) (2)]| 2
te[0,7

donde por brevedad definimos el operador diferencia Iy, (u,v) como,

g (u,0)(8) 1= (Pug (1) = P (v)) (1)

= A(—i)o‘/o FHEa((=i(t = 7)) EP)FG(w)(€) — FG(v)(€)](x)dr.

De este modo, usando esta ultima identidad junto a la desigualdad de Holder, Lema A.2.3 parte (i) para

z = (—i(t —71))*|¢|® y teorema de Fubini, permiten concluir que

Lo (1, ) (B) 1 ¢=/ [ F(Duy (1) = Pug (v)) (8, €)Pdpu(€),  dp(€) = (1 + |&[*)*d¢

Rn

:/Rn

2 t —’i—TaBQT-t w)(7,€) — o) (1, &) 2dr
<o [ [ iEit = n) 1P Par - [ 1FGE - FEw) o) drdue)

2

/\(—i)a/o Ea((=i(t — 1) |e)")(FG(u) () — FG(v)(€)dr| du(€)

T
< >\2M2T/0 /Rn(l +IEP)IFG()(r,€) — FG(v)(r,€) dédr

< (ATM)? o IG(w)(7) = G()()]7rs

es decir, observamos que || @y, (1) — Py (V)]0 < ATM||G(u) — G(v)||0o- De hecho, empleando nuestro

Lema 4.0.19, existe una constante no negativa C' de modo que se satisface la siguiente estimacion

1G) — o)l < e + Ndlze + ol + e llole) - — ol .
<CBr247) - |lu— vl gs,

para cada u,v € B,.. En consecuencia, bajo estos requerimientos tenemos que

[Pug (1) = Pug (V) lloo = SUD [[(Pug (1) — Py (v)) (#)| 5
t€[0,T]

< (3r2 + 1) ATMCllu — v,
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entonces, si asumimos que T < 1/AM?C(24M ||lug||%s + 2v/2|juo | m=) se puede concluir que ®,,, es un
operador Lipschitz sobre la bola B, C C([0,T; H®). De este modo, ®,,, tiene un dnico punto fijo u € B,
debido al Teorema de punto fijo de Banach, el cual representa la soluciéon débil de nuestro problema

(4.1.1) sobre (0,T].

Ahora, estaremos interesados en probar que nuestra aplicacién u es continua sobre [0,7], para T > 0
fijo. En efecto, para este propdésito consideramos una sucesién t, convergente, tal que ¢, — to € [0,7],

para n suficientemente grande. Luego, tenemos que

Ju(tn) = o) = 11+ 1622 Fu(tn) = ulto)) [
(4.1.18)
— [ Q1P ol €) — e )Pl

donde debido a la definicién de u en (4.1.5), continuidad de la transformada de Fourier inversa JF !

obtenemos que

W(tn, &) — ulto, §) = (altn) — alto))tio(§)

+ A(—0)” </Ot a(tn — $)b(s)ds — /Oto alto — S)b(s)ds) Az (4.1.19)

donde denotamos a(-) = E,((—i-)¥€|?), b(-) = F(K,(|u(-)|?)u) para K. (|u(-)|*)u € H? si u € HP. De

este modo, a partir de la identidad (4.1.19) tenemos que

|6(tn, &) — a(to, £)1* < 2(altn) — alto))to(§)]?
+2 ‘A(—i)a < "ty — 5)b(s)ds — /O "t — s)b(s)ds)
= 2|(a(tn) — alto))io(£)]* + 2{A* |(a * b)(tn) — (a* b)(to)[*.

i (4.1.20)

Luego,
| latta) = atto)in(©)Pau(e) = | I(Bal(=ita)I61") = Bal(=ita) € Plaa(© Pdu(e). (4121

donde la parte derecha converge a cero, cuando t, — tg, ya que la aplicacién t — Eo((—it)*|€|?) es
continua, (E,((—it,)*€]?) — Eqo((—itg)®|€]?)) es acotada debido al Lema A.2.3 parte (i), ug € H. Asi,
por una aplicacién del teorema de convergencia dominada se tiene lo deseado. Por otra parte, notamos

que el segundo término del lado derecho de (4.1.20) satisface que

(a*b)(tn)—(a*b)(to):/On(a(tn—s)—a(to—s ds—l—/na 0 — $)b(s)ds
to (4.1.22)

T n
§/ (a(tn, —s) —a(ty — s))b ds+/ a(to — s)b(s)ds,
0

to
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luego debido a (4.1.22), u € H Ay usando la desigualdad de Hoélder se tiene que

AP [ I(axb)(tn) = (a*b)(to) Pdu(€) < 2|7 T(a(tn—é’)—a(t —8))b(s)ds| dpu(€)
/" ’ /" /Ot 02 (4.1.23)
+2W2/n /0 alto — $)b(s)ds| du(§) —— 0,

donde alty — ) = Eal(—iltn — $)*1€1%),alto — ) = Bal(—ilts — $))IE%), b(s) = F(I(Ju()P)u). Bn
consecuencia, a partir de (4.1.18) y usando (4.1.20) junto con (4.1.21), (4.1.23) se concluye la continuidad
de la funcién u definida en (4.1.1).

Como segunda etapa, estaremos interesados en demostrar la estimacién (4.1.6). Para conseguir esto,

considere la estimacién (4.1.16), u € B,, y A2A\MTCr? < 1, luego
[ulloo < Clluollas,

donde C' = 2Y/2M/(1 — 2Y/2AMTCr?).

Finalmente, en lo que sigue estaremos interesados en demostraremos la dependencia continua de F :
ug — F(up) = u con respecto a la condicién inicial uy € H®. Para conseguir esto, notamos que si u,v
representan soluciones débiles del problema (4.1.1) con condiciones iniciales g, vg, entonces es directo

que

u(t, @) — o(t,x) = F [Ea((=it)°[€]") (it €) — 30(€))] (x)
+ (=) /0 FUEBa((=i(t — )1 (FG)(E) — FGE@)E@)dr.  (4.1.24)

Luego, aplicando transformada de Fourier F sobre ambos lados de la identidad (4.1.24), permite conseguir

que
at,§) — o(t, &) = Ea((—it)*[€]*)(d0 (&) — Do(£))
t
+ A(—i)a/o Eo((=i(t — 7))*[€]*)(F(G(w))(€) — F(G(v))(§))dr. (4.1.25)
Ahora, por brevedad denotaremos el diferencial du(¢) := (1 + [£]?)*d€. De este modo, usando nuestra

identidad (4.1.25) y argumentos previos, se sigue que
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= vl|%s = / |Ea (=) €]°) (10 (€) — 50(6))
2

/E )HEPNF(G()(€) = F(Gw)(E))dr| dp(E)

<2 / Bl 1€ Plao(€) — s0(©)Pdi(e)

2
+2)\2/
n 0

/ Eo((=i(t = 1) EPNF(G(w)(E) = F(G(v)(€))dr| du(§)

< 2M2||ug — vol| % (4.1.26)

w2 [ [ 1Bt )i Par [ FG)E - FGE)©Pdriun)

< 202wy — vol%e + 22M2T / / (1 + 6P| F(Gw) — Gw))(€)[Pdedr
0 R™
t

— 202w — w3 + 2X°M2T / IG(u)(r) — Co)(r)|3gedr
0

< 2M?||ug — vo|[Es + 2(AMT)? sup | G(u)(7) — G(v)(7)|[ -
T
Luego, debido a (4.1.26) y nuestra estimacién (4.1.17) se concluye que
l = vloo < Klluo — voll s,

donde K = 21/2M /(1 — 2Y2XMTC (312 + 1)), para 212 AMTC (3r2 + 1) < 1. [ ]
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APENDICE A

Apéndice

En este apéndice proporcionaremos algunos conceptos preliminares relacionados a la derivada e inte-
gracion temporal de orden fraccionario en el sentido de Caputo y Riemann-Liouville, funcién de Mittag-
Leffler, transformada de Laplace, desigualdad de Hardy, desigualdad de Hardy-Littlewood-Sobolev, es-
timacion de la regla de Leibniz de orden fraccionario, y algunos resultados vinculados a la teoria de
semigrupo de operadores junto con un lema de subordinacién de operadores soluciéon. Mas precisamente,
nuestra seccién A.1 corresponde a un reescritura del capitulo 1 de la tesis de Bajlekova, E. [5], donde
describimos las propiedades bésicas de la derivada e integracién en el sentido Riemann-Liouville junto
con la derivada en el sentido de Caputo y la transformada de Laplace de dichos operadores de orden
fraccionarios. La secciéon A.2, corresponde a resultados provenientes del capitulo 1 del texto de Podlub-
ny, I. [54], donde se establecen algunas estimaciones basicas de la funcién de Mittag-Leffler E,(-) sobre
ciertos sectores angulares del plano complejo C, ademas se describe la transformada de Laplace y una
representacién asintética de nuestra funcién entera. En cuanto a la seccién A.3, corresponde a una ree-
scritura de la seccién 3.3-3.4 del capitulo 3 del texto de Taylor, M. [65], donde describimos las propiedades
bésicas de la transformada de Fourier en el sentido de las distribuciones, teorema de Plancherel sobre
L?(R™), junto con la desigualdad de Hardy, desigualdad de Hardy-Littlewood-Sobolev, estimacién de
la regla de Leibniz de orden fraccionario, entre otros resultados de interés. Finalmente, la secciéon A.4
contiene resultados provenientes de la parte I, capitulo 3 del texto de Arendt, et al. [1] junto con capitulo
2 de la tesis de Bajlekova, E. [5], en esta parte se presenta de forma breve algunos resultados asociado a
semigrupos de operadores y familia de operadores solucién. Para maés detalles, de los tépicos discutidos

en este apéndice se sugiere ver, e.g., [1,5,26,41,54,69] y las referencias que ahi aparecen.
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A.1 Derivada e integracion de orden fraccionario en sentido de Caputo y Riemann-

Liouville

Sea o > 0 fijo, [«| denota el menor entero mayor o igual a . Denotaremos por X, Y espacios de Banach
complejos con normas || - ||x, | - ||y, respectivamente. Luego, diremos que el espacio de Banach X es
continuamente incrustado en el espacio de Banach Y, lo cual denotaremos como X — Y, si X CY y

existe una constante no negativa C' tal que || - ||y < CJ - || x.

Recordamos que dado k € LY(R,),u € L'(R; X), definimos el producto convolucién finito sobre R, :=

[0,00) como,

(kxu)(t) := /0 E(t —T)u(r)dr, t € Ry. (A.1.1)

A continuacién, describimos la escala de espacios de Sobolev donde naturalmente se define la derivada
fraccionaria en el sentido de Riemann-Liouville D y la derivada fraccionaria en el sentido de Caputo

D, se sugiere ver e.g., [5]:
Definicién A.1.1. Sean m € N, 1 < p < oo fijos. El espacio de Sobolev W™ P(I; X) se define como,

tmfl

m—1 k
W"™P([; X) = {u\ existe o € LP(I; X) : u(t) = Z ck% + (m *<p> (t), te I}. (A.1.2)
= k! !

donde I = (0,7T), o bien I =R, para cada T > 0.

Note que, dado u € W™P(I; X) entonces se deduce que

m—1

Di"u(t) = Di" (CO +et++epa ,) + D" J{"p(t) = o(t) tel,

(m—1)

donde ¢ € R para k =0,1,...,m — 1, y denotamos por J"p(t) = (% * <p) (t), para ¢ € LP(I; X).

(m—

Ademas, para cada k =0,1,...,m — 1 se desprende de (A.1.2) que

) tM7(k+1) .
Luego, a partir de esta igualdad es directo que ¢ = u(k)(O). De este modo, definimos el siguiente
subespacio de W"P(I; X)) dado como,
WP X) = {u € W™P(I; X)| w®(0) =0, k=0,1,...,m — 1}, (A.1.3)
luego, a partir de (A.1.3) es directo que
m—1
ue WP (I; X) Siysélosiu:m*(p7
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para algin ¢ € LP(I; X).
Observacién A.1.2. Notamos que, para cada u € Wh(I; X) se deduce de la Definicién A.1.1 que si
ueWhH(I; X) & existe o € LNI; X) - u(t) =co+ (1x)(t), tel
& existe p € LYI; X) : u(t) = /Ot o(r)dr +¢co, tel
& ue AC(I; X).
Para un estudio mas detallado del espacio de funciones absolutamente continuas AC(I; X), se sugiere

consultar e.g., [41].

Considere el espacio localmente L' con valores en un Banach, descrito como
LI (Ry:X):={u:R; — X : u es Bochner integrable sobre [0,7],7 > 0}.

Luego, la transformada de Laplace de una funcién u € L}, .(R4; X) se define como

L{u}(z) =u(z) := /000 e *u(t)dt, (A.1.4)

si la integral converge para algin z € C. Por ejemplo, si w continua a trozos y es exponencialmente
acotada(l) | entonces la integral (A.1.4) converge absolutamente para R(z) > w y define en aquel sec-
tor complejo una funcién analitica, cuya linea vertical izquierda coincide con la cota de crecimiento

exponencial w, para propiedades de la transformada de Laplace se sugiere ver e.g., Arendt, et al. [1].

Ahora, sea a > 0, m := [a] e I = (0,T) para T > 0. Luego, recordamos la definicién de nucleo de
convolucién de orden 8 > 0 como
1
—, t>0,
gp(t) = ¢ T'(B) (A.1L5)
0, t <0,

donde I'(-) denota la funcién gamma de Euler®. Note que gs € L} (RT), y definimos gg := &y, donde &
denota la medida de Dirac concentrada en el origen. Note que, la familia {g, (¢) }+>0 satisface la propiedad

de semigrupo:

Cabe senalar, que nuestra funcién ¢ — gg(t) es una funcién decreciente para € (0,1), creciente para

B>1ygi(t)=1, parat > 0.

Ahora, estaremos interesados en introducir los operadores de derivacién e integracién fraccionarios en

(M La funcién u : Ry — X es exponencialmente acotada si existe M > 0,w € R tal que |lu(t)] < Me“, t > 0.
@ La funcién gamma de Euler se define como T'(3) = / e "t?7'dt, B > 0. Note que I'(-) es analiticamente extendido a

0
todo el plano C excepto en los puntos =0, —1,—2,..., los cuales son polos simple de la funcién gamma. Para un estudio
més exhaustivo de esta funcién, ver apéndice A en [26].
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sentido de Caputo y Riemann-Liouville y resumir algunas propiedades bésicas que utilizaremos durante

este trabajo de investigacion, se sugiere ver e.g., [5,41,54].
Definicién A.1.3. Sea a > 0 fijo. Considere u € L'(I; X), entonces la integral fraccionaria de Riemann-
Liouville J§* de orden o de la funcién u se define como

Jou(t) = (ga *xu)(t) = 1 ) /0 (t — ) tu(r)dr, t>0,

(@)

donde * denota la convolucién finita, dada en (A.1.1). Se define, JYu(t) := u(t), para t > 0. Notamos
que, debido a (A.1.6) y propiedades elementales de la convolucién finita es directo que {J*}4>0 posee la

Jta+ﬁ

propiedad de semigrupo: Jto‘thﬁ = , a, 3 > 0. El siguiente resultado, corresponde a una proposicion

que describe la transformada de Laplace del operador J{, para u suficientemente regular, se sugiere

ver [69]:

Proposicion A.1.4. Sea a > 0, fijo. Entonces la transformada de Laplace del operador integral J{* es
dado por
LlJZu)(z) = 27 Llu](2), R(z) > 0.

Para la demostracién de la Proposicién A.1.4, ver ecuacién (3.26), Capitulo 3 en Umarov [69)].

En nuestra siguiente definicién, aparece de manera natural la escala de espacios WP (I; X) para p = 1.

Definicién A.1.5. Sea o > 0, m = [a]. Considere u € L'(I; X), entonces la derivada fraccionaria de

Riemann-Liouville Df* de orden a de la funcién u se define como
DY u(t) := D" (gm—q * u)(t) = D J" %u(t), t>0, (A.1.7)
donde g, * u € W™L(I; X).

m

Denotamos el operador diferencial de orden entero Dj" := T para m € N. Ahora, debido a la
x

Observacién A.1.2, se tiene que la Definicién A.1.5 para « € (0, 1), se reduce a lo siguiente

d 1 d [
DOt = — l—a = —— — — o
S ult) dtJt u(t) T =)l /0 (t —7)"“u(r)dr, t>0,

donde u € LY(I; X), g1_o *u € AC(I; X).

Proposiciéon A.1.6. [54] Sea o« > 0, m := [«]. Entonces la transforma de Laplace de la derivada
fraccionaria de Riemann-Liouville DY u es dada como
m—1

LD u)(z) = 2°Llul(z) = Y [ DF T u(e)]
k=0

(A.L8)

t=0+
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Para la demostracién de la Proposicién A.1.6, ver ecuacién (2.248), Capitulo 2 en Podlubny [54].

Las condiciones iniciales, [D?ik*l u(t)]t o para k = 0,...,m — 1, representan derivadas fraccionarias
en el sentido de Riemann-Liouville de oraen a — k — 1 evaluadas en el instante ¢ = 0. En este instante,
cabe destacar que usualmente cuando se estudian sistemas fisicos, las condiciones iniciales del problema
son habitualmente medidas de forma experimental o impuesta sobre el sistema. Sin embargo, no eziste

hasta el dia de hoy una interpretacién fisica clara acerca de las condiciones iniciales [Df‘_k_l u(t)] R
t=0

Note que, debido a la Proposicién A.1.6 se satisface que

LIDF u(2) = 2*L[u)(2) = (g1-a * w)(07), @ € (0,1).

Ahora, deseamos notar que las operaciones de diferenciacién e integracion de orden uno no son operaciones

inversas, puesto que debido al teorema fundamental del calculo: — / s)ds = u(t), y sin embargo

t
/ u'(s)ds = u(t) — u(a), para a € R. Luego, por induccién es directo verificar que para cada m € N, se

satisface que
D JMu(t) = u(t),  J"Ditu(t) # u(t). (A.1.9)

Como es de esperar, en general nuestro operador Df corresponde a un operador inverso del operador
integracion Jf*, pero no es un inverso a la derecha de J{, para a > 0. M4s precisamente, se conoce el

siguiente resultado.

Teorema A.1.7. [5] Sea a > 0, m := [a]. Entonces, para u € L*(I; X)
D{ J2u(t) = u(t), ¢>0.

Mas atin, siu € LY(I; X), gm-a*u € W™(I; X), se satisface

H

m—

JEDF u(t) = u(t) = D (gm-a * 1) (0)gasrs1-m(t), t>0. (A.1.10)
k=0

Para la demostracién del Teorema A.1.7, ver Teorema 1.5, Capitulo 1 en Bajlekova [5].

Luego, a partir del Teorema A.1.7, se concluye el siguiente Corolario.

Corolario A.1.8. Sea a > 0, m := [a]. Entonces, para u € L'(I; X) se tiene

(i) JEDYu(t) = u(t), t >0, donde gm_o *u € W (I; X).

(i) Sia € (0,1), g1—a xu € AC(I; X). Entonces

Ji DY u(t) = u(t) = (91-a * w)(0)ga(t), ¢>0.
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En lo que sigue, deseamos notar que si u € W™!(I; X) (entonces u € LY(I; X), gm—o *u € W™H(I; X)),
entonces nuestro operador Riemann-Liouville DY (Definicién A.1.5), puede ser expresado del siguiente
modo

tk tm_l

il
o

Il
»,
-2

?
—
L

B
Il
o

u®)(0) g1 () + g (t) * ut™ (t)>

3
L

u®(0) Df gy (1) + DF (g (t) = u™ (1))

7T
LL

u® (0)gks1-a(t) + DF (gm(t) +ul™ (1))

1T
1L

U (0)gpy1—alt) + Jm"ODMu(t), t >0, (A.1.11)

il
o

donde ¢ € L(I; X), o(t) = u™(t) y ¢, = u®)(0). A partir de (A.1.11), y debido a muiltiples aplicaciones
en el campo de la fisica variados autores han usado el segundo término del lado derecho de (A.1.11) como

una definicién de derivada fraccionaria de orden «, ver Proposicién A.1.13.

Definicién A.1.9. Sea a > 0, m = [a]. Considere u € W™1(I; X), entonces la derivada fraccionaria

de Caputo Df de orden « de la funcién u se define por

D u(t) := J"ODMu(t), t> 0. (A.1.12)

En particular, sia € (0,1), u € AC(I; X), entonces a partir de la Definicién A.1.9 se tiene que la derivada

de Caputo de orden « € (0,1) es representada como,

_ 1 t B
D u(t) = () = 5y /0 (t — ) (7)dr
. (A.1.13)
! d/(t you(rydr — L0115
=—|= — 1) u(r)dr — .
F(l — a) dt 0 te ’
Algunos simples, pero relevantes resultados validos para «, 8 > 0 son los siguientes:
Ji'98(t) = gats(t), Di ga(t) =gs-alt), B=a,t>0. (A.1.14)

En particular, desde (A.1.14) se tiene que Df go(t) = 0, D{1 = g1_4(t), para a € (0,1). Note que, es
directo desde (A.1.12) que D§*1 =0, para a > 0.

Corolario A.1.10. [5] Sea a > 0, m = [a]. Considere u € C™ YI; X), gm_o *u € W™(I; X),
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entonces se satisface que

m—1
D¢ u(t) = D <u(t) -> u(k)(O)ng(t)) , t>0. (A.1.15)

La demostracién del Corolario A.1.10, es una simple consecuencia desde (A.1.11), (A.1.12), (A.1.14).

En particular, si « € (0,1), u € C(I; X), g1—a * u € AC(I; X), entonces a partir de (A.1.14) y Corolario
A.1.10 se tiene que

D u(t) = Difu(t) — u(0)] (A116)
= D u(t) — u(0)g1—a(t), t>0.

De forma andloga, al Teorema A.1.7 notamos que la derivada en el sentido de Caputo D{' corresponde
a un operador inverso a la izquierda del operador integracién Jf*, pero en general no corresponde a un

inverso a la derecha.

Teorema A.1.11. [5] Sea o >0, m = [a]. Considere u € L*(I; X), entonces para u € L'(I; X)
DY Jfu(t) = u(t), t>0.

Mds aiin, siu € C™ YI; X), gm—o*u € W™L(I; X) se satisface que

—_

JEDYu(t) = u(t) = > u®(0)gpyi(t), t>0. (A.1.17)
k=0

La demostracién del Teorema A.1.11, se obtiene de forma directa del Teorema A.1.7 y Corolario A.1.10.

Luego, a partir del Teorema A.1.11 se desprende el siguiente Corolario.

Corolario A.1.12. Sea a > 0, m := [a]. Considere u € L*(I; X), entonces se tiene que

(i) J& D2 u(t) = u(t), t >0, donde u € WJ"(I; X).

(i) Sia € (0,1), ue C(I;X), gi—a xu € AC(I; X). Entonces se satisface que

J& D u(t) = u(t) —u(0), ¢>0.

De forma andloga, al Teorema A.1.6 se conoce la transformada de Laplace del operador D{' u para u

suficientemente regular.
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Proposiciéon A.1.13. [54] Sea oo > 0, m := [a]. Considere uw € C™(R.), entonces la transformada de

Laplace de la Derivada de Caputo D u es dada por

m—1
L] D ul(z) = 227 k=L Dhy (1) o’ R(z) >0, (A.1.18)
k=0

donde 2> = |z|*e'®&(2) | arg(z)| < .

Para la demostracién de la Proposicién A.1.13, ver ecuacién (2.253), Capitulo 2 en Podlubny [54].

Notamos que, en este caso las condiciones iniciales Dfu(t) obarak=0,...,m—1, son perfectamente

-
comprendidas desde el aspecto fisico en contraste al caso descrito en (A.1.8). Por ejemplo, si u(t) denota

o €s la posicion inicial de nuestra particula en el instante

la posicién de una particula, entonces D?u(t)| i

t =0, D}u(t es la

corresponde a la velocidad de nuestra particula en el instante ¢t = 0, D?u t)‘ 0

Mo
aceleracion de nuestra particula en el instante t = 0, etcétera. Para mas detalles, se sugiere seccion 2.4
en [54].

En particular, si a € (0,1), u € C([0,00)). Entonces, a partir de la Proposiciéon A.1.13 se desprende que

LD u)(z) = 2°Llu)(z) — 22 u(0), RN(z) > 0. (A.1.19)

A.2 Funciones de Mittag-LefHer

La funcién de Mittag-Lefller desempena un rol importante en la soluciéon de ecuaciones diferenciales de

orden fraccionario, [5]. Esta funcién z — E, 3(z) para z € C, se define como [7,27,50]:

i i/ e e B0, €C (A.2.1)
k:OFak—i—ﬁ omi Jy, o=z @P>0zel 2

donde T'(+) es la funcién gamma de Euler, Ha_ corresponde a un camino cerrado, el cual comienza y
termina en —oo acercéandose a lo largo del semi eje negativo y rodeando el disco [£] < |z|/® contra reloj:
—7 < arg(§) < m sobre Ha_ (curva conocida como camino de Hankel). Por brevedad en la notacién, a

partir de (A.2.1) denotaremos por E, 1(z) := E,(2)®)] es decir,

> k
z
Z) = kE:O m, o > 0, A C (A22)

®)La funcién E.(-) fue definida y estudiada por Mittag-Leffler en el ano 1903. Esta funcién es una generalizacién directa
de varias funciones transcendentales, esto es, F1(£z) = e**, Fy(—22) = cos(z), E2(2?) = cosh(z), etc.
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Note que, la funcién de Mittag-Leffler z — E,(z) es una funcién entera, para o > 0. En el caso limite,

oo
1
a — 0% la analiticidad de E,(-) sobre C se pierde, ya que Ey(z) := E 2k = T para |z| < 1.
-z
k=0

Proposiciéon A.2.1. [26] Sea 0 < o < 1, entonces la funcion de Mittag-Leffler Eo(—x) es completa-

mente mondtona para x > 0.

La funcion Mittag-Leffler desempena un rol de caracter fundamental en la teoria de ecuaciones difer-
enciales de orden fraccionario. Es bastante conocido que la funcién de Mittag-Leffler E,(z) satisface la
siguiente igualdad diferencial

D¢ B, (wt®) = wEq(wt®), w € C. (A.2.3)

El siguiente resultado, corresponde a una proposicién que permite conocer la transformada de Laplace

de nuestra funcién de Mittag-Leffler E,(-).

Lema A.2.2. [/1] Sea o > 0,t > 0,. Entonces, la transformada de Laplace de la funcion z — Eq(fwt®),

es representada como

a—1

L[Eq(xwt™)](2) = Zj — R >0weC s> Jw| /.

Para la demostracion del Lema A.2.2; ver ecuacién 1.9.13, Capitulo 1 en Kilbas, A. et al. [41].

El siguiente lema, corresponde a una estimacién de la aplicacién z — E,(z) sobre dos sectores del plano
complejo. Este resultado, resulta fundamental en nuestros teoremas de existencia y unidad de soluciones

de los problemas de interés.

Lema A.2.3. [54] Sea o € (0,1), T < 0 < wa. Entonces se satisfacen las siguientes estimaciones para

la funcion de Mittag-Leffler Eq(-):

(i) Silarg(z)| <0, |z| >0:

1 M.
E < M;e®Ee) 2
| Ol(z)| — 1€ + 1+ ’Z‘
(ii) Si 6 < |arg(z)| <m, |z] >0:
M,
E < .

Notamos que M; para i = 1,2 depende de «, pero no del nimero complejo z.

Para la demostracién del Lema A.2.3, se sugiere ver Teorema 1.5 y Teorema 1.6, capitulo 1 en Podlubny,
L. [54].

Observacion A.2.4. Note que, para a € (0,1), 8 > 0y considerando el niimero complejo z := (—it)*|¢|? =
|€|Ptee=oT1/2 | se tiene que

—0 < arg(z) = —an/2 <0 < 7a,
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para cada ma/2 < 6 < wa. Luego, aplicando el Lema A.2.3 parte (i), se deduce que existen constantes

no negativas M7, My de modo que

|Eo ((—it)¥|€1%)| < My + <M, t>0,§€cR" (A.2.4)

My
1+ |€]fte —

Teorema A.2.5. [26] Sea o € (0,1), |arg(z)| < ma, z # 0. Entonces, la funcion de Mittag-Leffler E,(-)

posee la siguiente representacion
o

—l—/ K (r, z)dr, (A.2.5)
0

donde el nicleo K,(r,z) es dado por,

e sin(ra)

ma(r? — 2rz cos(ma) + 22)°

Ky(r,z) = —

Para la demostracion del Teorema A.2.5, se sugiere ver Capitulo 4, Teorema 4.20 en Gorenflo, R., et
al. [26].

Observacion A.2.6. Note que, a partir del Teorema A.2.5 para a € (0,1), z = (—it)*|¢]*, se deduce que

Eo((=it)*[¢]%) = —

L e _ L /°° " (—it)*|¢]* sin(ma) "
a 0 —2r(

_ 1 itlgpere
(6%
1

Ta i) cos(ma) + (—it) g

00 7,',,1/04
(&

_ S(_\X &3 tOé d .

S st [ e oty TR

Luego, considere r(7) := (7t)®, de donde derivando r con respecto a T se tiene que dr = ar® t%dr. De

este modo,

1 —itlgj=/e
o
1 e $(—i) sin(ra)t¥e Ttare 1™
d
- T
o Jo o T2t — 2|€|5(—i) Tt cos(mar) + €25 (—it)2
_ L itlgpere
a
1 o) S Ve —T1t a—l
/ |€]°(—2)% sin(7ra)e dr
0

o 20 =20 |> (=) T cos(ma) + [§[*(—i)>

Ea((=it)*[E]%) =

1 s s/a
R

(6%
1 eth a—1

- LI sintne) [ e e

En consecuencia, definiendo p := |£]*(—7)%, se desprende la siguiente representacién de nuestra funcién

EO!(')’

—TtTa—l

_ fma“a LI L/“° ¢
E.((—it)*|€]%) = 7Tpsm(ﬁoz) T3 2pr cos(ma) 1 2 dr, (A.2.6)
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donde a € (0,1),s > 0. A partir de (A.2.6), se puede deducir que la aplicacién ¢t — E,((—it)*|¢|®) para

, . . . s s/a 4 . .
t — oo, se comporta como un término oscilatorio ée €1 menos un segundo término que tiende a

cero, cuando t es suficientemente grande.

A.3 Transformada de Fourier, distribuciones temperadas y resultados de Analisis

Armonico

En esta seccion, proporcionamos una presentacién breve de las definiciones y propiedades elementales
usadas en este trabajo, una herramienta clave representa la transformada de Fourier F. En una primera
parte, definimos la transformada de Fourier sobre L' := LY(R"), S := S(R"), L? := L?(R"), y luego
por dualidad se define sobre el espacio de las distribuciones temperadas S’ := §’(R™). Mds precisamente,
enunciamos el Teorema de Plancherel, Teorema de inversién de Fourier, transformada de Fourier sobre
el espacio L?, transformada de Fourier sobre S’. En una segunda parte de esta seccién presentamos la

regla de Leibniz fraccionaria y algunos resultados cldsicos de andlisis armonico.

La transformada de Fourier u — F(u), se define sobre L' como [62]:

Fu)©) = ile) = 2n) "2 [ eiotul)dn, ¢ R, (A3.1)

n

donde z - ¢ denota el producto interno sobre R™. Luego, F : L' — L> es una aplicacién lineal continua.
Ahora, introducimos el espacio de Schwartz S C L', el cual representa un herramienta bésica para
extender la transformada de Fourier a la clase de distribuciones temperadas S’. Primero, es necesario

introducir la siguiente notacién: Si o := (aq,...,ay),8 := (b1,...,Pn) € Nj son multi-indices, entonces
n

la longitud |a| de « se define por |af := Zai. También se define 27 = :cfl calh DY = D' .- Dgn

i=1
donde el operador diferencial D; := —i%, i = —1, con j = 1,...,n; denotamos ademds el operador
diferencial de orden «, 0, como
oYt aon
0 =—n o ———, x=(21,...,2) € R™. A.3.2

Definiciéon A.3.1. El espacio de Schwartz S es el conjunto de funciones suave u sobre R”,

S:={uecC®: 2D e L, para o, > 0}, (A.3.3)

Es conocido que S equipado con la familia de seminormas,

pr(u) = > sup (1 + [2[*)*?|D*u(z)|,u € S,
‘a|§kmER"
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corresponde a un espacio de Fréchet. Note que, la transformada de Fourier F : § — S es un automorfismo

isométrico sobre S.

Se define el operador lineal F* como

FHu)() = FLu)(€) = (2m) /2 / e u(z)dz, €€ R, (A.3.4)

n

el cual difiere de (A.3.1) sélo en el argumento de la funcién exponencial. Note que, debido a (A.3.4) es
directo que F* : L' — L>®°, F*: S — S, y en el caso que u,v € S se tiene que (F(u),v) = (u, F*(v)).

Maés atn, se puede concluir la férmula de inversiéon de Fourier
F*F=FF"=1I, sobre S. (A.3.5)
Luego, debido a la identidad (A.3.5), se tiene que
(Fu, Fv) = (u, F*Fv) = (u,v) = (F'u, F*v), u,v€S.
En consecuencia, debido a la continuidad de F y F* sobre S, es posible extender la transformada de

Fourier F de manera tinica desde S al espacio L?. De esta manera, se tiene el siguiente resultado.

Teorema A.3.2. (Plancherel, [65]) Sea F : L> — L? la transformada de Fourier, entonces F es un

operador unitario, con inversa F*.

Definiciéon A.3.3. Una distribucién temperada sobre R” es cualquier funcional lineal continuo sobre S.

El conjunto de distribuciones temperada lo denotaremos por

S :={T:8 — C, T lineal y continuo sobre S}. (A.3.6)

Luego, por definicién si T' € S’ se tiene que existe C' no negativo y un entero k tal que |T'(u)| < Cpg(u),
para cada u € S. Un ejemplo candnico de distribuciones temperadas es dado por las LP—funciones, esto
se debe a que se puede identificar LP como un subespacio de §’, via una inyeccién continua T : L — &',

definida como T¢(u) = (T, u) := / f(@)u(z)dx, we S, f € LP, donde 1 < p < oo.
Rn

Ahora bien, con el fin de extender la definicién de la transformada de Fourier a distribuciones temperadas
S’, consideramos u € S y debido al automorfismo F : § — S, se puede definir la transformada de Fourier

F como

FT(u) = (FT,u) = T(u) := T(Fu), ueSTecS. (A.3.7)

De forma andloga, se define el operador F* como F*T'(u) = (F*T,u) := T(F*u),u € S. Luego, es directo

que F,F*: 8 — &', corresponden a isomorfismos lineales continuos sobre S’.
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Proposicién A.3.4. [65] Sea F:S' — S’ la transformada de Fourier descrita en (A.53.7), entonces
FF=FF'=1I §.

Teorema A.3.5. [49] Seaue LP,ve L4 1<p,q<oco con % + % > 1. Entonces uxv € L". Mds ain,
se satisface que

lux ol r < [lullze [0l e,

donde % ==4=—1.

1.1
P a
Ahora, deseamos recordar algunas estimaciones que seran de utilidad en este trabajo. El siguiente lema,
conocido como la desigualdad de Hardy sobre R™ corresponde a un resultado clave para la demostracién

de nuestro Lema 1.1.16.

Lema A.3.6. (Desigualdad de Hardy [64]) Sea 0 < s < n/2, u € H®. Entonces, existe una constante no
negativa C = Cs,, de modo que,

u
|| < et

L2
Para la demostracién del Lema A.3.6, se sugiere ver e.g., Lema A.2 en Tao [64].

Enunciamos un teorema bien conocido en la literatura llamado la desigualdad de Hardy-Littlewood-

Sobolev sobre R™, dado como.

Teorema A.3.7 (Desigualdad de Hardy-Littlewood-Sobolev [61]). Suponga que v € (0,n), 1 <p < q <
1 _

oo de modo que — = — — u Entonces, para u € LP existe una constante no negativa C' = C,,, tal

q P n

que

u *

1
BE H < ClullLe- (A.3.8)
La

Para la demostracién del Teorema A.3.7, puede revisar el Capitulo VIII seccién 4.2 en Stein [61].

1 1 —
Corolario A.3.8. Sea v € (0,n), 1 <p < g < oo de modo que — = — — (n 7). FEntonces para u € LP,
q p n
existe una constante no negativa C = C(vy,n) tal que
1
[ (W)l 2o < llebloo |fu T, S CllYlloollull e, (A.3.9)
La

El siguiente teorema, el cual es til en el capitulo 4, proporciona una estimacién para (—A)*2(uv), (I —

A)*/?(uv) sobre L", para ciertos u, v.
Teorema A.3.9 (Regla de Leibniz fraccionaria [16], [29], [39]). Suponga que s > 0, 1 < r < oo,

1 1 1
1 < p1,p2,q1,q2 < 00, de modo que — = — + —, para cada i=1,2. Entonces, para u,v € S, existe una
r i @
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constante no negativa C tal que se satisfacen las siguiente estimaciones,
I(=2)*"2(uv)|| - < © [H(—A)S/QUHLmHva + llull L2 H(—A)s/szm} : (A.3.10)

107 = 2)*(uv)||r < © [II(I— AV Pull o ol + Jull e |l( A)S/%Hm} : (A.3.11)

Para la demostraciéon del Teorema A.3.9, ver Teorema 1 en Grafakos & Oh [29], donde examinan las
desigualdades (A.3.10)-(A.3.11) en un sentido mds general. Notamos que, tempranamente Christ & We-
instein en [16], demuestran la desigualdad (A.3.10) para el caso s € (0,1), 1 < r,p1,p2,q1,q2 < 00, ¥
asumiendo que uw € LP2 N H%P1 v € LT N H%,

Mas tarde, Kato en [39] prueba la desigualdad (A.3.10) para s > 0, 1 < r < o0, 1 < p1,q2 < 0,

1 < q1,p2 < 00, y considerando que

u € LP2 N HP v e L9 N HS®,

1 1 1
Teorema A.3.10 (Desigualdad de Holder [56]). Sean p,q,r > 1, de modo que — = —+—, u € LP,v € L1.
r p q

Entonces, uwv € L™ y se satisface que

[uvllzr < [lullze ||v]|ze- (A.3.12)
Para la demostracién del Teorema A.3.10, ver e.g., Teorema III.1 parte (c) en Reed y Simon [56].

A.4 Operador solucién y semigrupo de operadores

En la presente seccién, es desarrollada para describir las propiedades clasicas asociadas a un operador
solucién, semigrupo de operadores, y dichos resultados seran utilizados principalmente en el Capitulo 2

de este trabajo de tesis.

Teorema A.4.1. [33] Sea T € B(L?) un operador lineal acotado, tal que T, = 7, T, para h € R™.

Entonces, existe m asociado a L? de modo que
Tu=F 'mF(u)], wueL?
es un operador acotado.
Para la demostracién del Teorema A.4.1, ver e.g., Teorema 1.2 en Hormander [33].
Proposicion A.4.2. [1] Sea A operador sobre X, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(a) A genera un semigrupo analitico acotado sobre X;

(b) El conjunto {z € C: R(z) > 0} C p(A), y se satisface

M := sup ||AR(\ A)| < oc.
R(N)>0

Para la demostracion de la Proposicién A.4.2, ver e.g., Corolario 3.7.12 en Arent, et al. [1].

Proposicion A.4.3. [1] Sea (A, D(A)) operador lineal, (A)X = X. Entonces, A genera un Co—semigrupo
sobre X tal que | T(t)|| <1 para t >0 si y sdlo si (0,00) C p(A) y se satisface que

INROVA)| <1, A>o0.

Para la demostracién de la Proposicién A.4.3, ver e.g., Corolario 3.3.5 en Arent, et al. [1].

Proposiciéon A.4.4. [1] Sea oy € X, A genera un Cy—semigrupo analitico sobre X. Entonces, existe
una unica funcion u € C*((0,00); X) N C([0,00); X) N C((0,00); D(A)) satisfaciendo el problema de
primer orden u'(t) = Au(t), t >0, donde u(0) = xo.

Para la demostracion de la Proposicién A.4.4, ver e.g., Corolario 3.7.21 en Arent, et al. [1].

Lema A.4.5. [5] Sea a € (0,1), fijo. Suponer que el operador A € C*(w), entonces A € C*(w'/®).

Para la demostracién del Lema A.4.5, ver e.g., Corolario 2.10 en Bajlekova [5].

A partir de la referencia [5], se define la siguiente clase de operadores,
AccClw):= U C(My, w) < existe My > 1, A € C1(My, w)
M>1
& existe My > 1, u/(t) = Au(t), u(0) = ug tiene operador solucién

T1(t) tal que || Ty ()| < Moe™ ,t > 0.
Maés atn, consideramos la siguiente clase de operadores soluciéon definidas como

AeC¥w):= U C*(Mp,w) < existe My > 1, A € C*( My, w)
M>1

& existe My > 1, DY u(t) = Au(t), u(0) = ug tiene operador solucién

T, (t) tal que || T ()| < Moe™ ,t > 0.

Lema A.4.6. [5] Sea oo € (0,1), p(A) D {z: R(2) > 0}, y que existe una constante no negativa C, de

modo que

[R(z, Al < C/R(z), R(z) > 0.

83



Entonces, se tiene que A € A*(min{(1/a — 1)7/2,7/2},0)
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Conclusiones

En este trabajo de tesis, se obtuvieron contribuciones originales asociadas a la existencia, uni-
cidad, regularidad y representacién de soluciones continuas para una clase de ecuaciones Schréodinger
homogéneas, lineales y no lineales tiempo-espacio fraccionario en el marco de un espacio de Sobolev de

orden fraccionario H®, para s > 0.

En una primera etapa, obtuvimos existencia, unicidad y representaciéon de soluciones continuas sobre
la semi-recta real positiva a valores el espacio de sobolev H®, s > 0, para una clase de ecuaciones
Schrodinger homogéneas tiempo-espacio fraccionario, definidas por el operado Laplaciano fraccionario.
Para esto, usamos método de transformas y un resultado fundamental proveniente del articulo [28].

Ademsds, proporcionamos algunas propiedades de regularidad de nuestra solucién.

En una segunda etapa, desarrollamos un estudio de existencia, unicidad y representacién (integral) de
soluciones continuas sobre el intervalo [0, 7], T' > 0, a valores el espacio de sobolev H® s > 0, para una
clase de ecuaciones Schrodinger lineales tiempo-espacio fraccionario. Para esto, usamos método de trans-
formas integrales, y el estudio desarrollado del problema homogéneo asociado. Ademaés, proporcionamos

una estimacion de nuestra solucién, ne términos de los datos del problema.

Finalmente, en un tercera etapa desarrollamos un estudio de existencia, unicidad y representacién integral
(formula de Duhamel) de soluciones continuas sobre el intervalo [0,7], T' > 0, a valores el espacio de
sobolev H®, s > 0, para una clase de ecuaciones Schrédinger no lineal tipo Hartree tiempo-espacio
fraccionario. Para esto, probamos condiciones apropiadas tipo Lipschitz en el término no lineal u +>
G(u) = K, (Ju/*)u, para cada u € B, C H® (B, bola cerrada), para luego emplear el teorema de punto
fijo de Banach. Note que, la solucién de la ecuacién no lineal es escrita en términos de la funciéon de
Mittag-Leffler E(+), ug y el término no lineal G(u). En adicién, probamos que la aplicacién dato-solucién,

F:H®*— C(]0,T]; H*), donde ug — u corresponde a una aplicacién continua sobre H*.
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