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Profesor Gúıa:
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Resumen

UN ESTUDIO DE LA ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER TIEMPO-ESPACIO

FRACCIONARIO.

José Victorino Ramı́rez Molina

Mayo–2019

Esta tesis tiene como objetivo estudiar condiciones suficientes para la existencia, unicidad, re-

presentación (expĺıcita e impĺıcita) y regularidad de soluciones para una cierta clase de ecuaciones de

Schrödinger de tipo homogéneas, lineales y no lineales determinadas por el operador Laplaciano frac-

cionario. Esta investigación, se desarrolla sobre una escala de espacio de Sobolev apropiado. Además,

presentamos ejemplos expĺıcitos de ecuaciones que pueden considerarse en nuestros marco de estudio.
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Abstract

A STUDY OF THE EQUATION OF SCHRÖDINGER TIME-SPACE

FRACTIONAL.

José Victorino Ramı́rez Molina

Mayo–2019

This thesis aims to study sufficient conditions for the existence, uniqueness, representation (explicit

and implicit) and regularity of solutions for a certain class of equations of Schrödinger of homogeneous,

linear and non-linear type determined by the operator Fractional Laplacian. This research is developed on

an appropriate Sobolev space scale, and we present explicit examples of equations that can be considered

in our study framework.
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No puede existir un lenguaje másuniversal y simple, más arente deerrores y osuridades, y por lo tantomás apto para expresar las relaionesinvariables de las osas naturales[...℄. Las matemátias pareenonstituir una faultad de la mentehumana destinada a ompensar labrevedad de la vida y laimperfeión de los sentidos.
Jean-Baptiste Joseph Fourier

(1768–1830)

Matemático Francés.
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Introducción

El objetivo principal de este trabajo es estudiar la existencia, unicidad, regularidad y representación

de soluciones continuas para una clase de ecuaciones de Schrödinger tiempo-espacio fraccionario en el

contexto de ecuaciones homogéneas, lineales y no lineales con una no linealidad del tipo Hartree. Nuestra

investigación, se ha desarrollado sobre una escala de espacios de Sobolev de orden fraccionario Hs(Rn),

con n ≥ 1, s > 0 fijos.

En las últimas décadas, la mecánica cuántica fraccionaria ha surgido y ha generado un interés

creciente en investigar la nueva ecuación fundamental: “la ecuación de Schrödinger espacio fraccionaria”,

se sugiere ver e.g., [18,32,43–45]. El origen de esta nueva clase de mecánica cuántica de orden fraccionario,

fue construida inicialmente por el autor Laskin, N., en una secuencia de art́ıculos seminales [43–45]. Esta

construcción, fue obtenida por medio de integrales de camino sobre distribuciones de probabilidad no-

Gaussianas tipo-Levy (caminos cuánticos no estándar), similarmente a la célebre derivación de Feynman

[21] por medio de integrales de camino sobre distribuciones de probabilidad Gaussiana tipo-Browniano

(caminos cuánticos estándar), lo cual en este segundo caso produce la famosa ecuación de Schrödinger

lineal estándar: iut = −∆u + V u, para cierto potencial de enerǵıa V , ∆ denota el Laplaciano. Más

precisamente, el pionero autor Laskin, N. en el año 2000 [43,44], descubre como modelar por medio de una

ecuación la dinámica del movimiento de una part́ıcula cuántica fraccionaria en el caso uno dimensional, la

cual está gobernado por el problema no local (0.0.2) para α = 1, donde consideramos ausencia de enerǵıa

potencial y con operador Laplaciano fraccionario, Hs := (−~∆)s/2, ~ denota la constante de Planck,

s ∈ (1, 2] denota el ı́ndice tipo Lévy (cuando α = 1, s = 2, es ampliamente conocido que la distribución

tipo Lévy se reduce en una de tipo Gaussiana, y el comportamiento de la dinámica se transforma en

un proceso de movimiento Browniano). En el caso del problema (0.0.2) para α = 1, s > 0 la ecuación

de Schrödinger espacio fraccionario, permite que la mecánica cuántica fraccionaria soporte todos los

fundamentos de la mecánica cuántica estándar (e.g., existencia de operador solución unitario, presencia

de la ley de conservación de probabilidad, entre otras propiedades.), [47]. Además, Laskin, N. en el año

2002 [45], describe que “La ecuación de Schrödinger espacio fraccionario nos proporciona un punto de

vista general sobre la relación entre las propiedades estad́ısticas de los camino de la mecánica cuántica y

la estructura de las ecuaciones fundamentales de la mecánica cuántica”. Para un revisión de aplicaciones,

principios de la mecánica cuántica de orden fraccionario y propiedades de la dinámica que describe la
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ecuación de Schrödinger espacio fraccionario, se sugiere ver e.g., [32], [34], [46].

Con posterioridad a la construcción de la mecánica cuántica espacio fraccionaria realizada por

Laskin, N. Se introduce y desarrolla los aspectos preliminares de la mecánica cuántica tiempo frac-

cionaria, se sugiere ver e.g., [9, 36, 37, 52, 67]. Más precisamente, inspirados por las investigaciones de

Laskin, N. [43,44]. El autor Naber, M., en el año 2004 [52], introduce la derivada fraccionaria temporal

en el sentido de Caputo en lugar de la derivada de primer orden en la ecuación de Schrödinger ho-

mogénea estándar (α = 1, s = 2 en nuestro problema (0.0.2)). Naber, M., para conseguir la ecuación de

Schrödinger tiempo fraccionaria implemento la rotación wick t 7→ −it, sobre el t−plano complejo elevan-

do la unidad imaginaria i a la misma potencia fraccionaria que posee el operador diferencial de Caputo

en la ecuación diferencial de difusión tiempo fraccionario (0.0.1), de este modo el autor consiguió la

ecuación de Schrödinger tiempo fraccionaria (0.0.2), asumiendo que la enerǵıa potencial del sistema es

nulo, y que la part́ıcula tiene masa cero. La ecuación (0.0.2), para α ∈ (0, 1), s = 2, n = 1 nos permite de-

scribir la dinámica de procesos de evolución no-Markovianos en el contexto de f́ısica cuántica. Naber, M.,

resolvió la ecuación de Schrödinger tiempo fraccionario para una part́ıcula libre (i.e, la enerǵıa potencial

V de la dinámica es nula) y para el caso de un potencial no nulo V suficientemente regular. Además,

concluyo que el problema (0.0.2) con operador pseudo-Hamiltoniano Hs = (−~
2∆)s/2 + V (t, x), donde

~ denota la constante de Planck, es equivalente a la ecuación de Schrödinger estándar, sin embargo con

un operador Hamiltoniano no local tiempo dependiente definido como,

Hαu(t, x) := −(−i)α∆D1−α
t u(t, x) + (−i)α D1−α

t u(t, x) +
Dα

t u(t, x)|t=0

t1−αΓ(α)
, α ∈ (0, 1),

donde (−i)α = eiαπ/2, ∆ denota el operador laplaciano sobre R
n, Dα

t corresponde a la derivada frac-

cionaria en el sentido de Caputo de orden α, ver Apéndice A, sección A.1 para la definición del operador

Dα
t . Más tarde, Iomin, A., en el año 2009 [36], [37], establece el modelo (0.0.2) para orden α = 1/2, s = 2

y operador Hamiltoniano definido como H := ∆ + V (x), donde V denota la enerǵıa potencial del sis-

tema. En el art́ıculo [36], se demuestra que la dinámica cuántica tiempo fraccionaria de orden α = 1/2

es modelada por medio de la mecánica cuántica estándar (α = 1) en el marco de un modelo de comb

(la ecuación de Schrödinger de orden 1/2 es isopectral a un modelo de comb), y se argumenta que la

ecuación de Schrödinger tiempo fraccionaria de orden α = 1/2 describe una evolución no Markoviana con

un efecto de memoria definida por el núcleo del operador diferencial de orden fraccionario D
1/2
t , para

t > 0. Es necesario señalar, que la clase de ecuaciones de Schrödinger tiempo fraccionario (0.0.2) para

s = 2, no satisface las siguientes leyes fundamentales de la f́ısica cuántica, [47]: La presencia de la ley de

superposición cuántica; existencia del operador solución unitario; la presencia de la ley de conservación de

probabilidad; existencia de niveles de enerǵıa estacionarias del sistema cuántico, entre otras propiedades

de interés.

En un marco más general, en el caso de una ecuación de Schrödinger tiempo-espacio fraccionario

lineal se han desarrollado algunas investigaciones examinado diferentes aspectos anaĺıticos y probabiĺısti-
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cos de la solución de esta clase de problemas, algunos art́ıculos pioneros en está ĺınea de investigación

son e.g., [19, 47, 59, 70]. Los autores Wang, S. & Xu, M., en el año 2007 [70] junto con Dong, J. & Xu,

M. en el año 2008 [19], combinaron tanto la ecuaciones propuestas por Laskin, N. (clase de ecuaciones

de Schrödinger espacio fraccionario lineales) y las ecuaciones propuestas por Naber, M. & Iomin, A.

(clase de ecuaciones de Schrödinger tiempo fraccionario lineales) y surgió de forma natural las ecua-

ciones de Schrödinger tiempo-espacio fraccionario lineales. Las ecuaciones de Schrödinger tiempo-espacio

fraccionario lineal incluyen tanto un operador derivada de orden fraccionario en la variable temporal

(usualmente derivada en el sentido de Caputo de orden α, Dα
t , t > 0.) y derivada fraccionaria en la

variable espacial (operador Laplaciano fraccionario de orden s/2, (−∆)s/2, s > 0). Wang, S. & Xu,

M., [70], establecen el modelo (0.0.2) (correspondiente a la dinámica de una part́ıcula libre) y el modelo

(0.0.4), para α ∈ (0, 1), s ∈ (1, 2) con operador Hamiltoniano asociadoHs := (−∆)s+V (t, x). Determinan

soluciones exactas (de manera formal) por intermedio de la técnica de transformadas integrales (transfor-

mada de Fourier y transformada de Laplace) en el caso de potencial nulo (V = 0), y determinan algunas

propiedades de la dinámica en el caso de un potencial no necesariamente (V 6= 0). Posteriormente,

Dong, J. & Xu, M. [19], determinan la solución exacta de la ecuación de Schrödinger tiempo-espacio

fraccionario para un δ−potencial tiempo independiente V (t, x), t > 0, x ∈ R. Más precisamente en [19],

asumen que la solución de (0.0.2) es de variable separables y determinan de este modo la representación

de la solución en el caso que α ∈ (0, 1); s ∈ (1, 2]; y en el caso que α ∈ (1, 2); s ∈ (1, 2] del problema

(0.0.2) sobre [0,∞)× R, para más detalles, se sugiere consultar [9]. Ahora, más recientemente en el año

2017 Górka, P., Prado, H. & Trujillo, J. [28], investigan el problema homogéneo (0.0.2) sobre el marco

general de un espacio de Hilbert H, donde consideran el orden α ∈ (0, 1) y un generador autoadjunto

A sobre H que determina la ecuación de Schrödinger tiempo fraccionario. Luego, a partir del teorema

espectral los autores prueban existencia, unicidad y representación de la solución pseudo-diferencial e

ilustran que dichas soluciones son gobernadas por una familia de operadores solución {Uα(t)}t≥0. Más

aún, se demuestra que Uα(t) → e−itA para α→ 1+, en este marco general si consideramos A := (−∆)s/2,

para s > 0, el problema se reduce al considerado en (0.0.2).

Esta tesis está organizada en cuatro caṕıtulos y un apéndice, en lo que sigue daremos una breve descrip-

ción de cada uno de los caṕıtulos y apéndice que conforman este trabajo de investigación.

En el Caṕıtulo 1, estaremos interesados en definir la escala de espacios de Sobolev no homogéneos

Hs,p(Rn), para s ≥ 0, 1 < p < ∞ junto a la escala de espacio de Sobolev homogéneos Ḣs,p(Rn), para

s ≥ 0, 1 < p < ∞, los cuales han sido definidos v́ıa la transformada de Fourier. Aplicaremos, el teorema

de multiplicadores de Mikhlin en algunos resultados de interés, y examinaremos algunas propiedades

elementales del operador Laplaciano fraccionario (−∆)s/2 actuando sobre su dominio natural Hs(Rn),

con s > 0, para más detalle se sugiere revisar e.g., [11, 12,17,24,42].

En el Caṕıtulo 2, nos concentraremos en una primera etapa en determinar condiciones suficientes

que garanticen existencia, unicidad y regularidad de solución clásica (global) para la siguiente clase de
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ecuaciones de sub-difusión relativista tiempo-espacio fraccionario, se sugiere ver e.g., [3, 10,51,58,71]:





Dα
t u(t, x) = −(−∆)s/2u(t, x), (0,∞)× R

n

u(0, x) = u0(x), u0 ∈ Hs(Rn),
(0.0.1)

donde α ∈ (0, 1], s > 0, Dα
t denota la derivada fraccionaria en sentido de Caputo de orden α, −(−∆)s/2

corresponde al operador Laplaciano fraccionario de orden s/2 definido v́ıa transformada de Fourier sobre

R
n (ampliamente conocido en la literatura como potencial de Riesz de orden s/2 o bien en el contexto de

mecánica cuántica como derivada fraccionaria de Riesz cuántica de orden s/2, [44]), donde su śımbolo

no clásico es dado por −|ξ|s, ξ ∈ R
n. En este trabajo, el problema (0.0.1) será resuelto v́ıa técnica de

transformadas integrales en la variable temporal y espacial para determinar la solución u. Más precisa-

mente, nuestra solución clásica u (global) son expresadas en término de la convolución de una núcleo

fundamental de orden fraccionario Gα,s(·, ·) contra el dato inicial del problema u0 ∈ Hs(Rn), y debido a

está representación de u podemos demostrar que nuestras soluciones pertenecen a una clase apropiada de

espacio de sobolev Hs(Rn), con s > 0. Más aún, demostramos un resultado de regularidad y decaimiento

de nuestra solución u sobre Hs(Rn), para s > 0, α ∈ (0, 1].

En una segunda etapa del presente caṕıtulo, investigaremos condiciones suficientes que garanticen exis-

tencia, unicidad y propiedades de regularidad de solución clásica (global) para la siguiente clase de ecua-

ciones de Schrödinger homogéneas tiempo-espacio fraccionaria, determinada por un operador Laplaciano

de orden fraccionario (−∆)s/2, ver e.g., [8, 28,53,59]:





Dα
t u(t, x) = (−i)α(−∆)s/2u(t, x), (0,∞) × R

n

u(0, x) = u0(x), u0 ∈ Hs(Rn),
(0.0.2)

donde α ∈ (0, 1), s > 0, (−i)α = e−απi/2, Dα
t denota la derivada fraccionaria en sentido de Caputo de

orden α. De forma más precisa, consideramos u0 ∈ Hs(Rn) y deseamos responder las siguientes preguntas:

¿Cuáles son las condiciones suficientes de solubilidad de (0.0.2) en términos del dato inicial u0, de modo

de asegurar existencia y unicidad de soluciones clásicas a nuestro problema homogéneo?, ¿Cuáles son

las condiciones suficientes del problema (0.0.2) que permiten asegurar soluciones clásicas de tipo radial?.

Estás interrogantes, serán respondidas esencialmente examinando la representación pseudo-diferencial de

nuestra solución clásica u, [28], descrita como,

u(t, x) = F−1[Eα((−it)α|ξ|s)F(u0)(ξ)](x), t > 0, x ∈ R
n, (0.0.3)

donde Eα(·) denota la función de Mittag-Leffler de orden α; F ,F−1 corresponden a la transformada

de Fourier y Fourier inverso respectivamente en el sentido L2(Rn), para u0 ∈ Hs(Rn). Posteriormente,

estudiaremos nuestro problema (0.0.2) para un ejemplo concreto de condición inicial u0, y describimos

de forma expĺıcita nuestra solución u usando el teorema principal de la sección.
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En el Caṕıtulo 3, estaremos interesados en determinar condiciones suficientes que garanticen

existencia, unicidad y regularidad de solución clásica u para la siguiente clase de ecuaciones de Schrödinger

lineal tiempo-espacio fraccionario, [47]:




iα Dα

t u(t, x) = (−∆)s/2u(t, x) + f(t, x), (0, T ] × R
n,

u(0, x) = u0(x), u0 ∈ Hs(Rn),
(0.0.4)

donde α ∈ (0, 1), iα = eαπi/2, s ∈ (0, 1), Dα
t denota la derivada fraccionaria en sentido de Caputo de orden

α, (−∆)s/2 representa el operador Laplaciano fraccionario de orden s/2 con dominio maximal Hs(Rn) ⊆
L2(Rn) y f ∈ L1([0, T ];L2(Rn)). El objetivo de este caṕıtulo es responder la siguiente interrogante:

¿Cuáles son las condiciones suficientes de solubilidad de (0.0.4) en términos de u0 y el término lineal

f , de modo de asegurar existencia y unicidad de soluciones clásicas y/o débiles?. Para responder de

forma satisfactoria esta interrogante, determinamos la representación expĺıcita de la solución de nuestro

problema lineal (0.0.4), descrita como

u(t, x) = F−1[Eα((−it)α|ξ|s)û0(ξ)](x) + (−i)α
∫ t

0
F−1[Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)D1−α

τ f̂(τ, ξ)](x)dτ, (0.0.5)

donde û0 = F(u0), f̂ = F(f), Eα(·) denota la función de Mittag-Leffler de orden α; D1−α
τ representa la

derivada fraccionaria en el sentido de Riemann-Liouville de orden 1−α; F ,F−1 denotan la transformada

de Fourier y Fourier inverso respectivamente. La regularidad de nuestra solución clásica u, queda descrita

en una de los resultados principales de este caṕıtulo, donde se considera f ∈ AC([0, T ];Hs(Rn)), D1−α
t f ∈

C([0, T ],Hs(Rn)), para u0 ∈ Hs(Rn). Entonces, se concluye que la solución de (0.0.4) pertenece al espacio

C([0, T ];Hs(Rn)). Más aún, existe una constante no negativa MT de modo que,

‖u‖C([0,T ];Hs(Rn)) ≤MT

(
‖u0‖Hs(Rn) + ‖D1−α

τ f‖L1([0,T ];Hs(Rn))

)
,

para α ∈ (0, 1), s > 0.

En el Caṕıtulo 4, estaremos interesados en determinar condiciones suficientes que garanticen

existencia, unicidad y regularidad de soluciones débiles para nuestra clase de ecuaciones de Schrödinger

tiempo-espacio fraccionario no lineal tipo Hartree, [20, 31,73]:




iα Dα

t u(t, x) = (−∆)s/2u(t, x) + λJ1−α
t Kγ(|u|2)(x)u(t, x), (0, T ] × R

n,

u(0, x) = u0(x), u0 ∈ Hs(Rn),
(0.0.6)

donde α ∈ (0, 1), iα = eαπi/2, s ∈ (0, 1), λ ∈ R\{0} son parámetros dados. Denotamos, como es usual

al operador Dα
t como la derivada fraccionaria en el sentido de Caputo de orden α, J1−α

t corresponde

a la integral fraccionaria en el sentido de Riemann-Liouville de orden 1 − α, (−∆)s/2 denota el opera-

dor Laplaciano fraccionario definido por su śımbolo no clásico |ξ|s sobre R
n, u 7→ G(u) := Kγ(|u|2)u
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corresponde al operador no lineal tipo Hartree, donde el término Kγ es definido por convolución,

Kγ(|u|2)(x) := (ψγ ∗ |u|2)(x), u ∈ Lp(Rn), p ≥ 1,

donde ψγ(x) :=
ψ(x)

|x|γ , γ ∈ (0, n), ψ ∈ L∞(Rn) con cierta hipótesis de crecimiento. Los modelos de

ecuaciones que se enmarcan en nuestro problema no lineal (0.0.6) en el caso ĺımite α = 1, y aplicaciones

ψ(·) particulares. Corresponden, a estudios desarrollados por los autores Lenzmann, E. & Fröhlich, J.,

en el año 2007 con respecto a una clase de ecuaciones de Schrödinger espacio-fraccionaria con una no

linealidad particular tipo Hartree, [23, 48]:




iut(t, x) = (

√
−∆+ V )u(t, x) −

(
ψ1 ∗ |u|2

)
u(t, x) (0, T )× R

3,

u(0, x) = u0(x), u0 ∈ L2(Rn),
(0.0.7)

donde µ ≥ 0, ψ1(x) =
e−µ|x|

|x| ,
√
−∆u = F−1[|ξ|û(ξ)], V : R3 → R denota una enerǵıa potencial del

sistema (0.0.7). Lenzmann, E. & Fröhlich, J., prueban que (0.0.7) es un problema bien planteado en

el caso local y global, para u0 ∈ Hs(Rn), donde s ≥ 1/2, [48]. Más tarde, Cho, Y. et at. en el año

2015 [15], investigan una clase más general de ecuaciones que (0.0.7), y que corresponde al caso ĺımite

α = 1, de nuestro problema (0.0.6). Esta clase de problemas, corresponde a ecuaciones de Schrödinger

espacio-fraccionario con una no linealidad tipo Hartree, descritas como




iut(t, x) = (−∆)α/2u(t, x) −

(
ψγ ∗ |u|2

)
u(t, x), R×R

n+1,

u(0, x) = u0(x),
(0.0.8)

donde ψγ(x) :=
ψ(x)

|x|γ , n ≥ 2, α ≥ 1, γ ∈ (0, n), 0 ≤ ψ ∈ L∞(Rn). Los autores Cho, Y. et at., prueban el

buen planteo local del problema (0.0.8), para u0 suficientemente regular. Más aún, bajo ciertas condiciones

de los datos del problema es posible garantizar blows-up (colapso) de la solución en un tiempo finito,

para más detalles se sugiere ver [15].

Ahora bien, debido a que estamos interesados en estudiar la existencia de solución de nuestro problema

(0.0.6) deseamos responder la siguiente pregunta: ¿Cuáles son las condiciones suficientes de solubilidad

de (0.0.6) en términos del dato inicial u0 y el operador no lineal u 7→ G(u) = Kγ(|u|2)u para cierto γ,

de modo de garantizar existencia, unicidad y regularidad de soluciones débiles al menos de forma local?.

En este caṕıtulo, nuestro objetivo es proporcionar una respuesta precisa a está interrogante, la cual

lograremos argumentar por medio de una serie de lemas asociados a la aplicación u 7→ Kγ(|u|2) y usando

el Teorema de Punto fijo de Banach, es decir, descubrimos condiciones apropiadas de los parámetros

α, s, γ, n junto a estimaciones de u 7→ Kγ(|u|2), u 7→ G(u) y u0 apropiado nos permitirán garantizar la

existencia y unicidad de solución débil de (0.0.6). Más aún, la representación impĺıcita de u asociada a
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nuestro problema (0.0.4) posee la siguiente representación integral,

u(t, x) = F−1[Eα((−it)α|ξ|s)û0(ξ)](x) + λ(−i)α
∫ t

0
F−1[Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)FG(u)(τ)(ξ)](x)dτ (0.0.9)

donde λ 6= 0; Eα(·) denota la función de Mittag-Leffler de orden α; F ,F−1 corresponden a la transformada

de Fourier y Fourier inverso en el sentido de las distribuciones temperadas S ′(Rn).

Finalmente, en la parte culmine de nuestro trabajo se proporcionan las conclusiones obtenidas a

partir de la investigación desarrollada en torno a nuestra clase de ecuaciones de Schrödinger, junto a esto

se presenta un apartado de apéndice, donde se concentran resultados y definiciones clásicas empleadas a lo

largo de esta investigación. Entre otros tópicos, ilustramos la derivada de orden fraccionario en el sentido

de Caputo, Riemann-Liouville, funciones de Mittag-Leffler, transformada de Fourier definida en el sen-

tido de las distribuciones temperadas, desigualdad de Hardy, desigualdad de Hardy-Littlewood-Sobolev,

operador solución, entre otros resultados. Además, se adjunta las referencias bibliográficas consultadas

durante el desarrollo del presente trabajo de tesis.
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CAṔITULO 1

Preliminares

En este caṕıtulo proporcionaremos los conceptos y resultados preliminares empleados durante este

trabajo de tesis, que junto al apéndice proporcionan el marco teórico apropiado para el desarrollo de

nuestra investigación. En este caṕıtulo, más precisamente describiremos la escala de espacios de Sobolov

homogéneos Ḣs,p(Rn) junto con la escala de espacios de Sobolev no homogéneos Hs,p(Rn), subespacio

de Sobolev de tipo radiales Hs
rad(R

n), resultados clásicos de incrustaciones Sobolev sobre R
n, Teorema

de multiplicador de Mikhlim, entre otros resultados de interés en esta parte inicial del trabajo. Para más

detalles, se sugiere revisar e.g., [11, 12].

1.1 Espacios de Sobolev de orden fraccionario sobre Rn

En esta sección introduciremos la noción de espacios de Sobolev de orden fraccionario Hs,p(Rn) v́ıa su

caracterización en términos de la transformada de Fourier descrito como, [72]:

Definición 1.1.1. Sea s ≥ 0, 1 ≤ p ≤ ∞. El espacio de Sobolev no homogéneo Hs,p se define por

Hs,p := Hs,p(Rn) :=
{
u ∈ Lp : F−1[(1 + |ξ|2)s/2F(u)] ∈ Lp

}
, (1.1.1)

donde denotamos el espacio de las funciones p−integrable como Lp := Lp(Rn). Note que, el espacio Hs,p

corresponde a un espacio de Banach con respecto a la siguiente norma, [72, Teorema 10.3], [11]):

‖u‖Hs,p := ‖F−1[(1 + |ξ|2)s/2F(u)]‖Lp , u ∈ Hs,p, (1.1.2)

donde F y F−1 denotan la transformada de Fourier y la transformada de Fourier inversa sobre R
n en el

sentido de las distribuciones temperadas S ′, se sugiere revisar apéndice A parte (A.3.7).
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Para una mayor precisión de la expresión (1.1.1), deseamos señalar que fs := (1 + | · |2)s/2 ∈ C∞(Rn) y

que la función fs posee un crecimiento a lo más polinomial en infinito, y debido a que u ∈ Lp ⊆ S ′, luego

se concluye que F(u) ∈ S ′. De este modo, el producto de una función por una distribución temperada

fsF(u) ∈ S ′ está bien definido, ver [30, Definición 2.3.15,(2.3.16)]. Luego, empleando la Proposición A.3.4,

se concluye que F−1[fsF(u)] ∈ S ′. Note que, en nuestra escala de espacios (1.1.1) estamos interesados

en los elementos u ∈ Lp, de modo que F−1[fsF(u)] ∈ Lp ⊆ S ′, para cada s ≥ 0, 1 ≤ p ≤ ∞.

Note que, para s = 0 en la Definición 1.1.1, es directo que Hs,p = H0,p = Lp, para cada 1 ≤ p ≤ ∞. En

lo que sigue, se define el operador pseudo-diferencial (I −∆)s/2 sobre R
n como, [11,12]:

(I −∆)s/2u := F−1[(1 + |ξ|2)s/2F(u)], u ∈ Hs,p, s > 0. (1.1.3)

Luego, la norma descrita en (1.1.2) se puede interpretada a partir de (1.1.3) como

‖u‖Hs,p = ‖(I −∆)s/2u‖Lp ,

donde u ∈ Hs,p, para s ≥ 0, 1 < p <∞.

Definición 1.1.2. Sea s ≥ 0, 1 ≤ p ≤ ∞. El espacio de Sobolev homogéneo Ḣs,p se define como

Ḣs,p := Ḣs,p(Rn) :=
{
u ∈ Lp : F−1[|ξ|sF(u)] ∈ Lp

}
. (1.1.4)

El espacio Ḣs,p corresponde a un espacio seminormado, con respecto a la seminorma

‖u‖Ḣs,p := ‖F−1[|ξ|sF(u)]‖Lp , u ∈ Ḣs,p. (1.1.5)

Observación 1.1.3. Note que, a partir de la seminorma (1.1.5) se desprende que si ‖u‖Ḣs,p = 0 si y sólo

si supp(F(u)) = {0}, u ∈ Ḣs,p ⊆ S ′, lo cual es equivalente a señalar que la distribución u se reduce sólo

a polinomios en n−variables.

Denotamos en lo que sigue al espacio Ḣs,2 como Ḣs, donde destacamos que Ḣs corresponde a una escala

de espacios de Hilbert si s < n/2. Note que, usando Parseval se tiene que L2 = Ḣ0. En lo que sigue,

estaremos interesados en ilustrar la Definición 1.1.1, para el caso s ≥ 0 y p = 2, es decir, el subespacio

Hs,2 := Hs ⊆ L2, donde debido al Teorema de Plancherel A.3.2 se desprende la siguiente representación

del espacio, [49]:

Hs := Hs(Rn) :=
{
u ∈ L2 : F−1[(1 + |ξ|2)s/2F(u)] ∈ L2

}

=

{
u ∈ L2 :

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|F(u)(ξ)|2dξ <∞
}
,

(1.1.6)

donde s ≥ 0. Notamos que, la escala de espacios Hs para s ≥ 0, corresponde a una clase de espacios de
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Hilbert con respecto al producto interior definido como,

〈u, v〉Hs(Rn) :=

∫

Rn

(1 + |ξ|2)sF(u)(ξ)F(v)(ξ)dξ, u, v ∈ Hs. (1.1.7)

Para verificar que el espacio (Hs, 〈·, ·〉Hs) corresponde a un espacio de Hilbert, basta con considerar la

aplicación lineal Ts : L
2 → Hs definida como

Ts(u) := F−1

(
û

(1 + |ξ|2)s/2
)
, u ∈ L2. (1.1.8)

Luego, es directo que Ts es una aplicación lineal sobre L2. Más aún, la aplicación Ts para s ≥ 0 está bien

definida, ya que debido al Teorema de Plancherel A.3.2 se concluye que,

‖Ts(u)‖2Hs =

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|F(Ts(u))(ξ)|2dξ

=

∫

Rn

|F(u)(ξ)|2dξ,

es finito, puesto que u ∈ L2. Observe además que, la aplicación Ts posee como inversa la aplicación

T−1
s : Hs → L2 definida por: T−1

s (v) := F−1((1 + |ξ|2)s/2F(v)), para cada v ∈ Hs. Luego, notamos

adicionalmente que Ts definido por (1.1.8) conserva el producto interior entre los espacios L2 y Hs, es

decir, para cada u1, u2 ∈ L2 y empleando nuevamente el Teorema de Plancherel A.3.2 se deduce que

〈Ts(u1), Ts(u2)〉Hs =

∫

Rn

(1 + |ξ|2)sF(Ts(u1))(ξ)F(Ts(u2))(ξ)dξ

=

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s F(u1)(ξ)

(1 + |ξ|2)s/2
F(u2)(ξ)

(1 + |ξ|2)s/2 dξ

=

∫

Rn

F(u1)(ξ)F(u2)(ξ)dξ = 〈u1, u2〉L2 .

En consecuencia, Ts corresponde a un isomorfismo isométrico entre los espacios L2 y Hs, luego se de-

sprende que (Hs; 〈·, ·〉Hs ) es efectivamente un espacio de Hilbert, debido a que el espacio (L2; 〈·, ·〉L2) lo

es.

En lo que sigue, establecemos la definición de la escala de espacio de Sobolev de tipo radial (o esférica-

mente simétricas) Hs
rad(R

n) definido como,

Hs
rad := Hs

rad(R
n) = {u ∈ Hs : u(Rx) = u(x) c.t.p., donde R ∈ SO(n,R)}, (1.1.9)

donde SO(n,R) denota el grupo ortogonal especial de matrices de orden n(1).

Note que el subespacio Hs
rad ⊆ Hs es cerrado, luego es claro que el espacio (Hs

rad; 〈·, ·〉Hs) corresponde a

un espacio de Hilbert con el producto interno descrito por (1.1.7).

(1)El grupo ortogonal especial de matrices de orden n es definido como SO(n,R) := O(n) ∩ SL(n,R) = {R ∈ SL(n,R) :
RtR = In}, donde O(n) denota el grupo ortogonal de orden n y SL(n,R) corresponde al grupo especial de orden n.
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Ahora, nos concentraremos en describir algunos resultados de interés necesarios para posteriores discu-

siones en los subsecuentes caṕıtulos. Iniciamos con un resultado de incrustación continua de Hs sobre el

espacio de funciones continuas acotadas, Cb(R
n), previo que s > n/2.

Proposición 1.1.4. Sea s > n/2, entonces la inclusión Hs →֒ Cb es continua.

Para la demostración de la Proposición 1.1.4, ver e.g., Proposición 1.3 en Taylor [65].

El siguiente resultado asociado a inclusión de Sobolev y densidad del espacio de Schwartz sobre Rn, es de

utilidad en la Observación 1.1.6, expresión (1.1.10), entre otros resultados a lo largo de este trabajo. No-

tamos que, debido a la importancia del presente teorema presentaremos un bosquejo de la demostración,

se sugiere ver e.g., [11, Teorema 6,2,3].

Teorema 1.1.5. Suponga que s1 ≤ s2, 1 ≤ p ≤ ∞, entonces

Hs2,p →֒ Hs1,p.

Además, se satisface que S‖·‖s,p
= Hs,p para s ≥ 0, 1 ≤ p <∞.

Demostración. Sea s1 ≤ s2, 1 ≤ p ≤ ∞. Luego, para u ∈ Hs2,p y usando (1.1.3) permite deducir que

‖u‖Hs1,p := ‖(I −∆)s1/2u‖Lp = ‖(I −∆)−η(I −∆)s2/2u‖Lp

≤ C‖(I −∆)s2/2u‖Lp = C‖u‖Hs2,p , η :=
s2 − s1

2
≥ 0,

donde (I − ∆)−ηu := F−1 [m(ξ)F(u)] : Lp → Lp es un operador lineal acotado, puesto que m(ξ) :=
1

(1 + |ξ|2)η/2 corresponde a un Lp−multiplicador de Fourier sobre R
n, se sugiere ver e.g., [30, página

449]. Ahora, demostremos la segunda parte del teorema; en efecto, para examinar la densidad del espacio

de Schwartz S sobre Hs,p, considere u ∈ Hs,p, es decir, (I −∆)s/2u ∈ Lp. Luego, debido a que el espacio

de Schwartz S es denso sobre Lp, S‖·‖p
= Lp, podemos asegurar que existe una sucesión φn ∈ S tal que

‖φn − (I −∆)s/2u‖Lp −−−→
n→∞

0.

En consecuencia, deducimos desde la convergencia previa sobre Lp que

‖ψn − u‖Hs,p := ‖(I −∆)s/2[ψn − u]‖Lp

= ‖φn − (I −∆)s/2u]‖Lp −−−→
n→∞

0,

donde se satisface que la sucesión ψn := (I −∆)−s/2φn = F−1[(1 + |ξ|2)−s/2F(φn)(ξ)] ∈ S, puesto que

F(φn) ∈ S. �

Observación 1.1.6. A partir de la segunda parte del Teorema 1.1.5, para s = 0, p = 2 se desprende que
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S‖·‖2 = L2, y debido a la cadena de contenciones: S ⊆ Hβ ⊆ L2, para β > 0, se concluye que

Hβ
‖·‖2

= L2, β > 0.

El siguiente resultado, es fundamental en nuestra cadena de incrustaciones de Sobolev obtenidas en

(1.1.10).

Teorema 1.1.7. Sea 1 < p ≤ p1 <∞, s, s1 ≥ 0. Suponga que s− n

p
= s1 −

n

p1
, entonces se tiene que

Hs,p →֒ Hs1,p1

En particular, si 1 ≤ p <∞, 0 < s < n
p , entonces

Hs,p →֒ Lnp/(n−sp).

Para la demostración del Teorema de incrustación 1.1.7, se sugiere ver e.g., Teorema 6.5.1 en Bergh &

Löfström [11].

Observación 1.1.8. Note que, a partir del Teorema 1.1.5 para p = 2, s1 = γ/2, s2 = s y desde el Teorema

1.1.7 segunda parte, para p = 2, s = γ/2 se concluye la siguiente cadena de inclusiones continuas sobre

R
n,

Hs →֒ Hγ/2 →֒ L2n/n−γ , s ≥ γ/2, 0 < γ < n. (1.1.10)

donde s ≥ γ/2, γ ∈ (0, n).

En lo que sigue, presentamos la definición de Lp−multiplicador de Fourier sobre Rn, entre otros resultados

proporcionados por Bergh & Löfström en [11].

Definición 1.1.9. Sea 1 ≤ p < ∞, m : Rn → C una aplicación acotada y medible. Se dice que m es

un Lp−multiplicador de Fourier sobre R
n si para cada u ∈ S, la aplicación F−1[m(·)F(u)] ∈ Lp y el

operador lineal

Tm : S ⊆ Lp → Lp, Tm(u) := F−1[m(·)F(u)],

corresponde a un operador acotado.

Ahora, recordaremos el Teorema de multiplicadores de Mikhlin, el cual proporciona condiciones suficientes

en torno a una estimación sobre el operador diferencial ∂αξ de orden α actuando sobre la aplicación m(·),
para determinar si la aplicación m corresponde a un Lp− multiplicador de Fourier sobre Rn. Este teorema

resulta fundamental en la demostración de nuestro Lema 1.1.11, se sugiere revisar el Apéndice A, sección

A.3 para ver las notaciones.

Teorema 1.1.10. (Teorema de multiplicador de Mikhlin) Sea m ∈ Cn+2(Rn\{0}) tal que, para cada
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multi-́ındice α ∈ N
n
0 , se satisface que

|∂αξ m(ξ)| ≤ Cα|ξ|−|α|, ξ 6= 0,

para |α| ≤ n+ 2. Entonces, m es un Lp−multiplicador de Fourier sobre R
n, para 1 < p <∞.

Para la demostración del Teorema 1.1.10, se sugiere ver e.g., Teorema 3, caṕıtulo IV en Stein [63].

El siguiente resultado, es un lema que será de utilidad en nuestro Teorema 1.1.12. La demostración se

basa esencialmente en [30, página 449].

Lema 1.1.11. Sea s > 0, fijo. Entonces, la aplicación

m(ξ) :=

( |ξ|2
1 + |ξ|2

)s/2

, ξ ∈ R
n,

corresponde a un Lp−multiplicador de Fourier sobre R
n, para 1 < p <∞.

Demostración. Sea M una aplicación sobre R
n+1\{0} definida como,

M(ξ, t) :=

( |ξ|2
t2 + |ξ|2

)s/2

,

donde ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ R
n, s > 0. Luego, M ∈ C∞(Rn\{0}) y corresponde a una función homogénea

de grado 0, es decir, para cada λ > 0 se tiene que

M(λξ, λt) =

( |λξ|2
(λt)2 + |λξ|2

)s/2

=

(
λ2(|ξ1|2 + · · ·+ |ξn|2)

λ2t2 + λ2(|ξ1|2 + · · ·+ |ξn|2)

)s/2

=M(ξ, t), (ξ, t) ∈ R
n+1\{0}.

(1.1.11)

Más aún, aplicando el operador diferencial ∂β(ξ,t) sobre ambos lados de la identidad (1.1.11), para β ∈ N
n+1
0

multi-́ındice de orden n+ 1 (ver, (A.3.2) del apéndice), se obtiene que

λ|β|∂β(ξ,t)M(λξ, λt) = ∂β(ξ,t)M(ξ, t), (ξ, t) ∈ R
n+1\{0}, (1.1.12)

donde hemos definimos el operador ∂β(ξ,t)M(ξ, t) :=
∂β1

∂ξβ1
1

· · · ∂
βn

∂ξβn
n

∂βn+1

∂tβn+1
M(ξ, t), para cada multi-́ındice

β = (β1, . . . , βn, βn+1) ∈ N
n+1
0 . En consecuencia, si tomamos λ :=

1

|(ξ, t)| > 0, la igualdad (1.1.12) nos
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permite deducir que

|∂β(ξ,t)M(ξ, t)| =
(

1

|(ξ, t)|

)|β|

· |∂β(ξ,t)M(λξ, λt)|

≤ Cβ |(ξ, t)|−|β|, (ξ, t) ∈ R
n+1\{0},

(1.1.13)

donde Cβ := sup|θ|=1 |∂βM(θ)|, para θ ∈ R
n+1\{0}, |(ξ, t)| := (ξ21 + · · · ξ2n + t2)1/2. Luego, empleando

el Teorema 1.1.10 en el caso (n + 1)-dimensional nos permite concluir que nuestra aplicación M es

un Lp−multiplicador de Fourier sobre el espacio R
n+1. En particular, si consideramos el multi-́ındice

β := (α, 0) ∈ N
n+1
0 , α ∈ N

n
0 en (1.1.13), se obtiene la siguiente estimación

|∂β(ξ,t)M(ξ, t)| = |∂(α,0)(ξ,t) M(ξ, t)| ≤ Cα

(t2 + |ξ1|2 + · · · + |ξn|2)|α|/2
=

Cα

(t2 + |ξ|2)|α|/2 . (1.1.14)

Más aún, a partir de (1.1.14) para t = 1 se puede concluir que existe una constante no negativa Cα, tal

que

|∂αξ m(ξ)| = |∂(α,0)(ξ,t) M(ξ, 1)| ≤ Cα

(1 + |ξ|2)|α|/2

≤ Cα

(|ξ|2)|α|/2 = Cα|ξ|−|α|, ξ 6= 0.

Por lo tanto, se concluye desde el Teorema 1.1.10 que la función m es un Lp−multiplicador de Fourier

sobre R
n, para 1 < p <∞. �

El siguiente resultado, corresponde a un teorema que será de utilidad en la demostración de nuestra

Proposición 4.0.12, Lema 4.0.18, Lema 4.0.19, Teorema 4.1.2, entre otros resultados. Se sugiere revisar

el Apéndice A, sección A.3.

Teorema 1.1.12. Sea s > 0, p ≥ 1 fijos, u ∈ Lp ∩ Ḣs,p. Suponer que u ∈ S ′ tal que û se anula sobre

una vecindad del origen. Entonces, existe una constante C > 0, tal que

‖u‖Hs,p ≤ C(‖u‖Ḣs,p + ‖u‖Lp).

Rećıprocamente, sea u ∈ Hs,p, entonces existe una constante C > 0, de modo que

‖u‖Ḣs,p ≤ C‖u‖Hs,p . (1.1.15)

Para la demostración del Teorema 1.1.12, se sugiere ver e.g., Teorema 6.3.2 en Bergh & Löfström [11].

Note que, la desigualdad (1.1.15) se satisface sin el supuesto que û sea nulo en una vecindad del origen.

Más precisamente, debido a la Definición 1.1.2 parte (1.1.5), expresión (1.1.3), Definición 1.1.1 parte
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(1.1.2) y debido a que m(ξ) := |ξ|s(1 + |ξ|2)−s/2 es un Lp−multiplicador de Fourier sobre R
n para

1 < p < ∞, según nuestro Lema 1.1.11. Se puede asegurar, que existe una constante no negativa C, tal

que

‖u‖Ḣs,p := ‖F−1[|ξ|sF(u)(ξ)]‖Lp

= ‖F−1[|ξ|s(1 + |ξ|2)−s/2(1 + |ξ|2)s/2F(u)(ξ)]‖Lp

= ‖F−1[m(ξ)F((I −∆)s/2u)(ξ)]‖Lp

≤ C‖(I −∆)s/2u‖Lp

= C‖u‖Hs,p , u ∈ Hs,p.

Ahora, denotaremos como es usual por ∆ :=

n∑

j=1

∂2

∂x2j
al operador Laplaciano sobre R

n, n ≥ 1. Luego,

por propiedades usuales de la transformada de Fourier F con respecto a la derivada parcial de primer

orden(2), y tomando u ∈ S, se concluye que, [1]:

F(−∆u(x))(ξ) = −F




n∑

j=1

∂2u(x)

∂x2j


 (ξ) = −

n∑

j=1

F
(
∂2u(x)

∂x2j

)
(ξ) = |ξ|2F(u)(ξ), (1.1.16)

donde ξ ∈ R
n. De este modo, el śımbolo de grado dos |ξ|2 en (1.1.16) define al operador Laplaciano ∆

sobre R
n. Luego, nuestro interés es definir para s > 0 el operador (−∆)s/2 como un operador pseudo-

diferencial con el śımbolo |ξ|s, se sugiere ver e.g., [8, 24,42]:

Definición 1.1.13. Sea s > 0 fijo. Se define el operador Laplaciano fraccionario (−∆)s/2 de orden s,

como un operador lineal pseudo-diferencial,

(−∆)s/2u := F−1[|ξ|sF(u)(ξ)], u ∈ D((−∆)s/2), (1.1.17)

donde |ξ|s denota el śımbolo no clásico asociado al operador (−∆)s/2, y definimos el dominio maximal

de (−∆)s/2 como,

D((−∆)s/2) :=
{
u ∈ L2 : F−1[|ξ|sF(u)(ξ)](·) ∈ L2

}

=

{
u ∈ L2 :

∫

Rn

|ξ|2s|F(u)(ξ)|2dξ <∞
}
.

Existen múltiples definiciones equivalentes del operador Laplaciano fraccionario sobre un dominio común,

se sugiere al lector interesado revisar e.g., [42]. En un marco más general, notamos que para cada s ∈ (0, 2)

el śımbolo ξ 7→ |ξ|s =

(
n∑

i=1

ξ2i

)s/2

empleado en (1.1.17), corresponde a un caso particular de función

definida negativa continua sobre R
n, para más detalles acerca de śımbolos más generales como por

ejemplo, p(ξ) := (|ξ|2s + m2)1/2 − m,m ≥ 0, que definen otra clase de operador v́ıa transformada de

(2)Sea u ∈ S tal que ∂u
∂xj

∈ S , entonces F
(

∂u(x)
∂xj

)
(ξ) = iξjF(u)(ξ), i :=

√
−1.
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Fourier, se sugiere al lector consultar las referencias [3, 48].

Proposición 1.1.14. Sea s ∈ (0, 1). Entonces, la norma ‖ · ‖Hs de Hs es equivalente a la norma del

gráfico de (−∆)s/2 sobre L2, es decir,

‖u‖(−∆)s/2 = ‖u‖L2 + ‖(−∆)s/2u‖L2 , u ∈ D((−∆)s/2). (1.1.18)

La demostración de la Proposición 1.1.14, sólo requiere de la siguiente desigualdad elemental: Para

s ∈ (0, 1), se satisface que 1 + |ξ|s ≤ (1 + |ξ|2)s/2 ≤ C(1 + |ξ|s), para alguna constante no negativa C.

Probaremos en el siguiente lema, que el dominio maximal D((−∆)s/2) descrito en la Definición 1.1.13

corresponde exactamente a nuestro espacio de Sobolev de orden fraccionario Hs, para cada s > 0.

Lema 1.1.15. Sea s > 0 fijo. Entonces se satisface que,

D((−∆)s/2) = Hs.

Más aún, el operador (−∆)s : Hs ⊆ L2 → L2 es cerrado sobre Hs.

Demostración. Debido a la definición de los espacios Hs,D((−∆)s/2), es directo que Hs ⊆ D((−∆)s/2),

para s > 0. Luego, considerando u ∈ D((−∆)s/2) ⊆ L2, y usando la desigualdad elemental(3), para

z = 1, w = |ξ|2, p = s, se tiene que

‖u‖2Hs =

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|F(u)(ξ)|2dξ

≤
∫

Rn

γs(1 + |ξ|2s)|F(u)(ξ)|2dξ

= γs

(
‖u‖22 +

∫

Rn

|ξ|2s|F(u)(ξ)|2dξ
)
,

es finito, puesto que u ∈ D((−∆)s/2), γs := máx{1, 2s−1}. Por tanto, D((−∆)s/2) ⊆ Hs, para s > 0.

En la segunda parte de la demostración, asuma que (un) ∈ Hs, un
Hs

−−→ u y (−∆)s/2un
L2

−→ v, entonces

determinamos que

‖u‖2Hs ≤ ‖un − u‖2Hs + ‖un‖2Hs

≤ c+ ‖un − u‖2Hs −−−→
n→∞

c,

(3)Suponer p ∈ (0,∞), γp := máx{1, 2p−1}. Entonces se satisface que

|z ±w|p ≤ γp(|z|p + |w|p), z, w ∈ C.
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es decir, u ∈ Hs. Además, se deduce que

‖(−∆)s/2un − (−∆)s/2u‖L2 = ‖(−∆)s/2(un − u)‖L2

≤ ‖un − u‖Hs −−−→
n→∞

0.
(1.1.19)

Luego, debido a la convergencia a la convergencia sobre L2, (−∆)s/2un
L2

−→ v, y desde (1.1.19) se concluye

que v = ĺımn→∞(−∆)s/2un = (−∆)s/2u, sobre L2. Por lo tanto, el operador (−∆)s/2 corresponde a un

operador lineal cerrado sobre Hs. �

Introducción el siguiente lema, el cual será de utilidad en la demostración de nuestro Lema 4.0.14 y Lema

4.0.18.

Lema 1.1.16. Sea γ ∈ (0, n), u ∈ Ḣγ/2. Entonces, existe una constante no negativa C = Cγ,n de modo

que,

sup
y∈Rn

∫

Rn

|u(x)|2
|x− y|γ dx ≤ C‖u‖2

Ḣγ/2 , (1.1.20)

Demostración. Denotaremos el operador traslación τy de u por el vector y ∈ R
n, como τyu(x) := u(x−y),

de donde se desprende de forma directa que F [τyu](ξ) = e−iy·ξû(ξ), para ξ ∈ R
n. Luego, a partir de

(1.1.5), se tiene que τy es una isometŕıa sobre el espacio Ḣγ/2, para γ > 0, esto es

‖τyu‖2Ḣγ/2 =

∫

Rn

|ξ|γ |F(τyu)(ξ)|2dξ

=

∫

Rn

|ξ|γ |e−iy·ξF(u)(ξ)|2dξ

=

∫

Rn

|ξ|γ |F(u)(ξ)|2dξ

= ‖u‖2
Ḣγ/2 .

(1.1.21)

Por consiguiente, debido a que la medida de Lebegue es invariante con respecto a la traslación sobre R
n

y usando al Lema A.3.6 para s = γ/2 junto con la identidad (1.1.21) resulta que,

sup
y∈Rn

∫

Rn

|u(x)|2
|x− y|γ dx = sup

y∈Rn

∫

Rn

|u(x− y)|2
|x|γ dx

= sup
y∈Rn

∫

Rn

∣∣∣∣
τyu(x)

|x|γ/2

∣∣∣∣
2

dy

= sup
y∈Rn

∥∥∥∥
τyu(·)
| · |γ/2

∥∥∥∥
2

L2

≤ C sup
y∈Rn

‖τyu‖2Ḣγ/2

= C‖u‖2
Ḣγ/2 ,

donde C := Cγ,n > 0. �
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CAṔITULO 2

Ecuación homogénea de Schrödinger

tiempo-espacio fraccionario

En el presente caṕıtulo, en una primera etapa estudiaremos condiciones que garanticen existencia,

unicidad y regularidad de solución clásica global para la siguiente clase de ecuaciones de sub-difusión

relativista tiempo-espacio fraccionario, [3, 10,51,58,71]:





Dα
t u(t, x) = −(−∆)s/2u(t, x), (0,∞)× R

n

u(0, x) = u0(x), u0 ∈ Hs,
(2.0.1)

donde α ∈ (0, 1), s > 0, Dα
t denota la derivada fraccionaria en sentido de Caputo de orden α, −(−∆)s/2

corresponde al operador Laplaciano fraccionario de orden s/2 definido v́ıa transformada de Fourier sobre

R
n. En este caṕıtulo, el problema (0.0.1) será resuelto v́ıa técnica de transformadas integrales, donde

descubrimos que nuestra solución clásica u son representadas en términos de una convolución de un

núcleo fundamental de orden fraccionario Gα,s(·, ·) contra el dato inicial del problema u0 ∈ Hs, y debido

a está representación de u podemos demostrar que pertenece a una clase apropiada de espacio de sobolev

Hs, con s > 0. Más aún, demostramos un resultado de regularidad y decaimiento de u sobre Hs, para

s > 0, α ∈ (0, 1).

Más tarde, en una segunda etapa estudiaremos condiciones suficientes para asegurar la existencia y

unicidad de soluciones pertenecientes a la clase de espacios C([0,∞),Hs), para s > 0, asociadas a

nuestro problema, [9]:





Dα
t u(t, x) = (−i)α(−∆)s/2u(t, x), t > 0, x ∈ R

n

u(0, x) = u0(x), u0 ∈ Hs,
(2.0.2)

donde (−i)α = e−iαπ/2, Hs denota el espacio de Sobolev fraccionario no homogéneo de orden s > 0,
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((−∆)s/2;Hs) corresponde al operador Laplaciano fraccionario de orden s/2 con śımbolo |ξ|s, para s >
0. Además, el operador Dα

t denota el operador diferencial fraccionario de orden α en el sentido de

Caputo, con α ∈ (0, 1), se sugiere al lector revisar Apéndice A, sección A.1. Note que nuestra clase de

ecuaciones (2.0.2) incluyen la ecuación clásica de Schrödinger homogénea, la ecuación de Schrödinger

tiempo-fraccionaria determinada por el operador i∆, entre otras ecuaciones de orden fraccionarios de

interés, ver e.g., [3], [6]. Probaremos, que nuestra solución u al problema (2.0.2) pertenece al espacio de

Sobolev de tipo radial Hs
rad, previo que u0 ∈ Hs

rad, para s > 0.

Note que, en este caṕıtulo se utilizará de manera frecuente algunas propiedades elementales de la trans-

formada de Fourier en el sentido de las distribuciones temperadas S ′, se sugiere ver Apéndice A, sección

A.3.

2.1 Ecuación de evolución homogénea tiempo-espacio fraccionario

En una primera etapa, el objetivo de esta sección es introducir y desarrollar los aspectos básicos acerca

de la existencia, unicidad y regularidad de solución para una clase de ecuaciones de difusión relativistas,

cuyo modelo matemático está descrito como, [2, 3]:




u′(t, x) = −(−∆)s/2u(t, x), t > 0, x ∈ R

n,

u(0, x) = u0(x), u0 ∈ L2.
(2.1.1)

donde s > 0, −(−∆)s/2 corresponde al operador Laplaciano fraccionario de orden s/2, definido como

−(−∆)s/2u(t, x) := F−1[−|ξ|sF(u)(ξ)](x), para u ∈ Hs. Los argumentos empleados en está sección están

basados fuertemente en las investigaciones de Arendt et. al. [1]; Prado, H. & Reyes, E. [55]. A partir de

ahora, denotaremos u(t) := u(t, ·) para t > 0. Luego el sistema (2.1.1) se reduce al siguiente problema,




u′(t) = −(−∆)s/2u(t), t > 0

u(0) = u0, u0 ∈ L2,
(2.1.2)

para s > 0.

El siguiente resultado, corresponde a una proposición que describe una representación pseudo-diferencial

del operador resolvente de nuestro operador −(−∆)s/2, para s > 0. Se sugiere revisar la sección 8.3 en

Arent, et al. [1]. Notamos que, este resultado será de utilidad en la demostración de la Proposición 2.1.2.

Proposición 2.1.1. Sea s > 0, λ ∈ ρ(−(−∆)s/2), fijo. Entonces, se satisface que

R(λ,−(−∆)s/2)u = F−1
[
(λ+ |ξ|s)−1F(u)(ξ)

]
, u ∈ Hs,

donde R(λ,−(−∆)s/2) denota el operador resolvente de −(−∆)s/2.
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Demostración. Sea h ∈ R
n\{0} fijo. Luego, se define el operador traslación por h como τh ∈ B(L2) como

τhu(x) := u(x− h). Luego, para u ∈ Hs se tiene que

‖τhu‖2Hs :=

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|F(τhu)(ξ)|2dξ =
∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|e−ih·ξF(u)(ξ)|2dξ

=

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|F(u)(ξ)|2dξ = ‖u‖2Hs h ∈ R
n\{0}, s > 0,

donde F(τhu)(ξ) = e−ih·ξF(u)(ξ). En consecuencia, para cada u ∈ Hs se obtiene τhu ∈ Hs. Además, es

directo que −(−∆)s/2 conmuta con el operador traslación τh, ya que

−(−∆)s/2τhu(x) :=− (−∆)s/2u(x− h)

=−F−1(|ξ|sF(u)(ξ))(x − h)

=− τhF−1(|ξ|sF(u)(ξ))(x) = −τh(−∆)s/2u(x), u ∈ Hs,

donde h ∈ R
n\{0}, s > 0. Luego, (λ + (−∆)s/2)τhu(x) = τh(λ + (−∆)s/2)u(x), lo cual nos permite

afirmar que para cada elemento λ ∈ ρ(−(−∆)s/2), el operador resolvente R(λ,−(−∆)s/2) conmuta con

el operador traslación τh, es decir,

R(λ,−(−∆)s/2)τhu(x) = τhR(λ,−(−∆)s/2)u(x), u ∈ Hs, (2.1.3)

donde nuestro operador resolvente R(λ,−(−∆)s/2) ∈ B(L2). En consecuencia, debido a la Proposición

A.4.1 para T := R(λ,−(−∆)s/2) se concluye que existe un L2−multiplicador de Fourier mλ, tal que

R(λ,−(−∆)s/2)u(x) = F−1[mλ(ξ)F(u)(ξ)](x), u ∈ L2 (2.1.4)

Por tanto, usando la igualdad (2.1.4) obtenemos para cada λ ∈ ρ(−(−∆)s/2),

u = (λ+ (−∆)s/2)R(λ,−(−∆)s/2)u

= λR(λ,−(−∆)s/2)u+ (−∆)s/2R(λ,−(−∆)s/2)u

= λF−1[mλ(ξ)F(u)(ξ)] + F−1[|ξ|sF(R(λ,−(−∆)s/2)u(ξ))]

= F−1[λmλ(ξ)F(u)(ξ)] + F−1[|ξ|smλ(ξ)F(u)(ξ)] = F−1[(λ+ |ξ|s)mλ(ξ)F(u)(ξ)],

luego F(u)(ξ) = (λ + |ξ|s)mλ(ξ)F(u)(ξ). Aśı, por unicidad de la Transformada de Fourier a nivel del

espacio L2, se concluye que

(λ+ |ξ|s)mλ(ξ) = 1.

Luego, ya que ξ 7→ |ξ|s es continua para cada s > 0, y ξ 7→ mλ(ξ) es acotada, se concluye que el

multiplicador de Fourier mλ(ξ) = (λ+ |ξ|s)−1, finalmente por igualdad (2.1.4) se obtiene lo deseado. �

El siguiente resultado prueba que la potencia fraccionaria del operador Laplaciano −(−∆)s/2 para s > 0,
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genera un semigrupo de operadores {e−t(−∆)s/2}t≥0 anaĺıtico acotado sobre L2, el cual procuraremos

describir de forma expĺıcita en nuestra Proposición 2.1.4, se sugiere ver e.g., [38]. Denotamos, el sector

angular de ángulo θ como Σθ := {z ∈ C : | arg(z)| < θ}, para θ ∈ [0, π).

Proposición 2.1.2. Sea s > 0 fijo. Luego, el operador −(−∆)s/2 genera un semigrupo anaĺıtico {Ts(t)}t≥0

de operadores acotado sobre L2, sobre el sector Σ(1− s
2)

π
2
, para s ∈ (0, 2).

Demostración. Considere λ ∈ σ(−(−∆)s/2), esto es, λ ∈ C y ker(λ+ (−∆)s/2) 6= {0}. Luego, para cada

función u no trivial, se satisface que

(λ+ (−∆)s/2)u = λu+ F−1(|ξ|sF(u)(ξ)) = 0, u ∈ Hs,

luego

(λ+ |ξ|s)F(u)(ξ) = 0.

Entonces por unicidad de la transformada de Fourier F y definiendo λ := a+bi ∈ C, se concluye que a =

−|ξ|s ≤ 0, b = 0, i.e, λ = −|ξ|s, luego σ(−(−∆)s/2) ⊆ R
−
0 . En consecuencia, al menos R+ ⊆ ρ(−(−∆)s/2).

Más aún, usando la Proposición 2.1.1 y el Teorema de Plancherel A.3.2 encontramos que,

‖λR(λ,−(−∆)s/2)u‖2L2 = ‖λF−1[(λ+ |ξ|s)−1F(u)(ξ)]‖2L2

= ‖λ(λ+ |ξ|s)−1F(u)(ξ)‖2L2

=

∫

Rn

|λ|2|F(u)(ξ)|2
|λ+ |ξ|s|2 dξ

≤
∫

Rn

|F(u)(ξ)|2dξ = ‖u‖2L2 ,

(2.1.5)

por tanto, M := sup
ℜ(λ)>0

‖λR(λ,−(−∆)s/2)‖B(L2) ≤ 1. En consecuencia, usando la Proposición A.4.2 para

A := −(−∆)s/2, X := L2 se tiene la primera parte del resultado. En una segunda etapa, debido a la

Proposición A.4.3 para A = ∆,X = L2 el operador Laplaciano ∆ sobre R
n corresponde al generador de

un semigrupo fuertemente continuo de contracción {et∆}t≥0 sobre L2, entonces por [38, Teorema 2] para

w = π/2, se tiene que el Laplaciano fraccionario −(−∆)s/2 es el generador de un semigrupo {Ts(t)}t≥0

anaĺıtico sobre el sector

Σ(1− s
2)

π
2
=
{
z ∈ C : | arg(z)| <

(
1− s

2

) π
2

}
, s ∈ (0, 2).

�

Observación 2.1.3. Para s > 0, por Lema 1.1.15 y Observación 1.1.6 el operador −(−∆)s/2 corresponde

a un operador lineal cerrado, su dominio maximal es el espacio de Sobolev Hs, y Hs‖·‖2 = L2, para s > 0.
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En consecuencia, por desigualdad (2.1.5) y Proposición A.4.3 para A = −(−∆)s/2, s > 0; X = L2 se

concluye que el operador −(−∆)s/2 genera un C0−semigrupo anaĺıtico de operadores acotado sobre L2.

Por lo tanto, encontramos que debido a la Proposición A.4.4 para x0 := u0 ∈ L2 y A = −(−∆)s/2, s > 0,

nos permite asegurar existencia y regularidad de solución (clásica) del problema de valor inicial de primer

orden (2.1.2): Sea u0 ∈ L2, entonces existe una única solución con la siguiente regularidad

u ∈ C∞((0,∞);L2) ∩ C([0,∞);L2) ∩ C((0,∞);Hs),

al problema descrito en (2.1.2).

El siguiente resultado, representa a la familia {Ts(t)}t≥0 semigrupo de operadores(1) generada por

−(−∆)s/2, s > 0, donde dicho semigrupo de operadores existe debido a la Proposición 2.1.2. Notamos

además, que está proposición será de utilidad en la demostración de la Proposición 2.1.5.

Proposición 2.1.4. Sea s > 0, fijo. El semigrupo de operadores {Ts(t)}t≥0 generador por el operador

−(−∆)s/2 se representa como

Ts(t)u0 = (Gs(t, ·) ∗ u0), t > 0, u0 ∈ L2, (2.1.6)

donde el núcleo fundamental Gs(·, ·) está definido como

Gs(t, x) := F−1[e−t|ξ|s ](x), t > 0, x ∈ R
n. (2.1.7)

Demostración. Suponer que el sistema (2.1.1) admite una solución u no trivial. Notamos que, aplicando

de manera formal la transformada de Fourier F sobre ambos lados de (2.1.1), encontramos que




ût(t, ξ) = −|ξ|sû(t, ξ),

û(0, ξ) = û0(ξ),
(2.1.8)

donde Fu(t, ξ) := û(t, ξ). Luego, notamos que el sistema (2.1.8) es lineal en la variable t con incógnita

la función û(·, ξ), para ξ ∈ R
n. Para resolver (2.1.8), basta con multiplicar por el factor integrante

µ(t, ξ) := e|ξ|
st y se concluye que

û(t, ξ) = e−|ξ|stû(0, ξ) = e−|ξ|stû0(ξ).

Por lo tanto, u(t, x) = F−1[e−|ξ|stF(u0)(ξ)](x), y de este modo

u(t, x) = (F−1[e−|ξ|st] ∗ u0)(x) =
∫

Rn

Gs(t, x− y)u0(y)dy, (2.1.9)

(1)La familia de operadores {Ts(t)}t≥0, para s = 1 se conoce como semigrupo de Poisson, y para s = 2 se conoce como
semigrupo de Gauss-Weierstrass asociado al problema de evolución, ver Arent, et al. [1, sección 3.7].
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donde Gs(t, x− y) := F−1[e−|ξ|st](x− y).

Ahora bien, a partir de las propiedades de nuestro núcleo Gs(t, ·) es directo que la aplicación Ps : R+ →
B(L2) definida como

Ps(t)u0(x) := F−1[e−|ξ|stF(u0)(ξ)](x), (2.1.10)

determina un C0−semigrupo de operadores sobre L2, cuyo generador corresponde al operador −(−∆)s/2,

para s > 0, es decir, se satisface que:

(i) La aplicación Ps : R+ → B(L2) definida en (2.1.10) es fuertemente continua, i.e.,

ĺım
t→0+

Ps(t)u0 = u0, u0 ∈ L2;

(ii) Ps(0)u0(x) = (F−1[1] ∗ u0)(x) = (δ ∗ u0)(x) = u0(x), x ∈ R
n. Notando que 1 ∈ L∞ ⊂ S ′, luego

F(δ) = 1 en el sentido de las distribuciones temperadas S ′.

(iii) Para cada t, τ ≥ 0,

Ps(t+ τ)u0(x) := F−1[e−|ξ|s(t+τ)F(u0)(ξ)](x)

= F−1[e−|ξ|st · e−|ξ|sτF(u0)(ξ)](x)

= F−1[e−|ξ|st · F(S(τ)u0)(ξ)](x)

= Ps(t)(Ps(τ)u0)(x), u0 ∈ L2.

En consecuencia, debido a la unicidad del C0−semigrupo de operadores {Ps(t)}t≥0 se concluye que

Ps(t) = Ts(t), para t > 0. �

En una segunda etapa de esta sección, estaremos interesados en estudiar la solubilidad del siguiente

problema tiempo-espacio fraccionario homogéneo, para α ∈ (0, 1) y s > 0, se sugiere revisar e.g., [2, 3,

10,25,60]:





Dα
t u(t) = −(−∆)s/2u(t), t > 0

u(0) = u0 ∈ L2,
(2.1.11)

donde −(−∆)s/2u := F−1[−|ξ|sû(ξ)], para u ∈ Hs, s > 0, denota el operador Laplaciano fraccionario de

orden s/2, Dα
t corresponde a la derivada fraccionaria en el sentido de Caputo de orden α.

El siguiente resultado, corresponde a una aplicación directa del Lema A.4.5, descrito por Bajlekova

en [4], y resultados examinados previamente en nuestra sección 2.1, se sugiere ver [4, Teorema 2.1]. Note

que, este resultado es una proposición que será de utilidad en la demostración de la Proposición 2.1.7,

Proposición 2.1.9.
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Proposición 2.1.5. Sea α ∈ (0, 1), s > 0, fijos. El operador solución {Tα,s(t)}t≥0 asociado al problema

(2.1.11) se representa como

Tα,s(t)u0 = (Gα,s(t, ·) ∗ u0), t > 0, u0 ∈ L2. (2.1.12)

donde el núcleo fundamental Gα,s(·, ·) se define como

Gα,s(t, x) := F−1[Eα(−tα|ξ|s)](x), (2.1.13)

donde Eα(·) denota la función de Mittag-Leffler, F−1 se interpreta en el sentido de las distribuciones

temperadas S ′.

Demostración. Suponiendo que nuestro problema (2.1.11) admite una solución u no trivial. Aplicamos

la transformada de Fourier F (formalmente) sobre ambos lados de la ecuación (2.1.11), se obtiene que





Dα
t û(t, ξ) =− |ξ|sû(t, ξ),

û(0, ξ) =û0(ξ).
(2.1.14)

Posteriormente, aplicando la transformada de Laplace L (formalmente) sobre ambos del sistema (2.1.14),

junto con la igualdad (A.1.19) permiten deducir que

zαL(û)(z, ξ) − zα−1û0(ξ) = −|ξ|sL(û)(z, ξ),

para α ∈ (0, 1), s > 0. Luego, usando el Lema A.2.2 para w = |ξ|s se sigue que

L(û)(z, ξ) = zα−1

zα + |ξ|s û0(ξ)

= L{Eα(−tα|ξ|s)}(z)û0(ξ)

= L{Eα(−tα|ξ|s)û0(ξ)}(z),

donde ℜ(z) > 0, |z| > |ξ|s/α. Luego, a partir de la unicidad de la transformada de Laplace L, se tiene

que û(t, ξ) = Eα(−tα|ξ|s)û0(ξ). Para despejar la función u de esta última expresión, basta con aplicar la

transformada de Fourier inversa (formalmente) para concluir que,

u(t, x) = F−1[Eα(−tα|ξ|s)F(u0)(ξ)](x) = [F−1(Eα(−tα|ξ|s)) ∗ u0](x)

=

∫

Rn

Gα,s(t, x− y)u0(y)dy,
(2.1.15)

donde Gα,s(t, x) := F−1[Eα(−tα|ξ|s)](x). En lo que sigue, denotamos Pα,s(t)u0(x) := u(t, x). Es directo

que, a partir de las propiedades de nuestro núcleo Gα,s(·, ·) que la familia de operadores {Pα,s(t)}t≥0 es
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fuertemente continuo sobre L2; Pα,s(0) = I; Pα,s(t)(H
s) ⊆ Hs y se satisface que

−(−∆)s/2Pα,s(t)u0 = −Pα,s(t)(−∆)s/2u0, u0 ∈ Hs, t ≥ 0.

Más aún, debido a la representación (2.1.15), identidad (A.2.3) para w = −|ξ|s se desprende que el

operador Pα,s(t)u0 satisface la ecuación integral asociada a nuestro problema (2.1.11) para u0 ∈ Hs, esto

es,

u(t, x)− u0(x) = F−1[Eα(−tα|ξ|s)û0(ξ)]− u0(x)

= F−1[(Eα(−tα|ξ|s)− 1)û0(ξ)](x)

= −F−1[|ξ|sJα
t Eα(−tα|ξ|s)û0(ξ)](x)

= −Jα
t F−1[|ξ|sû(t, ξ)](x)

= −Jα
t (−∆)s/2u(t, x), t ≥ 0, x ∈ R

n.

De este modo, se concluye que la familia {Pα,s(t)}t≥0 define un operador solución para (2.1.11) sobre el

espacio L2.

En una segunda parte de la demostración, note que usando la Proposición 2.1.2 y Proposición 2.1.4 cono-

cemos que el problema de primer orden u′(t) = −(−∆)s/2u(t), u(0) = u0 ∈ L2 admite un C0−semigrupo

de operadores {Ts(t)}t≥0 definidos por la igualdad (2.1.6) de la Proposición 2.1.4. Luego, debido al prin-

cipio de subordinación descrito por el Lema A.4.5 para A = −(−∆)s/2 se concluye que nuestro problema

(2.1.11) de orden α, admite un operador solución {Tα,s(t)}t≥0. De este modo, debido a la unicidad del

operador solución se tiene que

Tα,s(t) = Pα,s(t) = (Gα,s(t, ·) ∗ u0), t ≥ 0.

�

Una vez que hemos determinado la existencia, unicidad y representación del operador solución asociado

a nuestro problema (2.1.11). A partir de ahora, estaremos interesados en determinar condiciones que

garanticen la existencia de una solución fuerte de (2.1.11), donde solución fuerte es una solución de

nuestro problema que tiene mayor regularidad que la obtenida hasta el momento, para conseguir esto

disponemos de la siguiente definición, ver e.g., [5, 10]:

Definición 2.1.6. Sea α ∈ (0, 1), s > 0, u0 ∈ Hs fijos. Una función u ∈ C([0,∞);L2), es una solución

fuerte del problema (2.1.11), si u ∈ C([0,∞);Hs); J1−αu ∈ C1((0,∞);L2), y la función u satisface el

problema (2.1.11) para (t, x) ∈ (0,∞) ×R
n.

Note que, a partir de la Definición A.1.5, Definición A.1.9 y la identidad (A.1.16) se concluye que la condi-

ción J1−α
t u ∈ C1((0,∞);L2) de la Definición 2.1.6 es equivalente a solicitar que Dα

t u ∈ C((0,∞);L2).
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La siguiente proposición nos permite asegurar existencia y unicidad global de solución fuerte a nuestro

problema tiempo-espacio fraccionario (2.1.11), siempre que la condición inicial u0 ∈ Hs, para s > 0, se

sugiere ver [2, Proposición 1]. Note que, está proposición será de utilidad en la Proposición 2.1.9.

Proposición 2.1.7. Sea α ∈ (0, 1), s > 0, u0 ∈ Hs, fijos. Entonces,

u(t, x) = Tα,s(t)u0(x) = F−1[Eα(−tα|ξ|s)F(u0)(ξ)](x)

representa la única solución fuerte de (2.1.11) sobre la semi-recta [0,∞).

Demostración. Dado α ∈ (0, 1), s > 0 fijos. Debido a la Proposición 2.1.5, el operador solución tiene la

siguiente representación

u(t, x) = Tα,s(t)u0(x) = F−1[Eα(−tα|ξ|s)F(u0)(ξ)](x), t > 0, x ∈ R
n. (2.1.16)

Luego, por Proposición 2.1.5 la familia de operadores {Tα,s(t)}t≥0 es fuertemente continua sobre [0,∞),

u0 ∈ Hs entonces Tα,s(t)(H
s) ⊆ Hs, y

u ∈ C([0,∞);Hs).

En una segunda etapa de la demostración, a partir de (2.1.16) y debido a que {Tα,s(t)}t≥0 representa un

operador solución se satisface que

J1−α
t (u(t, x) − u0(x)) = J1−α

t (Tα,s(t)u0(x)− u0(x))

= −J1−α
t Jα

t (−∆)s/2Tα,s(t)u0(x)

= −J1
t (−∆)s/2Tα,s(t)u0(x) t > 0, x ∈ R

n. (2.1.17)

Luego, diferenciando (2.1.17) con respecto a la variable temporal t se tiene que,

D1
t J

1−α
t (u(t, x)− u0(x)) = −D1

t J
1
t (−∆)s/2Tα,s(t)u0(x) = −(−∆)s/2Tα,s(t)u0(x),

aśı para u0 ∈ Hs se concluye que,

D1
t J

1−α
t u(t, x) = −Tα,s(t)(−∆)s/2u0(x) +D1

t J
1−α
t u0(x)

= −Tα,s(t)(−∆)s/2u0(x) +
d

dt

[
1

Γ(1− α)

∫ t

0
τ−αdτu0(x)

]

= −Tα,s(t)(−∆)s/2u0(x) +
d

dt

[
t1−α

Γ(1− α)(1 − α)
u0(x)

]

= −Tα,s(t)(−∆)s/2u0(x) +
t−αu0(x)

Γ(1− α)
, t > 0.

Luego, debido a que la familia de operadores {Tα,s(t)}t≥0 es continua sobre [0,∞) y la función real

τ(t) := t−α es continua sobre (0,∞), se concluye que D1
t J

1−α
t u ∈ C((0,∞);L2).

26



Finalmente, debemos verificar que nuestra solución u satisface efectivamente el problema (2.1.11) sobre

(0,∞)×R
n. Para esto, usando la identidad (A.1.16) y el Teorema A.1.7 para (−∆)s/2Tα,s(t)u0 se tiene,

Dα
t u(t, x) = Dα

t (u(t, x)− u0(x))

= Dα
t (Tα,s(t)u0(x)− u0(x))

= −Dα
t J

α
t (−∆)s/2Tα,s(t)u0(x)

= −(−∆)s/2Tα,s(t)u0(x) = −(−∆)s/2u(t, x), t > 0, x ∈ R
n.

En consecuencia, u = Tα,s(·)u0 representa una solución fuerte a nuestro problema (2.1.11), para u0 ∈ Hs.

Además, debido a la unicidad del operador solución asociado a (2.1.11), se desprende la unicidad de la

solución fuerte u. �

Observación 2.1.8. (i) Sea α ∈ (0, 1), s > 0, u0 ∈ Hs fijos. Suponiendo que u solución fuerte del

problema (2.1.11) satisface que u, Dα
t u ∈ AC((0, T );L2) entonces debido a (A.1.13), y Teorema

A.1.11 para u′, se tiene que

D1−α
t Dα

t u(t) = D1−α
t J1−α

t u′(t)

= u′(t), t > 0.
(2.1.18)

Luego, aplicando el operador diferencial fraccionario D1−α
t sobre ambos lados de nuestro problema

(2.1.11), junto con la identidad (2.1.18), se obtiene que

u′(t) = −D1−α
t (−∆)s/2u(t), u(0) = u0. (2.1.19)

A partir de (2.1.19), se concluye que si u es una solución fuerte de (2.1.11), tal que u ∈ AC((0, T );L2),

entonces u corresponde a una función diferenciable sobre la semi-recta (0,∞).

(ii) Note que, a partir del núcleo fundamental (2.1.13) junto con la Proposición A.2.1 para α ∈ (0, 1),

x := tα|ξ|s ≥ 0, se satisface que

F(Gα,s(t, ·))(ξ) = Eα(−tα|ξ|s) = Eα(−x) ≥ 0, t > 0, ξ ∈ R
n. (2.1.20)

De este modo, debido a la desigualdad (2.1.20) junto al Lema A.2.3 parte (ii) para z = −tα|ξ|s, se
tiene que existe una constante no negativa M tal que,

F(Gα,s(t, ·))(ξ) = |F(Gα,s(t, ·))(ξ)|

= |Eα(−tα|ξ|s)| ≤
M

tα|ξ|s , t > 0, ξ ∈ R
n,

luego

ĺım
t7→∞

F(Gα,s(t, ·))(ξ) ≤
M

|ξ|s ĺım
t7→∞

1

tα
= 0, ξ ∈ R

n.
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Por lo tanto, a partir de la desigualdad anterior se concluye que

ĺım
t→∞

Eα(−tα|ξ|s) = 0, ξ ∈ R
n,

para α ∈ (0, 1), s > 0.

En una segunda parte, estamos interesado en determinar el valor ĺımite de F−1[Eα(−tα|ξ|s)] para t
cercano a cero. Para conseguir esto, notamos desde (2.1.20) y debido a la continuidad de la función

de Mittag-Leffler Eα(·) se desprende que

ĺım
t7→0

F(Gα,s(t, ·))(ξ) = ĺım
t7→0

Eα(−tα|ξ|s) = Eα(0) = 1 = F(δ0),

donde δ0 ∈ S ′. Luego, usando la continuidad de F sobre S ′, permite asegurar que nuestro núcleo

F−1[Eα(−tα|ξ|s)] S′

−→ δ0, t→ 0 (2.1.21)

Casos particulares de la convergencia (2.1.21), para α = s = 1 y α = 1, s = 2 han sido estudiados

en el ejemplo 1.6 parte (iii) en Umarov, S. [69].

La siguiente proposición establece para t suficientemente grande un decaimiento a cero de nuestra solución

fuerte u, descrita previamente en la Proposición 2.1.7. Este decaimiento ocurre tanto en la norma ‖ · ‖Hs

y en la norma ‖ · ‖∞, previo que s > n/2.

Proposición 2.1.9. Sea s > 0, u0 ∈ Hs fijos. Entonces, la solución fuerte del problema (2.1.11) satisface

que

ĺım
t→∞

‖u(t, ·)‖Hs = 0. (2.1.22)

Demostración. Dado s > 0, luego debido a la representación (2.1.12) de la Proposición 2.1.5 junto con

el Lema A.2.3 parte (ii) para z = −tα|ξ|s, existe una constante no negativa M tal que,

‖u(t, ·)‖2Hs =

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|û(t, ξ)|sdξ

≤M2

∫

Rn

1

(1 + tα|ξ|s)2 (1 + |ξ|2)s|û0(ξ)|2dξ.
(2.1.23)

Denotamos en lo que sigue, ft(ξ) :=
1

(1 + tα|ξ|s)2 (1+ |ξ|2)s|û0(ξ)|2, luego es directo que ft(ξ) → 0 cuando

t→ ∞, y se satisface la siguiente estimación

|ft(ξ)| ≤ (1 + |ξ|2)s|û0(ξ)|2 =: g(ξ),

donde g ∈ L1, puesto que por hipótesis u0 ∈ Hs. En consecuencia, calculando el ĺımite cuando t 7→ ∞
sobre ambos lados de la desigualdad (2.1.23), y empleando el Teorema de convergencia dominada de
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Lebesgue, se concluye que

ĺım
t→∞

‖u(t, ·)‖2Hs ≤M2 ĺım
t→∞

∫

Rn

1

(1 + tα|ξ|s)2 (1 + |ξ|2)s|û0(ξ)|2dξ

≤M2

∫

Rn

ĺım
t→∞

1

(1 + tα|ξ|s)2 (1 + |ξ|2)s|û0(ξ)|2dξ

= 0, u0 ∈ Hs.

A partir, de esta desigualdad se tiene la expresión deseada (2.1.22). En una segunda parte, deseamos

señalar que por Proposición 1.1.4 si s > n/2, entonces Hs →֒ Cb de forma continua, luego por (2.1.22)

ĺım
t→∞

‖u(t, ·)‖∞ = 0.

Aqúı (Cb, ‖ · ‖∞) denota el espacio de Banach de funciones continuas acotadas sobre R
n, dotado con la

norma del supremo. �

2.2 Ecuación de Schrödinger tiempo-espacio fraccionario

En esta segunda etapa del caṕıtulo 2, estamos interesados en realizar un estudio de la solución de una

ecuación homogénea de Schrödinger tiempo-espacio fraccionario (2.0.2), conocida en la literatura como

ecuación de Schrödinger tiempo-fraccionario para una “part́ıcula libre” (en el caso que s = 2), ver

Definición 2.2.1. Sea α ∈ (0, 1), s > 0, u0 ∈ Hs fijos. Una función u ∈ C([0,∞);L2) se llama una

solución fuerte del problema





Dα
t u(t, x) = (−i)α(−∆)s/2u(t, x), t > 0, x ∈ R

n

u(0, x) = u0(x), u0 ∈ Hs,
(2.2.1)

si u ∈ C([0,∞);Hs); J1−α
t u ∈ C1((0,∞);L2), y la función u satisface el problema (2.2.1) para cada

(t, x) ∈ (0,∞) × R
n.

La siguiente proposición muestra la existencia, unicidad, regularidad y representación de la solución

fuerte del problema (2.2.1), este resultado es basado fuertemente en [28, Teorema 3.1], ver de forma

adicional [4, 22,59]:

Proposición 2.2.2. Sea α ∈ (0, 1), s > 0, u0 ∈ Hs fijos. Entonces, existe única solución fuerte al

problema (2.2.1) representada como,

u(t, x) = F−1[Eα((−it)α|ξ|s)û0(ξ)](x), t > 0, x ∈ R
n. (2.2.2)
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Más aún, se satisface la siguiente convergencia,

ĺım
t→∞

‖u(t, ·)‖Hs =
1

α
‖u0‖Hs . (2.2.3)

Demostración. Fijar s > 0, entonces por Observación 1.1.6 y Lema 1.1.15 se conoce que D((−∆)s/2)
‖·‖2

=

Hs‖·‖2 = L2, y notamos que el operador (−∆)s/2 es simétrico sobre L2, es decir, usando el Teorema de

Plancherel A.3.2, y considerando u, v ∈ Hs se tiene que

〈(−∆)s/2u, v〉 = 〈F−1[|ξ|sF(u)(ξ)], v〉

= 〈|ξ|sF(u)(ξ),F(v)(ξ)〉

= 〈F(u)(ξ), |ξ|sF(v)(ξ)〉

= 〈u,F−1[|ξ|sF(v)(ξ)]〉

= 〈u, (−∆)s/2v〉.

(2.2.4)

Más aún, notamos que el dominio maximal del operador adjunto ((−∆)s/2)∗ coincide con el subespacio

D((−∆)s/2) = Hs, es decir,

D(((−∆)s/2)∗) := {v ∈ L2 : existe η ∈ L2, 〈(−∆)s/2u, v〉 = 〈u, η〉, u ∈ Hs},

para v ∈ D(((−∆)s/2)∗) se define ((−∆)s/2)∗v := η, luego por (2.2.4) se concluye que ((−∆)s/2)∗v =

(−∆)s/2v, para v ∈ Hs. En consecuencia, se tiene que el operador lineal (−∆)s/2 es autoadjunto sobre

L2. En una segunda parte, es directo que (−∆)s/2 es positivo, es decir,

〈(−∆)s/2u, u〉 = 〈|ξ|sF(u)(ξ),F(u)(ξ)〉 =
∫

Rn

|ξ|s|F(u)(ξ)|2dξ = ‖u‖2Hs ≥ 0,

para cada u ∈ Hs. Luego por Teorema 3.1 de [28], se concluye que existe una única solución fuerte al

problema (2.2.1) representada como

u(t, x) = F−1 [Eα((−it)α|ξ|s)û0(ξ)] (x), t > 0, x ∈ R
n.

En una segunda etapa, notamos que debido a la identidad (A.2.6) se tiene que

1

α
− |ξ|s

π
| sin(πα)|

∣∣∣∣
∫ ∞

0
Kα(τ, ρ, t)dτ

∣∣∣∣ ≤ |Eα((−it)α|ξ|s)| ≤
1

α
+

|ξ|s
π

∣∣∣∣
∫ ∞

0
Kα(τ, ρ, t)dτ

∣∣∣∣ , (2.2.5)

donde Kα(τ, ρ, t) =
e−τtτα−1

τ2α − 2ρτα cos(πα) + ρ2
, para ρ := |ξ|s(−i)α. Luego, tomando en la

estimación (2.2.5) t tiende a infinito, se concluye que ĺım
t→∞

|Eα((−it)α|ξ|s)| =
1

α
. Ahora, se define

gt(ξ) = (1 + |ξ|2)s|Eα((−it)α|ξ|s)|2|û0(ξ)|2,
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entonces es directo que ĺım
t→∞

gt(ξ) =
1

α2
(1 + |ξ|2)s|û0(ξ)|2. Más aún, se satisface que |gt(ξ)| ≤ M(1 +

|ξ|2)s|û0(ξ)|2, donde (1 + | · |2)s|û0(·)|2 ∈ L1, puesto que u0 ∈ Hs. Por lo tanto, debido al teorema de

convergencia dominada de Lebesgue

ĺım
t→∞

‖u(t, ·)‖2Hs = ĺım
t→∞

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|û(t, ξ)|2dξ

= ĺım
t→∞

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|Eα((−it)α|ξ|s)|2|û0(ξ)|2dξ

= ĺım
t→∞

∫

Rn

gt(ξ)dξ

=

∫

Rn

ĺım
t→∞

gt(ξ)dξ

=
1

α2
‖u0‖2Hs .

Aśı, la demostración de (2.2.3) ahora sigue desde la última igualdad. �

Observación 2.2.3. Usando el Corolario A.1.12 parte (ii), y asumiendo que es posible aplicar el operador

integración de Riemann-Liouville de orden α, Jα
t para cada α ∈ (0, 1), sobre ambos lados de nuestro

problema (2.2.1) se obtiene que

u(t, x) =
(
I − (−i)αJα

t (−∆)s/2
)−1

u0(x), t > 0, x ∈ R
n, (2.2.6)

donde notamos que, para u0 ∈ Hs se tiene

‖(−∆)s/2u‖2L2 = ‖F−1[|ξ|sû(ξ)]‖2L2 = ‖ξ|sû(ξ)‖2L2

=

∫

Rn

|ξ|2s|û(ξ)|2dξ

≤
∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ

= ‖u‖2Hs ,

por tanto, ‖(−∆)s/2‖B(Hs,L2) ≤ 1, para s > 0. Luego, debido al Teorema de Neumann para el operador

lineal (−i)αJα
t (−∆)s/2, se tiene que (2.2.6) es convergence y u puede ser representado por la serie de

Neumann,

u(t, x) =

∞∑

k=0

(−i)αkJαk
t (−∆)sk/2u0(x), u0 ∈ Hs. (2.2.7)

En consecuencia, por Definición A.1.3 para αk, (A.1.5) para β = αk + 1, Definición 1.1.13 y expresión
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(2.2.7) se tiene que

u(t, x) =

∞∑

k=0

(−i)αkgαk+1(t)(−∆)sk/2u0(x)

=

∞∑

k=0

(−it)αk
Γ(αk + 1)

(−∆)sk/2u0(x)

=

∞∑

k=0

(−it)αk
Γ(αk + 1)

F−1[|ξ|skû0(ξ)](x)

= F−1

[
∞∑

k=0

(−it)αk|ξ|sk
Γ(αk + 1)

û0(ξ)

]
(x), u0 ∈ Hs.

(2.2.8)

Note que, la función ξ 7→
∞∑

k=0

(−it)αk|ξ|sk
Γ(αk + 1)

û0(ξ) = Eα((−it)|ξ|s)û0(ξ) es L2-integrable para u0 ∈ Hs,

puesto que debido a la estimación (A.2.4), teorema de Plancherel sobre L2, y Hs →֒ L2 se desprende que

‖Eα((−it)| · |s)û0(·)‖2L2 =

∫

Rn

|Eα((−it)|ξ|s)|2|û0(ξ)|2dξ

≤M

∫

Rn

|û0(ξ)|2dξ

=M‖u0‖2L2

≤M‖u0‖2Hs , u0 ∈ Hs.

(2.2.9)

Luego, el intercambio entre la serie y la transformada inversa F−1 en la cuarta igualdad (2.2.8) viene

justificada por (2.2.9) junto con la continuidad de F−1 sobre L2. En consecuencia, debido a la repre-

sentación (2.2.8) de u notamos que coincide con la representación descrita en (2.2.2) en la Proposición

2.2.2, según (A.2.2).

Ahora, describimos una solución fuerte expĺıcita u de nuestro problema (2.2.1), para un caso concreto

de condición inicial u0 ∈ Hs, para ciertos rango de s > 0. Además, notamos que no es posible considerar

u0 = δ0, debido a que la distribución δ0 6∈ Hs, para s > 0.

Ejemplo 2.2.4. Sea u0(x) := e−|x|, x ∈ R
n. Entonces, usando la identidad de subordinación(2) para

t = |x| e integrando con respecto a e−ix·ξdx se tiene que

û0(ξ) = F(e−|x|)(ξ) = cn
1

(1 + |ξ|2)(n+1)/2
, ξ ∈ R

n,

(2)La identidad de subordinación, señala que e−t =
1√
π

∫ t

0

e(−y−t2)/y dy√
y
, para t > 0, se sugiere ver [30, página 118].
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donde cn :=
Γ((n + 1)/2)

π(n+1)/2
. Luego, u0 ∈ Hs para 0 < s < n/2 + 1, puesto que

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|F(u0)(ξ)(ξ)|2dξ = c2n

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s
(1 + |ξ|2)n+1

dξ

= c2n

∫

Rn

1

(1 + |ξ|2)n+1−s
dξ,

es convergente(3) si y sólo si n + 1 − s > n/2. De este modo, debido a la expresión (2.2.2) de nuestra

Proposición 2.2.2 se tiene la siguiente representación de la solución fuerte del problema (2.2.1),

u(t, x) = F−1 [Eα((−it)α|ξ|s)F(u0)(ξ)] (x)

= cnF−1

[
Eα((−it)α|ξ|s)
(1 + |ξ|2)(n+1)/2

]
(x)

=
cn

(2π)n

∫

Rn

eix·ξ

(1 + |ξ|2)(n+1)/2
Eα((−it)α|ξ|s)dξ

= dn

(∫

Rn

∞∑

k=0

eix·ξ cos(παk/2)tαk |ξ|sk
(1 + |ξ|2)(n+1)/2Γ(αk + 1)

dξ − i

∫

Rn

∞∑

k=0

eix·ξ sin(παk/2)tαk |ξ|sk
(1 + |ξ|2)(n+1)/2Γ(αk + 1)

dξ

)

=
∞∑

k=0

(−it)αk
Γ(αk + 1)

F−1

[ |ξ|sk
(1 + |ξ|2)n+1/2

]
(x),

(2.2.10)

para s < n/2 + 1, dn := cn/(2π)
n y donde la transformada F−1 en (2.2.10) es interpretada en el sentido

de las distribuciones temperadas S ′.

En una segunda parte de nuestro ejemplo, notamos que si u0 := δ0, luego en el sentido de las distribuciones

temperadas se tiene que û0 = 1 ∈ S ′. De este modo, u0 ∈ Hs si y sólo si

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|F(u0)(ξ)(ξ)|2dξ =
∫

Rn

(1 + |ξ|2)sdξ

=

∫

Rn

1

(1 + |ξ|2)−s
dξ,

es finito cuando s ≤ −n/2, por tanto s debe ser negativo. En conclusión, no es posible representar una

solución fuerte u descrita en la forma (2.2.2) de la Proposición 2.2.2, en el caso que la condición inicial

sea la distribución delta u0 = δ0, debido a que u0 6∈ Hs, para s > 0.

Observación 2.2.5. Sea u0 ∈ L1 ∩Hs, para s > 0, donde asumiremos que u0 es continua en el origen de

modo que û0 ≥ 0. Entonces, debido al Lema A.2.3 parte (i), Lema de Fatou y la fórmula de inversión de

Fourier sobre L1, se concluye que la solución fuerte u descrita por la expresión (2.2.2) en la Proposición

(3)La integral sobre R
n,

∫

Rn

(1 + |x|2)−ηdx es convergente si y sólo si η > n/2, ver Lema 1.3 en [57].
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2.2.2, satisface que

‖u(t, ·)‖L∞ = sup
x∈Rn

∣∣∣∣
∫

Rn

eix·ξEα((−it)α|ξ|s)û0(ξ)dξ
∣∣∣∣

≤
∫

Rn

|Eα((−it)α|ξ|s)||û0(ξ)|dξ

≤M

∫

Rn

|û0(ξ)|dξ

=M

∫

Rn

û0(ξ)dξ

≤M ĺım
t→0

∫

Rn

e−t|ξ|2û0(ξ)dξ =Mu0(0),

lo cual es finito, t > 0.

En el siguiente resultados se probará que si la condición inicial u0 en nuestro problema (2.2.1) es una

función radial en el espacio de Sobolev Hs, es decir, es invariante bajo rotaciones con respecto a la

variable x ∈ R
n, entonces la solución fuerte descrita por la Proposición 2.2.2 también será de tipo radial.

Proposición 2.2.6. Sea α ∈ (0, 1), s > 0, u0 ∈ Hs
rad fijos. Entonces, la solución fuerte u del problema

(2.2.1), satisface que

u ∈ Hs
rad.

Demostración. Suponer que u0 ∈ Hs
rad, es decir, u0(Rx) = u0(x), para x ∈ R

n, R ∈ SO(n). Primero,

probaremos que la transformada de Fourier de u0 es invariante bajo rotación R. Más precisamente,

tenemos que

û0(Rξ) =

∫

Rn

e−iRξ·yu0(y)dy

=

∫

Rn

e−iξ·R−1yu0(y)dy

=

∫

Rn

e−iξ·zu0(Rz)dz

=

∫

Rn

e−iξ·zu0(z)dz = û0(ξ),

donde z := Ry, |det(R)| = 1, puesto que R ∈ SO(n). Además, notamos que la función ψ(ξ) :=

Eα((−it)α|ξ|s)F(u0)(ξ), es radial, pues u0 lo es. En efecto, para cada R ∈ SO(n), se tiene que

ψ(Rξ) = Eα((−it)α|Rξ|s)F(u0)(Rξ) = Eα((−it)α|ξ|s)F(u0)(ξ) = ψ(ξ).

Finalmente, la solución u de nuestro problema (2.2.1) es radial, ya que para cada matriz R ∈ SO(n), se
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tiene que

u(t, Rx) = F−1[Eα((−it)α|ξ|s)û0(ξ)](Rx) = F−1[ψ(ξ)](Rx)

=

∫

Rn

eiRx·ξψ(ξ)dξ

=

∫

Rn

eix·R
−1ξψ(ξ)dξ

=

∫

Rn

eix·wψ(Rw)dw

=

∫

Rn

eix·wψ(w)dw = F−1[ψ(ξ)](x)

= F−1[Eα((−it)α|ξ|s)F(u0)(ξ)](x) = u(t, x).

En consecuencia, u(t, ·) es invariante bajo rotaciones. Además, es directo por la definición que, si u0 ∈ Hs,

entonces u ∈ Hs, para s > 0. �
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CAṔITULO 3

Ecuación lineal de Schrödinger tiempo-espacio

fraccionario

En el presente caṕıtulo estudiaremos la solubilidad de la ecuación lineal de Schrödinger tiempo-

espacio fraccionario sobre la escala de espacios de Hilbert Hs ⊆ L2, para s ∈ (0, 1). Más precisamente,

nuestro interés es investigar la existencia, unicidad, regularidad y la representación expĺıcita de la solución

u para el siguiente problema tiempo-espacio fraccionario no local, [6, 19,40,66,67]:




iα Dα

t u(t, x) = (−∆)s/2u(t, x) + f(t, x), (t, x) ∈ (0, T ] × R
n

u(0, x) = u0(x),
(3.0.1)

donde α ∈ (0, 1), iα = eαπi/2, s ∈ (0, 1), (−∆)s/2 denota el operador Laplaciano fraccionario definido

sobre su dominio maximal Hs, Dα
t corresponde al operador diferencial fraccionario de orden α en el

sentido de Caputo, f ∈ L1([0, T ];L2) denota una función lineal, u0 ∈ L2 corresponde al dato inicial del

problema.

3.1 Ecuación de Schrödinger tiempo-espacio fraccionario, caso lineal

En esta sección estudiaremos la solubilidad del problema de Schrödinger no homogéneo lineal sobre la

escala de espacios de Hilbert Hs ⊆ L2, para s ∈ (0, 1). Más precisamente, investigaremos existencia,

unicidad y la representación expĺıcita de soluciones del siguiente caso particular del problema (3.0.1),

[19, 66]:
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iα Dα

t u(t, x) = (−∆)s/2u(t, x) + f(t, x), (0, T ] × R
n.

u(0, x) = 0,
(3.1.1)

donde α ∈ (0, 1), s ∈ (0, 1), iα = eiαπ/2, Dα
t denota el operador fraccionario en el sentido de Caputo

de orden α, (−∆)s/2 corresponde al operador Laplaciano de orden s, y consideramos la función lineal

f ∈ L1([0, T ];L2).

Comenzamos introduciendo la siguiente definición de solución fuerte asociado a nuestro problema (3.1.1).

Definición 3.1.1. Una función u ∈ C([0, T ];Hs) se denomina solución fuerte de (3.1.1) si g1−α ∗ u ∈
C1((0, T ];L2), y se satisface la ecuación

iα Dα
t u(t, x) = (−∆)s/2u(t, x) + f(t, x), (0, T ] × R

n, (3.1.2)

donde u(0, x) = 0, f ∈ C([0, T ];L2).

Es necesario señalar, que en muchos caso no es posible determinar una solución fuerte de nuestra problema

(3.1.1), por esto será útil determinar una noción débil de solución de (3.1.1). Para conseguir la definición

de solución débil de nuestro problema, aplicamos de manera formal el operador integración Jα
t sobre

(3.1.1), es decir, asumiendo que existe u solución fuerte de (3.1.1), y aplicando formalmente el operador

integración Jα
t sobre ambos lados del problema (3.1.1), y empleando el Corolario A.1.12 parte (ii), nos

permite obtener la siguiente ecuación integral asociada a (3.1.1),

u(t, x) = (−i)α(−∆)s/2Jα
t u(t, x) + (−i)αJα

t f(t, x), (0, T ]× R
n, (3.1.3)

donde (−i)α = e−iαπ/2, f ∈ L1([0, T ];L2).

Luego, en términos de la ecuación integral (3.1.3) adoptaremos la siguiente definición de solución débil

asociada a nuestro problema lineal (3.1.1), se sugiere ver [1].

Definición 3.1.2. Una función u ∈ C([0, T ];L2) se denomina solución débil de (3.1.1) si gα ∗ u ∈ Hs, y

se satisface la ecuación

u(t, x) = (−i)α(−∆)s/2Jα
t u(t, x) + (−i)αJα

t f(t, x), (0, T ]× R
n,

donde f ∈ L1([0, T ];L2).

A continuación, describiremos una representación integral de la solución de nuestro problema (3.1.1). Más

precisamente, usando la transformada de Laplace y Fourier sobre la variable temporal t y variable espacial

x respectivamente en (3.1.1) junto con el Lema A.2.2 y expresión (A.1.16) derivamos una representación

integral expĺıcita de nuestra solución u. Para conseguir esto, asumir que α ∈ (0, 1), s > 0. Luego,
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aplicando la transformada de Fourier sobre ambos lados de (3.1.1), permite obtener que

iα Dα
t û(t, ξ) = |ξ|sû(t, ξ) + f̂(t, ξ), t ≥ 0, ξ ∈ R

n. (3.1.4)

Más aún, aplicando la transformada de Laplace sobre ambos lados de (3.1.4) y usando la identidad

(A.1.19) se concluye que iα(zαLû(z, ξ) − zα−1û(0, ξ)) = |ξ|sLû(z, ξ) + Lf̂(z, ξ). Luego, despejando la

cantidad Lû(z, ξ) de la ecuación anterior junto con el hecho que u(0, x) = 0, Lema A.2.2 para w :=

(−i)α|ξ|s con la condición que |z| > |ξ|s/α, identidad (A.1.19) para u = F(f) y la identidad diferencial

descrita por (A.1.16) para u suficientemente regular, nos permite concluir que

Lû(z, ξ) = (−i)αLf̂(z, ξ)
zα − (−i)α|ξ|s

=
zα−1

zα − (−i)α|ξ|s · (−i)αz1−αLf̂(z, ξ)

= L{Eα((−i)α|ξ|stα)}(z) · (−i)α
[
L{D1−α

t f̂(t, ξ)}(z) + f̂(0, ξ)g̃α(z)
]

= L{Eα((−i)α|ξ|stα)}(z) · (−i)αL{D1−α
t f̂(t, ξ) + f̂(0, ξ)gα}(z)

= L{Eα((−it)α|ξ|s)}(z) · (−i)αL{D1−α
t f̂(f)(t, ξ)}(z)

= (−i)αL
{
Eα((−i·)α|ξ|s) ∗ D1−α

t f̂(·, ξ)
}
(z),

(3.1.5)

donde L(gα)(z) = z−α, para ℜ(z) > 0. De este modo, debido (3.1.5) y unicidad de la transformada de

Laplace se concluye que û es descrito como

û(t, ξ) = (−i)α
[
Eα((−i·)α|ξ|s) ∗ D1−α

t f̂(·, ξ)
]
(t)

= (−i)α
∫ t

0
Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)D1−α

τ f̂(τ, ξ)dτ,
(3.1.6)

Finalmente, despejando u desde la expresión (3.1.6), se tiene la siguiente representación integral de

nuestro candidato a solución,

u(t, x) = (−i)α
∫ t

0
F−1

[
Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)D1−α

τ F(f)(τ, ξ)
]
(x)dτ, t > 0, x ∈ R

n, (3.1.7)

donde α ∈ (0, 1), D1−α
τ denota la derivada de Riemann-Liouville de orden 1−α, Eα(·) denota la función

de Mittag-Leffler de orden α. La expresión (3.1.7) nos señala que si existe solución u del problema (3.1.1),

aquella solución u debe tener esta representación integral.

En la siguiente observación, deseamos representar u de la expresión (3.1.7) en una forma equivalente, la

cual será de utilidad en nuestros resultados posteriores.
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Observación 3.1.3. (i) Notamos que, desde la representación (3.1.6) es directo que

û(t, ξ) = (−i)α(φ ∗ D1−α
τ F(f)(·, ξ))(t),

donde definimos φ(t) := Eα(t
αa(ξ)), para a(ξ) := (−i)α|ξ|s. Luego, la derivada de Riemann-

Liouville de orden 1− α satisface que

D1−α
t f̂(t, ξ) :=

d

dt
(gα ∗ f̂)(·, ξ))(t)

= gα(0)f̂ (t, ξ) + (g′α ∗ f̂(·, ξ))(t)

= (g′α ∗ f̂(·, ξ))(t),

puesto que gα(0) = 0, α > 0. De esta manera, û viene expresado como una doble convolución (finita

en la variable temporal),

û(t, ξ) = (−i)α(φ ∗ D1−α
t F(f)(·, ξ))(t) = (−i)α(φ ∗ g′α ∗ F(f)(·, ξ))(t). (3.1.8)

En consecuencia, por (3.1.8) la representación integral (3.1.7) es equivalente a escribir

u(t, x) = (−i)αF−1[(φ ∗ g′α ∗ F(f)(·, ξ))(t)](x), t > 0, x ∈ R
n. (3.1.9)

(ii) Note que, aunque en el problema (3.1.1) aparece involucrada la derivada fraccionaria en el sentido de

Caputo Dα
t , sin embargo la representación integral de u en (3.1.7) aparece la derivada fraccionaria

en el sentido de Riemann-Liouville D1−α
τ , para α ∈ (0, 1).

El siguiente resultado, es un lema que será de utilidad en la demostración de nuestra Proposición 3.1.5.

Lema 3.1.4. Sea α ∈ (0, 1), s > 0. Considere φ(t) = Eα(t
αa(ξ)), entonces se satisface que

J1
t (φ

′ ∗ g′α)(t) = (φ ∗ g′α)(t) − gα(t) t > 0,

donde a(ξ) := (−i)α|ξ|s.

Demostración. Note que (1 ∗ φ′)(t) = φ(t)− 1, para t > 0. Luego, para α ∈ (0, 1), s > 0 resulta que

J1
t (φ

′ ∗ g′α)(t) := (1 ∗ φ′ ∗ g′α)(t)

= (φ ∗ g′α − 1 ∗ g′α)(t)

= (φ ∗ g′α)(t)− J1
t g

′
α(t)

= (φ ∗ g′α)(t)− gα(t), t > 0,

donde J1
t denota el operador integración de orden uno. �
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El siguiente resultado, corresponde a una proposición que asegura la existencia de una única solución

débil asociada a nuestro problema inicial (3.1.1). Dicho resultado será de utilidad en el Corolario 3.1.6 y

Proposición 3.1.8.

Proposición 3.1.5. Sea α ∈ (0, 1), s ∈ (0, 1), f ∈ L1([0, T ];L2), D1−α
τ f ∈ C([0, T ];L2), gα ∗ f ∈

AC([0, T ];L2). Entonces, existe única solución débil de (3.1.1) cuya representación integral es descrita

como

u(t, x) = (−i)α
∫ t

0
F−1

[
Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)D1−α

τ F(f)(τ, ξ)
]
(x)dτ, [0, T ]× R

n. (3.1.10)

Demostración. Primero, demostramos que la representación descrita en (3.1.10) satisface la ecuación

integral asociada a nuestro problema (3.1.1), es decir,

iαu(t, x) = (−∆)s/2Jα
t u(t, x) + Jα

t f(t, x), [0, T ]× R
n, (3.1.11)

donde gα ∗ u ∈ Hs. Para conseguir (3.1.11), notamos que a partir de la Observación 3.1.3 parte (i),

ecuación (3.1.9), se tiene que

(−∆)s/2Jα
t u(t, x) = Jα

t (−∆)s/2u(t, x)

= Jα
t F−1[|ξ|sû(t, ξ)](x)

= Jα
t F−1[(−i)α|ξ|s(φ ∗ g′α ∗ f̂(ξ))(t)](x)

= Jα
t F−1[(a(ξ)φ ∗ g′α ∗ f̂(ξ))(t)](x),

(3.1.12)

donde φ(t) := Eα(t
αa(ξ)), para a(ξ) = (−i)α|ξ|s.

Ahora bien, en virtud de la identidad (A.2.3) para α ∈ (0, 1), w := a(ξ), Definición A.1.9 para u(t) =

Eα(t
αa(ξ)) junto con la Definición A.1.3 para u(t) = E′

α(t
αa(ξ)), resulta que a(ξ)φ(t) es descrito como

a(ξ)φ(t) = a(ξ)Eα(t
αa(ξ)) = Dα

t Eα(t
αa(ξ))

:= J1−αE′
α(t

αa(ξ)) = (g1−α ∗ E′
α((·)αa(ξ)))(t)

= (g1−α ∗ φ′)(t).

(3.1.13)

Luego, se desprende desde (3.1.12)-(3.1.13), Definición A.1.3 para u(t) = (g1−α ∗ φ′ ∗ g′α ∗ F(f)(ξ))(t),

junto con la propiedad de semigrupo (A.1.6) de {gα(t)}t≥0, para α ∈ (0, 1), β := 1− α que

(−∆)s/2Jα
t u(t, x) = Jα

t F−1[(a(ξ)φ ∗ g′α ∗ F(f)(ξ))(t)](x)

= Jα
t F−1[(g1−α ∗ φ′ ∗ g′α ∗ F(f)(ξ))(t)](x)

= F−1[(gα ∗ g1−α ∗ φ′ ∗ g′α ∗ F(f)(ξ))(t)](x)

= F−1[(g1 ∗ φ′ ∗ g′α ∗ F(f)(·, ξ))(t)](x).

(3.1.14)

40



De este modo, debido a la expresión (3.1.14), Lema 3.1.4 y Observación 3.1.3 parte (i) concluimos que

(−∆)s/2Jα
t u(t, x) + Jα

t f(t, x) = F−1[(g1 ∗ φ′ ∗ g′α ∗ F(f)(·, ξ))(t)](x) + F−1[gα ∗ F(f)(·, ξ)](x)

= F−1[(J1(φ′ ∗ g′α) ∗ F(f)(·, ξ)) + gα ∗ F(f)(·, ξ)](x)

= F−1[(J1(φ′ ∗ g′α) + gα) ∗ F(f)(·, ξ)](x)

= F−1[φ ∗ g′α ∗ F(f)(·, ξ)](x) = iαu(t, x), [0, T ]× R
n.

En consecuencia, u satisface la ecuación integral deseada. En una segunda etapa, mostramos que u ∈
C([0, T ];L2). A partir, del Teorema de Plancherel, desigualdad de Hölder e hipótesis, se tiene que

‖u(t, ·)‖2L2 =

∫

Rn

∣∣∣∣(−i)
α

∫ t

0
Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)D1−α

τ F(f)(τ, ξ)dτ

∣∣∣∣
2

dξ

≤MT

∫ t

0

∫

Rn

|D1−α
τ F(f)(τ, ξ)|2dξdτ

=MT

∫ t

0

∫

Rn

|D1−α
τ f(τ, x)|2dxdτ

≤MT ‖D1−α
τ f‖2L2 ,

(3.1.15)

es finito, ya que D1−α
τ f ∈ L2, para t ∈ [0, T ]. Finalmente, estamos interesados en verificar que Jα

t u(t, ·) ∈
Hs, para s ∈ (0, 1). Entonces, debido a la Proposición 1.1.14 aplicado a Jα

t u(t), se tiene que existe una

constante no negativa C de modo que,

‖Jα
t u(t)‖Hs ≤ C

(
‖Jα

t u(t)‖L2 + ‖(−∆)s/2Jα
t u(t)‖L2

)
, (3.1.16)

para s ∈ (0, 1). De este modo, basta con estimar ambas cantidades del lado derecho de la desigualdad

(3.1.16), para esto notamos que

‖Jα
t u(t)‖2L2 =

∫

Rn

|Jα
t u(t, x)|2dx

=

∫

Rn

∣∣∣∣
∫ t

0
gα(t− τ)u(τ, x)dτ

∣∣∣∣
2

dx

≤ Cα,T

∫

Rn

∫ t

0
|u(τ, x)|2dτdx

= Cα,T

∫ t

0

∫

Rn

|u(τ, x)|2dxdτ ≤ Cα,T

(
sup
τ

‖u(τ)‖L2

)2

.

(3.1.17)

Por tanto, ‖Jα
t u(t)‖L2 ≤ Cα,T supτ ‖u(τ)‖L2 es finito debido a nuestra estimación (3.1.15). Ahora, de-

seamos estimar ‖(−∆)s/2Jα
t u(t)‖L2 , para esto considere f ∈ L1([0, T ];L2) junto con la ecuación (3.1.11),

se deduce que

‖(−∆)s/2Jα
t u(t)‖L2 = ‖iαu(t)− Jα

t f(t)‖L2

≤ ‖u(t)‖L2 + ‖Jα
t f(t)‖L2

≤ ‖u(t)‖L2 +Cα,T ‖f‖L1([0,T ];L2), [0, T ],

(3.1.18)
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es finito para u ∈ C([0, T ];L2), f ∈ L1([0, T ];L2). De este modo, a partir de (3.1.16) junto con (3.1.17)-

(3.1.18), se concluye que Jα
t u(t, ·) ∈ Hs, para s ∈ (0, 1). �

Deseamos notar, que en el caso particular que nuestra función lineal f del problema (3.1.1) satisface que

f(0, x) = 0, para x ∈ R
n. Entonces, se tiene que la solución débil descrita por la Proposición 3.1.5 queda

en términos de la derivada en sentido de Caputo de orden 1− α, para α ∈ (0, 1).

Corolario 3.1.6. Sea α ∈ (0, 1), s ∈ (0, 1), f ∈ L1([0, T ];L2), D
1−α
τ f ∈ C([0, T ];L2), gα ∗ f ∈

AC([0, T ];L2), f(0, x) = 0. Entonces, existe única solución débil de (3.1.1), cuya representación integral

es descrita como

u(t, x) = (−i)α
∫ t

0
F−1

[
Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)D1−α

τ F(f)(τ, ξ)
]
(x)dτ, [0, T ]× R

n. (3.1.19)

Demostración. Usando la identidad (A.1.14) para 1 − α, β = 1, se tiene que D1−α
t 1 = gα(t), para

α ∈ (0, 1). Entonces, debido a la expresión (A.1.16) para orden 1 − α, u(t) = f̂(t, ξ) se desprende la

siguiente igualdad diferencial

D1−α
t f̂(t, ξ) = D1−α

t

[
f̂(t, ξ)− f̂(0, ξ)

]

= D1−α
t f̂(t, ξ)− f̂(0, ξ)gα(t)

= D1−α
t f̂(t, ξ), α ∈ (0, 1),

(3.1.20)

donde f(0, x) = 0, f(·, x) ∈ L1([0, T ]), gα ∗ f ∈ AC([0, T ]). Luego, a partir de la Proposición 3.1.5 y

expresión (3.1.20) se tiene que la solución débil u se describe como

u(t, x) = (−i)α
∫ t

0
F−1

[
Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)D1−α

τ F(f)(τ, ξ)
]
(x)dτ

= (−i)α
∫ t

0
F−1

[
Eα((−i(t− τ))α|ξ|s) · D1−α

τ F(f)(τ, ξ)
]
(x)dτ.

(3.1.21)

�

El siguiente resultado, corresponde a un lema técnico requerido en la demostración de la Proposición

3.1.8.

Lema 3.1.7. Sea α ∈ (0, 1), f(t, ·) ∈ L2. Entonces, se satisface que

(g1−α ∗ F−1[g′α ∗ f̂(·, ξ)])(t) = f(t, x), [0, T ]× R
n.

Demostración. Para α ∈ (0, 1), se satisface la siguiente identidad,

g1−α ∗ g′α = (g1−α ∗ gα)′ − g1−α(0)gα

= D11 = g0 = δ,
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donde δ denota la distribución delta. Luego, operando por la convolución (finita) de F(f), se desprende

que

g1−α ∗ g′α ∗ F(f)(ξ) = δ ∗ F(f)(ξ) = F(f)(ξ).

�

El siguiente resultado, es una proposición que asegura la existencia y unicidad de solución fuerte de

nuestro problema (3.1.1).

Proposición 3.1.8. Sea α ∈ (0, 1), s > 0, gα ∗ f ∈ AC([0, T ];L2), D1−α
t f ∈ C([0, T ],Hs). Entonces,

existe única solución fuerte de (3.1.1). Más aún, esta solución posee la siguiente representación integral

u(t, x) = (−i)α
∫ t

0
F−1

[
Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)D1−α

τ F(f)(τ, ξ)
]
(x)dτ, [0, T ]× R

n. (3.1.22)

Demostración. Primero, demostraremos que u ∈ C([0, T ];Hs). Para esto, notamos desde la repre-

sentación (3.1.6), desigualdad de Hölder aplicado a la variable temporal junto con estimaciones previas

resulta que

‖u(t, ·)‖2Hs =

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|F(u)(t, ξ)|2dξ

=

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s
∣∣∣∣(−i)

α

∫ t

0
Eα((t− τ)αa(ξ))D1−α

τ F(f)(τ, ξ)dτ

∣∣∣∣
2

dξ

≤
∫

Rn

(1 + |ξ|2)s
∫ t

0
|Eα((t− τ)αa(ξ))|2dτ ·

∫ t

0
|D1−α

τ F(f)(τ, ξ)|2dτdξ.

(3.1.23)

Luego, debido al Lema A.2.3 parte (i) para z = (t− τ)αa(ξ) = (−i(t− τ))α|ξ|s, se deduce que existe una

constante no negativa M tal que

∫ t

0
|Eα((t− τ)αa(ξ))|2dτ ≤MT =:MT , para T > 0.

De este modo, usando (3.1.23), teorema de Fubini junto a la hipótesis que D1−α
t f ∈ C([0, T ],Hs),

obtenemos que

‖u(t, ·)‖2Hs ≤MT

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s
∫ t

0
|D1−α

τ F(f)(τ, ξ)|2dτdξ

=MT

∫ t

0

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|D1−α
τ F(f)(τ, ξ)|2dξdτ

=MT

∫ t

0
‖D1−α

τ f(τ, ·)‖2Hsdτ

≤MT

∫ t

0
sup
τ

‖D1−α
τ f(τ, ·)‖2Hsdτ

≤MT

(
sup
τ

‖D1−α
τ f(τ, ·)‖Hs

)2

.
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Luego, se concluye que

‖u(t, ·)‖Hs ≤MT · sup
τ

‖D1−α
τ f(τ, ·)‖Hs ,

es finito, debido a que D1−α
t f(t, ·) ∈ Hs.

En una segunda etapa, deseamos verificar que g1−α ∗ u ∈ C1((0, T ];L2). Para estudiar esto, empleamos

la representación de u dada en (3.1.9) de la Observación 3.1.3, propiedad de semigrupo (A.1.6) junto a

la Definición A.1.3 para u(t) = F−1[φ ∗ F(f ′)(·, ξ)(t)], α = 1, para obtener que

(g1−α ∗ u)(t) = (−i)α(g1−α ∗ F−1[φ ∗ gα ∗ F(f ′)(·, ξ)])(t)

= (−i)α(g1−α ∗ gα ∗ F−1[φ ∗ F(f ′)(·, ξ)])(t)

= (−i)α(g1 ∗ F−1[φ ∗ F(f ′)(·, ξ)])(t)

= (−i)αJ1
t F−1[φ ∗ F(f ′)(·, ξ)(t)],

(3.1.24)

donde φ(t) := Eα(t
αa(ξ)), para a(ξ) = (−i)α|ξ|s. Luego, derivando con respecto a la variable temporal

ambos ambos lados en la expresión (3.1.24), y teniendo en consideración la definición de φ resulta que

(g1−α ∗ u)′(t) = (−i)αD1
t J

1
t F−1[φ ∗ F(f ′)(·, ξ)](t) = (−i)αF−1[φ ∗ F(f ′)(·, ξ)](x) (3.1.25)

De este modo, por expresión (3.1.25), desigualdad de Hölder e hipótesis concluimos que

‖(g1−α ∗ u)′(t)‖2L2 = ‖(−i)αF−1[φ ∗ F(f ′)(·, ξ)](x)‖2L2

= ‖φ ∗ F(f ′)(·, ξ)‖2L2

=

∫

Rn

∣∣∣∣
∫ t

0
φ(t− τ)F(f ′)(τ, ξ)dτ

∣∣∣∣
2

dξ

=

∫

Rn

∫ t

0
|Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)|2dτ ·

∫ t

0
|F(f ′)(τ, ξ)|2dτdξ

≤MT

∫ t

0

∫

Rn

|F(f ′)(τ, ξ)|2dξdτ

≤MT sup
τ

‖f ′(τ, ·)‖2L2 ,

es finito, ya que f ′(τ, ·) ∈ L2. Finalmente, en una tercera etapa deseamos demostrar que u satisface la

ecuación (3.1.2). Para conseguir esto, debemos tener en consideración la expresión (3.1.9) de la Obser-

vación 3.1.3, (3.1.13), Lema 3.1.7 lo cual permite asegurar que

(−∆)s/2u(t, x) = F−1[|ξ|sF(u)(t, ξ)](x)

= F−1[a(ξ)(φ ∗ g′α ∗ F(f)(·, ξ))(t)](x)

= F−1[g1−α ∗ φ′ ∗ g′α ∗ F(f)(·, ξ)](x)

= g1−α ∗ F−1[φ′ ∗ g′α ∗ F(f)(·, ξ)](x) + (g1−α ∗ F−1[g′α ∗ F(f)(·, ξ)])(t) − f(t, x)

=
(
g1−α ∗ F−1[g′α ∗ F(f)(·, ξ) + (φ′ ∗ g′α ∗ F(f)(·, ξ))]

)
(t)− f(t, x),

(3.1.26)
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donde, como es usual φ(t) := Eα(t
αa(ξ)), para a(ξ) = (−i)α|ξ|s. Más aún, notamos que

g′α ∗ F(f)(·, ξ) + (φ′ ∗ g′α ∗ F(f)(·, ξ)) =φ(0)(g′α ∗ F(f)(·, ξ)) + (φ′ ∗ g′α ∗ F(f)(·, ξ))

=(φ ∗ g′α ∗ F(f)(·, ξ))′.
(3.1.27)

Luego, a partir de las expresiones (3.1.26)-(3.1.27), y la representación descrita de u en (3.1.9). Permite

obtener que nuestra función u satisface la ecuación diferencial deseada,

(−∆)s/2u(t, x) =
(
g1−α ∗ F−1[g′α ∗ F(f)(·, ξ) + (φ′ ∗ g′α ∗ F(f)(·, ξ))]

)
(t)− f(t, x)

=
(
g1−α ∗ F−1[(φ ∗ g′α ∗ F(f)(·, ξ))′](x)

)
(t)− f(t, x)

= iα(g1−α ∗ u′(·, x))(t) − f(t, x)

= iαJ1−α
t u′(t, x) − f(t, x) = iα Dα

t u(t, x)− f(t, x), [0, T ]× R
n.

donde u(t, x) = (−i)αF−1[(φ ∗ g′α ∗ f̂(·, ξ))(t)](x), esto es, u satisface iα Dα
t u(t, x) = (−∆)s/2u(t, x) +

f(t, x), para cada (t, x) ∈ [0, T ] × R
n. En la última parte de la demostración, estamos interesados en

conseguir que la representación de u en (3.1.22), satisface efectivamente que u(0, x) = 0, x ∈ Rn. Para

esto, notamos que

û(0, ξ) = ĺım
t→0

û(t, ξ)

= (−i)α ĺım
t→0

(φ ∗ g′α ∗ f̂(ξ))(t)

= (−i)α ĺım
t→0

∫ t

0
φ(t− τ)(g′α ∗ f̂(ξ))(τ)dτ

= (−i)α ĺım
t→0

∫ T

0
χ[0,t](τ)φ(t− τ)(g′α ∗ f̂(ξ))(τ)dτ.

(3.1.28)

Ahora, definimos la función K(t, τ) := χ[0,t](τ)φ(t − τ)(g′α ∗ F(f)(ξ))(τ), luego para t ∈ [0, T ] se sigue

que

|K(t, τ)| = |χ[0,t](τ)φ(t − τ)(g′α ∗ F(f)(ξ))(τ)|

≤MT |(g′α ∗ F(f)(ξ))(τ)|,

donde g′α ∗ f̂(ξ) ∈ L1([0, T ]). Además, tenemos que para cada τ ∈ [0, T ],

ĺım
t→0

K(t, τ) = ĺım
t→0

χ[0,t](τ)φ(t− τ)(g′α ∗ F(f)(ξ))(τ)

= χ{0}(τ)φ(−τ)(g′α ∗ F(f)(ξ))(τ),

esta cantidad es finita. En consecuencia, debido al teorema de convergencia dominada junto con (3.1.28)

se tiene que

ĺım
t→0

∫ T

0
χ[0,t](τ)φ(t− τ)(g′α ∗ F(f)(ξ))(τ)dτ =

∫ T

0
ĺım
t→0

χ[0,t](τ)φ(t− τ)(g′α ∗ F(f)(ξ))(τ)dτ = 0,
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es decir, û(0, ξ) = 0. Por tanto, es directo que u(0, x) = 0, x ∈ R
n. �

Note que, de forma análoga al Corolario 3.1.6 obtenemos en el caso particular que la función lineal f de

la Proposición 3.1.8 sea nula. Entonces, se tiene el siguiente directo de la Proposición 3.1.8.

Corolario 3.1.9. Sea α ∈ (0, 1], s > 0, f ∈ AC([0, T ];L2), D
1−α
t f ∈ C([0, T ],Hs), y f(0, x) = 0, x ∈

R
n. Entonces, el problema de Schrödinger lineal (3.1.1) tiene única solución fuerte. Más aún esta solución

posee la siguiente representación integral

u(t, x) = (−i)α
∫ t

0
F−1

[
Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)D1−α

τ f̂(τ, ξ)
]
(x)dτ. (3.1.29)

Demostración. Argumentos análogos a los empleados en el Corolario 3.1.6, permiten demostrar este

resultado. �

El siguiente teorema, corresponde al resultado principal de este caṕıtulo. Este resultado estudia la solu-

bilidad de la ecuación lineal de Schrödinger tiempo-espacio fraccionario (3.0.1), donde la condición inicial

u0 no necesariamente es nula, en contraste con el problema estudiado inicialmente en (3.1.1). Más pre-

cisamente, estamos interesados en determinar condiciones suficientes que aseguren existencia, unicidad

y la representación de la solución fuerte del siguiente problema lineal, [4, Teorema 3.1]:




iα Dα

t u(t, x) = (−∆)s/2u(t, x) + f(t, x), (0, T ]× R
n

u(0, x) = u0(x),
(3.1.30)

donde f ∈ L1([0, T ];L2), u0 ∈ L2.

De forma análoga a la Definición 3.1.1, consideramos la siguiente definición de solución fuerte asociado

al problema (3.1.30).

Definición 3.1.10. Una función u ∈ C([0, T ];Hs) se denomina solución fuerte de (3.1.30) si g1−α ∗ u ∈
C1((0, T ];L2), y u satisface la ecuación

iα Dα
t u(t, x) = (−∆)s/2u(t, x) + f(t, x), t ∈ (0, T ], x ∈ R

n, (3.1.31)

donde u(0, x) := u0(x), para f ∈ C([0, T ];L2).

Ahora, estamos en condiciones de enunciar y demostrar el resultado principal del presente caṕıtulo.

Teorema 3.1.11. Sea α ∈ (0, 1), s ∈ (0, 1), f ∈ AC([0, T ];Hs), D1−α
t f ∈ C([0, T ],Hs), u0 ∈ Hs, fijo.

Entonces, existe única solución fuerte u al problema (3.1.30), cuya representación integral es descrita
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como

u(t, x) = F−1[Eα(t
αa(ξ))û0(ξ)](x) + (−i)α

∫ t

0
F−1[Eα((t− τ)αa(ξ))D1−α

τ f̂(τ, ξ)](x)dτ, (3.1.32)

donde a(ξ) = (−i)α|ξ|s. Más aún, existe una constante no negativa MT de modo que,

‖u‖C([0,T ];Hs) ≤MT

(
‖u0‖Hs + ‖D1−α

τ f‖L1([0,T ];Hs)

)
(3.1.33)

Demostración. Nuestra representación de u descrita en (3.1.32), se consigue con argumentos análogos

a los empleados en (3.1.5)-(3.1.7). Luego de esto, primero deseamos demostraremos la unicidad de la

solución u, para esto considere u1, u2 ∈ C([0, T ];Hs) dos soluciones fuertes de nuestro problema (3.1.30),

es decir, debido a la definición se satisface para u1 que

g1−α ∗ u1 ∈ C1((0, T ];L2), iα Dα
t u1(t, x) = (−∆)s/2u1(t, x) + f(t, x), (3.1.34)

donde u1(0) = u0, f ∈ C([0, T ];L2); y de forma análoga para u2 se tiene que

g1−α ∗ u2 ∈ C1((0, T ];L2), iα Dα
t u2(t, x) = (−∆)s/2u2(t, x) + f(t, x), (3.1.35)

u2(0) = u0, f ∈ C([0, T ];L2). Luego, definimos la función w := u1−u2 ∈ C([0, T ];Hs), donde g1−α ∗w ∈
C1((0, T ];L2), y además por expresiones (3.1.34)-(3.1.35) la función w satisface la ecuación de Schrödinger

homogénea con condición inicial nula,





Dα
t w(t, x) = (−i)α(−∆)s/2w(t, x), (0, T ]× R

n,

w(0, x) = 0.
(3.1.36)

En consecuencia, debido a nuestra Proposición 2.2.2 aplicada a la función w se desprende que el problema

(3.1.36) tiene única solución fuerte w nula, esto es

w(t, x) = F−1[Eα((−it)α|ξ|s)ŵ0(ξ)](x) = 0,

es decir, u1(t, x) = u2(t, x), para (t, x) ∈ [0, T ]× R
n.

En una segunda etapa, estamos interesados en demostrar existencia de una solución fuerte de nuestro

problema lineal (3.1.30). Para conseguir esto, notamos desde la Proposición 2.2.2 que la función ua(t, x) :=

F−1[Eα((−it)α|ξ|s)û0(ξ)](x) representa la única solución fuerte de la ecuación de Schrödinger homogénea,





Dα
t u(t, x) = (−i)α(−∆)s/2u(t, x), (0, T ] × R

n,

u(0, x) = u0(x),
(3.1.37)
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con u0 ∈ Hs. Además, notamos a partir de la Proposición 3.1.8 que

ub(t, x) := (−i)α
∫ t

0
F−1[Eα((t− τ)αa(ξ))D1−α

τ f̂(τ, ξ)](x)dτ,

representa la única solución fuerte de la ecuación lineal de Schrödinger con condición inicial u0 nula,




iα Dα

t u(t, x) = (−∆)s/2u(t, x) + f(t, x), (0, T ] × R
n,

u(0, x) = 0,
(3.1.38)

En consecuencia, a partir de los sistemas (3.1.37)-(3.1.38) con sus respectivas soluciones ua, ub, se concluye

que u(t, x) := ua(t, x) + ub(t, x) satisface el problema (3.1.30), esto es

iα Dα
t u(t, x) = iα Dα

t (ua(t, x) + ub(t, x)) = iα Dα
t ua(t, x) + iα Dα

t ub(t, x)

= (−∆)s/2ua(t, x) + (−∆)s/2ub(t, x) + f(t, x)

= (−∆)s/2(ua(t, x) + ub(t, x)) + f(t, x)

= (−∆)s/2u(t, x) + f(t, x), [0, T ]× R
n.

Además, es directo que u(0) = ua(0)+ub(0) = u0. Finalmente, deseamos verificar la estimación enunciada

en (3.1.33), para conseguir esto notamos desde la representación (3.1.32) que

û(t, ξ) = Eα(t
αa(ξ))û0(ξ) + (−i)α

∫ t

0
Eα((t− τ)αa(ξ))D1−α

τ f̂(τ, ξ)dτ, (3.1.39)

donde a(ξ) := (−i)α|ξ|s. De este modo, empleando la igualdad (3.1.39) tenemos que

‖u(t, ·)‖2Hs :=

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|û(t, ξ)|2dξ

=

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s
∣∣∣∣Eα(t

αa(ξ))û0(ξ) + (−i)α
∫ t

0
Eα((t− τ)αa(ξ))D1−α

τ f̂(τ, ξ)dτ

∣∣∣∣
2

dξ

≤ 2

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s
(
|Eα(t

αa(ξ))û0(ξ)|2 +
∣∣∣∣
∫ t

0
Eα((t− τ)αa(ξ))D1−α

τ f̂(τ, ξ)dτ

∣∣∣∣
2
)
dξ.

(3.1.40)

Luego, debido a la desigualdad de Hölder junto con el Lema A.2.3 parte (i) para z = (−i(t− τ))α|ξ|s, se
deduce que existe una constante no negativa MT de modo que,

∣∣∣∣
∫ t

0
Eα((t− τ)αa(ξ))D1−α

τ f̂(τ, ξ)dτ

∣∣∣∣
2

≤
∫ t

0
|Eα((t− τ)αa(ξ))|2dτ ·

∫ t

0
|D1−α

τ f̂(τ, ξ)|2dτ

≤MT ·
∫ t

0
|D1−α

τ f̂(τ, ξ)|2dτ.
(3.1.41)

Por lo tanto, a partir de las estimaciones (3.1.40)-(3.1.41), Lema A.2.3 parte (i) para z = (−it)α|ξ|s y
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teorema de Fubini se tiene que,

‖u(t, ·)‖2Hs ≤ 2

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s
(
|Eα(t

αa(ξ))û0(ξ)|2 +MT ·
∫ t

0
|D1−α

τ f̂(τ, ξ)|2dτ
)
dξ

≤ 2MT

(∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|û0(ξ)|2dξ +
∫

Rn

(1 + |ξ|2)s
∫ t

0
|D1−α

τ f̂(τ, ξ)|2dτdξ
)

= 2MT

(
‖u0‖2Hs +

∫ t

0
‖D1−α

τ f(τ, ·)‖2Hsdτ

)
.

Finalmente, concluimos que

‖u(t, ·)‖Hs ≤
√
2M

1/2
T

(
‖u0‖2Hs +

∫ t

0
‖D1−α

τ f(τ, ·)‖2Hsdτ

)1/2

≤
√
2M

1/2
T

(
‖u0‖Hs +

[∫ t

0
‖D1−α

τ f(τ, ·)‖2Hsdτ

]1/2)

≤
√
2M

1/2
T

(
‖u0‖Hs + T

∫ T

0
‖D1−α

τ f(τ, ·)‖Hsdτ

)

=
√
2M

1/2
T

(
‖u0‖Hs + T · ‖D1−α

τ f‖L1([0,T ];Hs)

)
, T > 0.

(3.1.42)

Luego, tomando supremo sobre el intervalo [0, T ] en la estimación (3.1.42) nos permite deducir la siguiente

estimación

‖u‖C([0,T ];Hs) ≤
√
2M

1/2
T

(
‖u0‖Hs + T · ‖D1−α

τ f‖L1([0,T ];Hs)

)
,

para T > 0. �
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CAṔITULO 4

Ecuación no lineal de Schrödinger tiempo-espacio

fraccionario

En el presente caṕıtulo nuestro objetivo es demostrar existencia, unicidad y regularidad de solución

débil local para una clase de ecuaciones de Schrödinger no lineal no local definida por un operador

Laplaciano fraccionario (−∆)s/2 sobre R
n, para s ∈ (0, 1), [13–15,20,31,35,73]:




iα Dα

t u(t, x) = (−∆)s/2u(t, x) + λJ1−α
t Kγ(|u|2)(x)u(t, x), (0, T ] × R

n,

u(0, x) = u0(x), u0 ∈ Hs,
(4.0.1)

donde u : [0, T ] × R
n → C, n ∈ N, α ∈ (0, 1), T > 0, λ ∈ R\{0}. El operador Laplaciano fraccionario

(−∆)s/2 se define como un operador pseudo-diferencial v́ıa transformada de Fourier sobre R
n (ampli-

amente conocido en la literatura como operador fraccionario de Riesz cuántico de orden s/2, derivada

fraccionaria de Riesz de orden s/2, se sugiere ver e.g., [19, 44,46]), Dα
t corresponde al operador diferen-

cial fraccionario de orden α en el sentido de Caputo, J1−α
t denota el operador integral en el sentido de

Riemann-Liouville de orden 1− α, y el funcional no lineal tipo Hartree u 7→ G(u) := Kγ(|u|2)u descrito

en nuestro problema (4.0.1) se define como

G(u)(x) :=

(∫

Rn

ψ(x− y)

|x− y|γ |u|2(y)dy
)
u(x), γ ∈ (0, n), (4.0.2)

donde ψ corresponde a una función no negativa y esencialmente acotada sobre R
n. En lo que sigue,

denotaremos por ψγ =
ψ

| · |γ , de este modo (4.0.2) puede ser reescrito como

G(u) = Kγ(|u|2)u = (ψγ ∗ |u|2)u, γ ∈ (0, n). (4.0.3)

Notamos que, usando estimaciones obtenidas sobre el operador Kγ(|u|2)(·) en el espacio L∞, L2n/γ ,
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Hs,2n/γ y empleando el clásico teorema de punto fijo de Banach, se demuestra existencia y unicidad

de soluciones de nuestra clase de ecuaciones (4.0.1) sobre la escala de espacios de Sobolev de orden

fraccionario Hs, para s > 0. Por brevedad, como es usual denotaremos por C una constante no negativa

que posiblemente depende de los parámetros n, α, s, λ entre otras constantes, la cual puede variar entre

cada desigualdad.

Como una consecuencia del Teorema A.3.9 parte (A.3.10) para s = σ, el cual es válido sobre el espacio

de Schwartz S, tenemos la siguiente proposición válida en espacios intersección más generales, se sugiere

al lector ver e.g., [16].

Proposición 4.0.12. Sea σ > 0, 1 < r < ∞, 1 < p1, p2, q1, q2 ≤ ∞ y considere que 1
r = 1

pi
+ 1

qi
, para

i = 1, 2. Suponer que u ∈ Hσ,p1 ∩ Lp2 , v ∈ Hσ,q2 ∩ Lq1 . Entonces, uv ∈ Ḣσ,r y se satisface la estimación

‖(−∆)σ/2(uv)‖Lr ≤ C (‖u‖Hσ,p1‖v‖Lq1 + ‖u‖Lp2‖v‖Hσ,q2 ) , (4.0.4)

donde C = Cn,σ,pi,qi > 0.

Demostración. Considerar la aplicación bilineal (−∆)σ/2 : S × S → Lr como (u, v) 7→ (−∆)σ/2(u, v) =

(−∆)σ/2(uv). Afirmamos que (−∆)σ/2 es continuo cuando consideramos al espacio S con la norma del

espacio intersección Hσ,p1 ∩ Lp2 (o bien sobre el espacio Hσ,q2 ∩ Lq1). En efecto, asumir que la sucesión

que (un, vn) ∈ S × S de modo que un → 0 en Hσ,p1 ∩ Lp2 , vn → 0 en Hσ,q2(Rn) ∩ Lq1(Rn), es decir

‖un‖Hσ,p1∩Lp2 = ‖un‖Hσ,p1 + ‖un‖Lp2 −−−→
n→∞

0

‖vn‖Hσ,q2∩Lq1 = ‖vn‖Hσ,q2 + ‖vn‖Lq1 −−−→
n→∞

0.

Por lo tanto, debido al Teorema A.3.9 parte (A.3.10) para s = σ, y Teorema 1.1.12 para u = un, p = p1;

u = vn, p = q1, luego existe una constante no negativa C, de modo que

‖(−∆)σ/2(un, vn)‖Lr ≤ C(‖un‖Hσ,p1‖vn‖Lq1 + ‖un‖Lp2‖vn‖Hσ,q2 ) −−−→
n→∞

0,

luego (−∆)s/2 es una aplicación bilineal continua sobre S × S. En una segunda etapa, notamos que

debido al Teorema 1.1.5, S = Lp2 se tiene que S‖·‖Hσ,p1∩Lp2 = Hσ,p1 ∩ Lp2 , y de forma análoga se tiene

que S‖·‖Hσ,q2∩Lq1 = Hσ,q2 ∩ Lq1 , donde se define ‖ · ‖Hσ,p1∩Lp2 = ‖ · ‖Hσ,p1 + ‖ · ‖Lp2 , ‖ · ‖Hσ,q2∩Lq1 =

‖ · ‖Hσ,q2 + ‖ · ‖Lq1 , se sugiere ver e.g., [11]. Luego, por densidad existe una única extensión continua de

nuestro operador (−∆)s/2 hacia el espacio Hσ,p1 ∩Lp2 ×Hσ,q2 ∩Lq1 → Lr, la cual también denotaremos

por (−∆)s/2. Más aún, debido a la densidad del espacio de Schwartz se concluye que la única extensión

satisface (4.0.4), i.e,

‖(−∆)σ/2(uv)‖Lr ≤ C (‖u‖Hσ,p1‖v‖Lq1 + ‖u‖Lp2‖v‖Hσ,q2 ) ,

para cada u ∈ Hσ,p1 ∩ Lp2 , v ∈ Hσ,q2 ∩ Lq1 . �
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De forma análoga a nuestra Proposición 4.0.12, y como una consecuencia del Teorema A.3.9 parte (A.3.11)

válido sobre el espacio de Schwartz S, se desprende el siguiente resultado.

Proposición 4.0.13. Sea σ > 0, 1 < r <∞, 1 < p1, p2, q1, q2 ≤ ∞ y considere 1
r = 1

pi
+ 1

qi
, para i = 1, 2.

Suponer que u ∈ Hσ,p1 ∩ Lp2 , v ∈ Hσ,q2 ∩ Lq1 . Entonces uv ∈ Hσ,r y se satisface la estimación

‖(I −∆)σ/2(uv)‖Lr ≤ C
(
‖(I −∆)σ/2u‖Lp1‖v‖Lq1 + ‖u‖Lp2‖(I −∆)σ/2v‖Lq2

)
, (4.0.5)

donde C = Cn,σ,pi,qi > 0.

Demostración. La demostración es una consecuencia directa del Teorema A.3.9 parte (A.3.11) y argu-

mentos análogos a los empleados en la demostración de la Proposición 4.0.12. �

El siguiente resultado, es un lema que será de utilidad en la demostración de nuestro Lema 4.0.19 y

será clave en el Teorema principal de este caṕıtulo.

Lema 4.0.14. Sea γ ∈ (0, n), u ∈ Ḣγ/2. Entonces, existe una constante no negativa C = Cn,γ tal que

‖Kγ(|u|2)‖L∞ ≤ C‖u‖2
Ḣγ/2 ,

donde Kγ(|u|2) = (ψγ ∗ |u|2), para ψ ∈ L∞.

Demostración. Considere el parámetro γ ∈ (0, n), u ∈ Ḣγ/2. Entonces, por Lema 1.1.16 existe una

constante no negativa C = Cn,γ de modo que

‖Kγ(|u|2)‖L∞ := sup
x∈Rn

|(ψγ ∗ |u|2)(x)|

≤ ‖ψ‖L∞ · sup
x∈Rn

∫

Rn

|u(y)|2
|y − x|γ dy

≤ C‖u‖2
Ḣγ/2 .

(4.0.6)

�

El siguiente resultado, es un lema técnico que será de utilidad en el Lema 4.0.18 y el Teorema principal

4.1.2.

Lema 4.0.15. Sea γ ∈ (0, n), s ≥ γ/2,u ∈ Hs. Entonces, existe una constante no negativa C = Cq,p,n,γ,

de modo que

‖Kγ(|u|2)‖L2n/γ ≤ C‖u‖L2n/n−γ‖u‖Hs , (4.0.7)

donde Kγ(|u|2) = (ψγ ∗ |u|2), para ψ ∈ L∞.
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Demostración. Por hipótesis, y debido a la cadena de inclusiones continuas (1.1.10) se desprende que u ∈
L2n/n−γ , para s ≥ γ/2. Luego, por desigualdad de Hölder A.3.10 para r = 2n/2n−γ, p = 2n/n−γ, q = 2,

y debido a que |u| ∈ L2n/n−γ ∩ L2, entonces se tiene que |u|2 ∈ L2n/2n−γ y se satisface la estimación

‖|u|2‖L2n/2n−γ ≤ ‖u‖L2n/n−γ‖u‖L2 , (4.0.8)

es finito para u ∈ Hs. Luego, a partir de la aplicación u 7→ Kγ(u) = (ψγ ∗ u) se deduce que

∣∣Kγ(|u|2)(x)
∣∣ ≤ ‖ψ‖∞

(
|u|2 ∗ 1

| · |γ
)
(x), ψ ∈ L∞. (4.0.9)

De esta forma, por (4.0.8), (4.0.9) y una aplicación directa del Corolario A.3.8 para la función |u|2 ∈
L2n/2n−γ y parámetros q = 2n/γ, p = 2n/2n− γ, permite concluir que existe una constante no negativa

C = Cq,p,n,γ de modo que,

‖Kγ(|u|2)‖L2n/γ ≤ ‖ψ‖∞
∥∥∥∥|u|

2 ∗ 1

| · |γ
∥∥∥∥
L2n/γ

≤ C‖ψ‖∞‖|u|2‖L2n/2n−γ

≤ C‖u‖L2n/n−γ‖u‖L2

≤ C‖u‖L2n/n−γ‖u‖Hs .

(4.0.10)

�

El siguiente resultado, es un lema que continua estudiante estimaciones de la aplicación u 7→ (ψγ ∗ u).
Note que, este resultado será de utilidad en el Teorema 4.1.2.

Lema 4.0.16. Sea γ ∈ (0, n), s > 0, u ∈ Hs. Entonces, existe una constante no negativa C, tal que

‖Kγ(|u|2)‖Hs,2n/γ ≤ C‖u‖L2n/n−γ‖u‖Hs , (4.0.11)

donde Kγ(|u|2) = (ψγ ∗ |u|2), para ψ ∈ L∞ de modo que |ψ(x)| ≤Me−µ|x|, para algún M,µ ≥ 0.

Demostración. Primero, recordamos nuestro operador pseudo-diferencial (I−∆)s/2u := F−1[(1+|ξ|2)s/2û],
el cual pertenece a S, para u ∈ S. Luego, afirmamos que los operadores (I − ∆)s/2,Kγ conmutan con

argumento del tipo |u|2, esto es

((I −∆)s/2Kγ)(|u|2) = (Kγ(I −∆)s/2)(|u|2), u ∈ S ⊂ Hs. (4.0.12)

Note que, por hipótesis de crecimiento sobre ψ la aplicación ψγ =
ψ(·)
| · |γ es una función rápidamente

decreciente en infinito, puesto que para cada entero k ≥ 0, µ > 0 se satisface que,

ĺım
|x|→∞

|x|k|ψγ(x)| = ĺım
|x|→∞

|ψ(x)|
|x|γ−k

≤M ĺım
|x|→∞

|x|k−γ

eµ|x|
= 0,
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de este modo ψγ ∈ O′
C ⊂ S ′, para detalles y propiedades acerca del subespacio de distribuciones O′

C , se

sugiere ver [68]. Además, debido a que la función u ∈ S entonces |u|2 = uu también define un elemento

de el espacio de Schwartz S. De este modo, se concluye que nuestro producto convolución

Kγ(|u|2) = (ψγ ∗ |u|2) (4.0.13)

existe como una distribución temperada S ′. En consecuencia, es válido emplear el teorema de convolución

en (4.0.13), ver e.g., [68, Teorema 30.4],

F(Kγ(|u|2)) = F(ψγ ∗ |u|2) = F(ψγ)F(|u|2). (4.0.14)

Más aún, (1 + |ξ|2)s/2F(|u|2) ∈ S. Luego, por (4.0.14) se concluye que

((I −∆)s/2Kγ)(|u|2) := F−1[(1 + |ξ|2)s/2F(Kγ(|u|2))]

= F−1
[
F(ψγ)(1 + |ξ|2)s/2F(|u|2)

]

=
(
ψγ ∗ F−1[(1 + |ξ|2)s/2F(|u|2)]

)

= Kγ(F−1[(1 + |ξ|2)s/2F(|u|2)])

= (Kγ(I −∆)s/2)(|u|2), u ∈ S.

(4.0.15)

Luego, debido a la densidad de S‖·‖s
= Hs, para cada s > 0, la igualdad (4.0.15) es válida sobre el

espacio Hs. De este modo, como una consecuencia de (4.0.15) y la desigualdad (A.3.9) para q = 2n/γ,

p = 2n/2n − γ permiten asegurar que,

‖Kγ(|u|2)‖Hs,2n/γ := ‖(I −∆)s/2Kγ(|u|2))‖L2n/γ

= ‖Kγ(I −∆)s/2(|u|2))‖L2n/γ

≤ C‖ψ‖∞‖(I −∆)s/2(|u|2)‖L2n/2n−γ , u ∈ Hs.

(4.0.16)

Ahora, estimando el lado derecho de (4.0.16) por una aplicación directa de la Proposición 4.0.13, donde

escogemos los parámetros del siguiente modo: σ = s, r = 2n/2n − γ, p1 = q2 = 2, q1 = p2 = 2n/n − γ,

y consideramos a u, v siendo |u|, donde conocemos que |u| ∈ Hs ∩ L2n/n−γ ⊆ Hs, debido a la cadena de

incrustaciones de Sobolev descritas en (1.1.10). Finalmente por Proposición 4.0.13, |u|2 ∈ Hs,2n/2n−γ y

se satisface que

‖(I −∆)s/2(|u|2)‖L2n/2n−γ ≤ C
(
‖(I −∆)s/2|u|‖L2‖u‖L2n/n−γ

+ ‖u‖L2n/n−γ‖(I −∆)s/2|u|‖L2

)

= C(‖u‖L2n/n−γ‖(I −∆)s/2|u|‖L2)

= C(‖u‖L2n/n−γ‖u‖Hs),

(4.0.17)

para C > 0. En consecuencia, debido (4.0.16) y (4.0.17) se concluye la estimación deseada. �
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El siguiente resultado, es un lema que será de gran utilidad en el siguiente Lema 4.0.18.

Lema 4.0.17. Sea γ ∈ (0, n), s ≥ γ/2,u, v ∈ Hs. Entonces, existe una constante no negativa C, tal que

‖|u|2 − |v|2‖L2n/2n−γ ≤ C(‖u‖Hs + ‖v‖Hs)‖u− v‖L2 (4.0.18)

Demostración. Por la desigualdad triangular y debido a la cadena de inclusiones continuas descritas en

(1.1.10) para s ≥ γ/2, Hs →֒ L2n/n−γ es directo que

‖|u|+ |v|‖L2n/n−γ ≤ C(‖u‖Hs + ‖v‖Hs),

‖|u+ v|‖L2 ≤ C(‖u‖Hs + ‖v‖Hs),

donde C > 0. De este modo, |u|+|v| ∈ L2n/n−γ , |u−v| ∈ L2, para cada u, v ∈ Hs. Luego, por desigualdad

de Hölder A.3.10 para r = 2n/2n−γ, p = 2n/n−γ, q = 2, y debido a que |u|+|v| ∈ L2n/n−γ , |u−v| ∈ L2,

entonces se tiene que (|u|+ |v|)|u− v| ∈ L2n/2n−γ y se satisface la siguiente estimación

‖|u|2 − |v|2‖L2n/2n−γ ≤ ‖(|u|+ |v|)|u − v|‖L2n/2n−γ

≤ ‖|u|+ |v|‖L2n/n−γ‖u− v‖L2

≤ (‖u‖L2n/n−γ + ‖v‖L2n/n−γ )‖u− v‖L2

≤ C(‖u‖Hs + ‖v‖Hs)‖u− v‖L2 ,

donde C > 0, u, v ∈ Hs. �

En el siguiente resultado, demostraremos que la aplicación u 7→ G(u) = Kγ(|u|2)u es Lipschitz continua

sobre L2. Note además, que este resultado será de utilidad en el Lema 4.0.19.

Lema 4.0.18. Sea γ ∈ (0, n), s ≥ γ/2, u, v ∈ Hs. Entonces, existe una constante no negativa C, de

modo que se satisface la siguiente estimación

‖G(u) −G(v)‖L2 ≤ C(‖u‖2Hs + ‖v‖2Hs + ‖u‖Hs‖v‖Hs)‖u− v‖L2 ,

donde G(u) = Kγ(|u|2)u, para Kγ(|u|2) = (ψγ ∗ |u|2), ψ ∈ L∞.

Demostración. Por la definición del funcional no lineal G(u) y la linealidad de la convolución, se desprende

que

‖G(u) −G(v)‖L2 = ‖(ψγ ∗ |u|2)u− (ψγ ∗ |v|2)v‖L2

= ‖Kγ(|u|2)(u− v) +Kγ(|u|2 − |v|2)v‖L2

≤ ‖Kγ(|u|2)(u− v)‖L2 + ‖Kγ(|u|2 − |v|2)v‖L2 . (4.0.19)
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Luego, por inclusiones (1.1.10) y Proposición 1.1.14 para s = γ/2, es directo que: Hs →֒ Hγ/2 →֒ Ḣγ/2,

para s ≥ γ/2. De este modo, aplicando el Lema 1.1.16 para u ∈ Ḣγ/2, con γ ∈ (0, n), resulta que el

primer término del lado derecho de (4.0.19) satisface que

‖Kγ(|u|2)(u− v)‖2L2 :=

∫

Rn

|Kγ(|u|2)(x)|2|(u− v)(x)|2dx

≤ sup
x∈Rn

|Kγ(|u|2)(x)|2
∫

Rn

|(u− v)(x)|2dx

≤ C‖ψ‖2L∞‖u‖4
Ḣγ/2

∫

Rn

|(u− v)(x)|2dx

≤ C‖u‖4
Hγ/2‖u− v‖2L2 .

(4.0.20)

De este modo, desde (4.0.20) y la incrustación continua (1.1.10) inferimos que para s ≥ γ/2,

‖Kγ(|u|2)(u− v)‖L2 ≤ C‖u‖2
Hγ/2‖u− v‖L2 ≤ C‖u‖2Hs‖u− v‖L2 . (4.0.21)

Ahora, para estimar el segundo término del lado derecho de (4.0.19), notamos que Kγ(|u|2 − |v|2) =

Kγ(|u|2) − Kγ(|v|2) ∈ L2n/γ debido a nuestro Lema 4.0.15 y es directo que v ∈ L2n/n−γ , puesto que

Hs →֒ L2n/n−γ . De hecho, por Teorema A.3.10 para r = 2, p = 2n/γ, q = 2n/n − γ y debido al Lema

4.0.17, Corolario A.3.8 para q = 2n/γ, p = 2n/2n− γ, |u|2 − |v|2 ∈ L2n/2n−γ , se concluye que

‖Kγ(|u|2 − |v|2)v‖L2 ≤ ‖Kγ(|u|2 − |v|2)‖L2n/γ‖v‖L2n/n−γ

≤ ‖v‖Hs‖Kγ(|u|2 − |v|2)‖L2n/γ

≤ ‖v‖Hs · ‖|u|2 − |v|2‖L2n/2n−γ

≤ ‖v‖Hs(‖u‖Hs + ‖v‖Hs)‖u− v‖L2 .

(4.0.22)

En consecuencia, combinando las estimaciones obtenidas (4.0.19), (4.0.21) y (4.0.22) se puede concluir

que

‖G(u) −G(v)‖L2 ≤ ‖Kγ(|u|2)(u− v)‖L2 + ‖Kγ(|u|2 − |v|2)v‖L2

≤ C(‖u‖2Hs + ‖v‖2Hs + ‖u‖Hs‖v‖Hs)‖u− v‖L2 ,

para alguna constante no negativa C. �

En el siguiente resultado, demostraremos que la aplicación u 7→ G(u) = Kγ(|u|2)u es Lipschitz continua

sobre el espacio de Sobolev Hs. Note además, que este resultado será clave en la demostración del

Teorema 4.1.2.

Lema 4.0.19. Para γ ∈ (0, n), γ/2 ≤ s < 1, u, v ∈ Hs. Entonces, existe una constante no negativa C,

de modo que

‖G(u) −G(v)‖Hs ≤ C(‖u‖2Hs + ‖u‖Hs + ‖v‖2Hs + ‖u‖Hs‖v‖Hs) · ‖u− v‖Hs .
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donde G(u) = Kγ(|u|2)u, para Kγ(|u|2) = (ψγ ∗ |u|2), ψ ∈ L∞.

Demostración. Sea s ∈ (0, 1). Luego, por la Proposición 1.1.14 para G(u) − G(v), existe una constante

no negativa C, de modo que

‖G(u) −G(v)‖Hs ≤ C(‖G(u) −G(v)‖L2 + ‖G(u) −G(v)‖Ḣs), (4.0.23)

donde G(u) − G(v) ∈ L2, debido a nuestro Lema 4.0.18. Note que, nuestro interés está orientado en

estimar la siguiente cantidad ‖G(u) − G(v)‖Ḣs , para u, v ∈ Hs. Para conseguir esto, es directo desde

(4.0.3) aplicado a la función |u|2, y debido a la linealidad de la convolución resulta que

G(u) −G(v) = Kγ(|u|2)(u− v) +Kγ(|u|2 − |v|2)v. (4.0.24)

De hecho, debido a la identidad (4.0.24), y Definición 1.1.2 para p = 2 tenemos

‖G(u) −G(v)‖Ḣs := ‖(−∆)s/2(G(u)−G(v))‖L2

≤ ‖(−∆)s/2Kγ(|u|2)(u− v)‖L2 + ‖(−∆)s/2Kγ(|u|2 − |v|2)v‖L2 .
(4.0.25)

De este modo, a partir de la reciente desigualdad es suficiente estimar ambas cantidades de (4.0.25) ,

esto es,

I := ‖(−∆)s/2Kγ(|u|2)(u− v)‖L2 , J := ‖(−∆)s/2Kγ(|u|2 − |v|2)v‖L2 , (4.0.26)

u, v ∈ Hs. Para este propósito, iniciamos estimando el valor de I. De hecho, debido a que Kγ(|u|2) ∈
Hs,2n/γ ∩ L∞, u− v ∈ Hs ∩ L2n/n−γ = Hs, por Lema 4.0.14, Lema 4.0.16 e inclusión continua (1.1.10).

Entonces, por la Proposición 4.0.12 para σ = s, r = 2, p1 = 2n/γ, q1 = 2n/n − γ, p2 = ∞, q2 = 2, se

puede concluir que Kγ(|u|2)(u− v) ∈ Ḣs y se satisface la estimación

I = ‖(−∆)s/2Kγ(|u|2)(u− v)‖L2

≤ ‖Kγ(|u|2)‖Hs,2n/γ‖u− v‖L2n/n−γ + ‖Kγ(|u|2)‖L∞‖u− v‖Hs

=: I1 + I2.

(4.0.27)

Ahora, notando que (−∆)s/2,Kγ conmutan con argumento del tipo |u|2, (1.1.10), Corolario A.3.8 para

q = 2n/γ, p = 2n/2n−γ, Proposición 4.0.12 para σ = s, r = 2n/2n−γ, p1 = q2 = 2, q1 = p2 = 2n/n−γ,
donde |u| ∈ Hs ∩L2n/n−γ = Hs, para s ≥ γ/2; y Proposición 1.1.14, podemos estimar el primer término

I1 del lado derecho de (4.0.27),
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I1 = ‖(I −∆)s/2Kγ(|u|2)‖L2n/γ‖u− v‖L2n/n−γ

≤ ‖(I −∆)s/2Kγ(|u|2)‖L2n/γ‖u− v‖Hs

≤ ‖(I −∆)s/2(|u|2)‖L2n/2n−γ ‖u− v‖Hs

≤ ‖(I −∆)s/2(|u|)‖L2‖u‖L2n/n−γ (Rn)‖u− v‖Hs

≤ ‖u‖2Hs · ‖u− v‖Hs .

(4.0.28)

En la misma dirección, por Lema 4.0.14, (1.1.10) y Proposición 1.1.14 para s = γ/2, podemos estimar el

segundo término I2 de (4.0.27),

I2 = ‖Kγ(|u|2)‖L∞‖(I −∆)s/2(u− v)‖L2

≤ C‖u‖2
Ḣγ/2‖u− v‖Hs

≤ C‖u‖2Hs · ‖u− v‖Hs .

(4.0.29)

En consecuencia, para estimar (4.0.25) sólo nos resta estudiar el término J descrito en (4.0.26). En

efecto, debido a que Kγ(|u|2 − |v|2) ∈ Hs,2n/γ ∩ L∞, v ∈ Hs, luego por la Proposición 4.0.12 para

σ = s, r = 2, p1 = 2n/γ, q1 = 2n/n− γ, p2 = ∞, q2 = 2, se obtiene que

J = ‖(−∆)s/2Kγ(|u|2 − |v|2)v‖L2

≤ ‖Kγ(|u|2 − |v|2)‖Hs,2n/γ‖v‖L2n/n−γ + ‖Kγ(|u|2 − |v|2)‖L∞‖v‖Hs

=: J1 + J2.

(4.0.30)

Luego, usando nuevamente la incrustación (1.1.10), la conmutatividad (−∆)s/2Kγ(|u|2−|v|2) = Kγ(−∆)s/2(|u|2−
|v|2), Corolario A.3.8 aplicado al operador (−∆)s/2(|u|2 − |v|2), para q = 2n/γ, p = 2n/2n− γ, Proposi-

ción 4.0.12 para σ = s, r = 2n/2n − γ, p1 = 2, q1 = 2n/n− γ p2 = 2n/n − γ, q2 = 2, y debido a que las

funciones |u|+ |v|, |u− v| ∈ Hs ∩L2n/n−γ = Hs, puesto que por hipótesis s ≥ γ/2. Entonces, se satisface

la siguiente estimación asociada a J1,
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J1 = ‖(I −∆)s/2Kγ(|u|2 − |v|2)‖L2n/γ‖v‖L2n/n−γ

≤ ‖v‖Hs‖Kγ(I −∆)s/2(|u|2 − |v|2)‖L2n/γ

≤ ‖v‖Hs‖(I −∆)s/2(|u|2 − |v|2)‖L2n/2n−γ

≤ ‖v‖Hs‖(I −∆)s/2((|u|+ |v|)|u − v|)‖L2n/2n−γ

≤ ‖v‖Hs · (‖|u|+ |v|‖Hs‖u− v‖L2n/n−γ + ‖|u|+ |v|‖L2n/n−γ‖|u− v|‖Hs) (4.0.31)

Por lo tanto, usando las expresiones (4.0.31) permiten deducir la siguiente estimación asociada a J1,

J1 ≤ 2‖v‖Hs(‖u‖Hs + ‖v‖Hs) · ‖u− v‖Hs , u, v ∈ Hs. (4.0.32)

Ahora, aplicando argumentos análogos a los empleados en J1 para el valor J2, nos permiten concluir que

J2 satisface que

J2 = ‖Kγ(|u|2 − |v|2)‖L∞‖(I −∆)s/2v‖L2

≤ C‖v‖Hs(‖u‖Hs + ‖v‖Hs)‖u− v‖Hs , u, v ∈ Hs,
(4.0.33)

para una constante no negativa C. En consecuencia, usando la desigualdad (4.0.25) y estimaciones

(4.0.27)-(4.0.33), se concluye que

‖G(u)−G(v)‖Ḣs ≤ ‖(−∆)s/2Kγ(|u|2)(u− v)‖L2 + ‖(−∆)s/2Kγ(|u|2 − |v|2)v‖L2

≤ C (2‖u‖Hs + 2‖v‖Hs(‖u‖Hs + ‖v‖Hs)) · ‖u− v‖Hs ,
(4.0.34)

para cada u, v ∈ Hs. Luego, usando la estimación proporcionada por el Lema 4.0.18 junto con la de-

sigualdad (4.0.34), nos permite deducir que G(u) − G(v) ∈ L2 ∩ Ḣs. Más aún, debido a la estimación

(4.0.23), (4.0.34) y nuestro Lema 4.0.18 se sigue la siguiente estimación:

‖G(u) −G(v)‖Hs ≤ C(‖u‖2Hs + ‖u‖Hs + ‖v‖2Hs + ‖u‖Hs‖v‖Hs) · ‖u− v‖Hs ,

para u, v ∈ Hs. �
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4.1 Ecuación de Schrödinger tiempo-espacio fraccionario, caso no lineal

En esta sección, nuestro objetivo será estudiar una clase de ecuaciones de Schrödinger tiempo-espacio

fraccionario con una no linealidad tipo Hartree. Más precisamente, estamos interesados en establecer

existencia y unicidad local (en tiempo) de solución para el siguiente problema:




iα Dα

t u(t, x) = (−∆)s/2u(t, x) + λJ1−α
t Kγ(|u|2)(x)u(t, x), (0, T ] ×R

n

u(0, x) = u0(x), u0 ∈ Hs,
(4.1.1)

donde α ∈ (0, 1), s > 0, λ ∈ R\{0}. Consideramos en nuestro problema (4.1.1), un término Kγ definido

sobre u ∈ Lp, como el operador convolución

Kγ(u)(x) = (ψγ ∗ u)(x) =
∫

Rn

ψγ(x− y)u(y)dy,

donde ψγ =
ψ

| · |γ , para γ ∈ (0, n), ψ ∈ L∞. Note que, el funcional no lineal tipo Hartree es la aplicación

u 7→ G(u) := Kγ(|u|2)u. En lo que sigue, probaremos existencia y unicidad de solución para el problema

(4.1.1). Para este propósito, nuestra herramienta principal será el Teorema de punto fijo de Banach y la

serie de Lemas descritos en la sección previa asociados a la aplicación u 7→ Kγ(|u|2).

4.1.1 Fórmula de variación de constantes: Métodos de transformadas

Nuestro interés, en esta sección es determinar una representación integral de nuestra ecuación de Schrödinger

de orden fraccionario,

iα Dα
t u(t, x) = (−∆)s/2u(t, x) + λKγ(|u|2)(x)u(t, x), (0,∞) × R

n, (4.1.2)

donde iα = eiα
π
2 , Dα

t denota la derivada en el sentido de Caputo de orden α ∈ (0, 1), (−∆)s/2 operador no

local definido previamente como operador pseudo-diferencial con śımbolo |ξ|s sobre Rn. Cabe señalar que

el procedimiento que indicaremos a continuación es válido para otros tipo de derivadas fraccionarias, por

ejemplo derivada en el sentido de Riemann-Liouville; no obstante, la representación final de la fórmula

de variación de parámetro vaŕıa de acuerdo al tipo de derivada fraccionaria empleada inicialmente en el

problema.

Suponer α ∈ (0, 1), s > 0 fijos. Luego, aplicando transformada de Fourier F en ambos lados de (4.1.2)

con respecto a la variable espacial x ∈ R
n, y después tomando la transformada de Laplace L sobre ambos

lados de (4.1.2) con respecto a la variable temporal t > 0, y debido a la fórmula (A.1.19) para ℜ(z) > 0,

Lema A.2.2 para w = (−i)α|ξ|s, y el hecho que

L{J1−α
t F(G(u))(ξ)}(z) = zα−1LF(G(u))(ξ),
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permite obtener que,

LF(u)(z, ξ) =
zα−1

zα − (−i)α|ξ|s û0(ξ) + λ(−i)α zα−1

zα − (−i)α|ξ|sLF(G(u))(z, ξ), λ 6= 0

= L{Eα((−it)α|ξ|s)û0(ξ)}(z) + λ(−i)αL{Eα((−it)α|ξ|s) ∗ F(G(u))(ξ)}(z)

= L{Eα((−it)α|ξ|s)û0(ξ) + λ(−i)αEα((−it)α|ξ|s) ∗ F(G(u))(ξ)}(z)

(4.1.3)

donde (−i)α = e−iαπ
2 , u 7→ G(u) := Kγ(|u|2)u. Luego, debido a la unicidad de la transformada de

Laplace e inversión de la transformada de Fourier se tiene a partir de (4.1.3) la fórmula de variación de

parámetro(1) asociada a nuestro problema (4.1.1):

u(t, x) = F−1[Eα((−it)α|ξ|s)û0(ξ)](x) + λ(−i)α
∫ t

0
F−1[Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)F(G(u))(ξ)](x)dτ, (4.1.4)

donde λ 6= 0.

De este modo, a partir del cálculo formal realizado previamente para conseguir una representación integral

de nuestro problema (4.1.1). En la siguiente sección, proporcionamos la definición de solución débil y

resultado que garantiza la existencia y unicidad local de nuestra solución.

4.1.2 Existencia y unicidad de solución local

En esta sección, estaremos interesados en demostrar la existencia y unicidad de solución débil sobre el

espacio de funciones continuas con valores en el espacio de Sobolev Hs, esto es, C([0, T ];Hs) para la

clase de ecuaciones de Schrödinger tiempo-espacio fraccionario no lineal (4.1.1).

Definición 4.1.1. [Solución débil] Sea α ∈ (0, 1), s ∈ (0, 1), u0 ∈ Hs. Una función u ∈ C([0, T ];Hs) se

denomina una solución débil de (4.1.1) si u satisface la siguiente representación integral

u(t, x) = F−1[Eα((−it)α|ξ|s)û0(ξ)](x) + λ(−i)α
∫ t

0
F−1[Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)F(G(u))(ξ)](x)dτ, (4.1.5)

donde Eα(·), u 7→ G(u) = Kγ(|u|2)u denotan la función de Mittag-Leffler y la no linealidad tipo Hartree,

respectivamente.

A partir de ahora, estamos preparados para demostrar existencia y regularidad de solución débil de

nuestro problema de interés. Por brevedad en la notación, en el siguiente resultado adoptaremos la L∞

norma sobre el espacio C([0, T ];Hs), como ‖u‖∞ = supt∈[0,T ] ‖u(t, ·)‖Hs . Denotaremos u(t, ·) = u a menos

(1)La fórmula de Duhamel de orden fraccionario, se sugiere ver e.g., [12, Proposición 3.1.3].
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que se especifique otra cosa. Además si X es cualquiera de los espacios bajo consideración, simplemente

escribiremos u ∈ X cuando u(t, ·) ∈ X para t ∈ [0, T ].

Teorema 4.1.2. Sea α ∈ (0, 1), γ/2 ≤ s < 1, n ≥ 2. Suponer que u0 ∈ Hs, ψ ∈ L∞ tal que |ψ(x)| ≤
Me−µ|x|, µ ≥ 0, x ∈ R

n. Entonces existe T := T‖u0‖Hs ,n,λ,γ > 0, de modo que la ecuación (4.1.1) posee

única solución débil u ∈ C([0, T ];Hs), tal que

‖u‖∞ ≤ C̃‖u0‖Hs , (4.1.6)

donde C̃ := C̃r,λ,T,M > 0. Más aún, la aplicación F que asocia la condición inicial u0 a una única solución

débil u, esto es, F : Hs → C([0, T ];Hs), donde u0 7→ u es continua sobre Hs.

Demostración. Sea T > 0 fijo, y considere r := 2
√
2M‖u0‖Hs . Denotaremos la bola cerrada sobre el

espacio C([0, T ];Hs) como

Br := {u ∈ C([0, T ];Hs) : ‖u‖∞ ≤ r}.

Note que la constante no negativa M que define al radio r es considerado a partir del Lema A.2.3 parte

(i). Luego, bajo estas condiciones definimos el operador no lineal Φu0 : u 7→ Φu0(u) sobre la bola Br como

Φu0(u)(t, x) := F−1[Eα((−it)α|ξ|s)û0(ξ)](x) + λ(−i)α
∫ t

0
F−1[Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)F(G(u))(ξ)](x)dτ.

De este modo, aplicando la transformada de Fourier F en el sentido de las distribuciones temperada S ′

sobre la representación de Φu0(u), permite conseguir que

FΦu0(u)(t, ξ) = Eα((−it)α|ξ|s)û0(ξ) + λ(−i)α
∫ t

0
Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)F(G(u))(ξ)dτ, (4.1.7)

para u ∈ Br. En consecuencia, a partir de la ecuación (4.1.7) junto a una desigualdad elemental de

cálculo(2) para

z = Eα((−it)α|ξ|s)û0(ξ), w = λ(−i)α
∫ t

0
Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)F(G(u))(ξ)dτ,

con p = 2, Lema A.2.3 parte (i) para z = (−it)α|ξ|s y la desigualdad de Hölder con respecto a la variable

(2)Suponer p ∈ (0,∞), γp := máx{1, 2p−1}. Entonces se satisface que

|z ∓w|p ≤ γp(|z|p + |w|p), z, w ∈ C.
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temporal nos permite deducir que

|FΦu0(u)(t, ξ)|2 =

∣∣∣∣Eα((−it)α|ξ|s)û0(ξ) + λ(−i)α
∫ t

0
Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)F(G(u))(ξ)dτ

∣∣∣∣
2

≤ 2|Eα((−it)α|ξ|s)û0(ξ)|2 + 2

∣∣∣∣λ
∫ t

0
Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)FG(u)(ξ)dτ

∣∣∣∣
2

≤ 2M2|û0(ξ)|2 + 2λ2
∫ t

0
|Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)|2dτ

∫ t

0
|FG(u)(ξ)|2dτ

≤ 2M2|û0(ξ)|2 + 2λ2M2T

∫ t

0
|FG(u(τ))(ξ)|2dτ, (4.1.8)

para M constante no negativa, λ ∈ R no nulo. Luego, debido a nuestra estimación (4.1.8) y usando el

teorema de Fubini se tiene que

‖Φu0(u)‖2Hs =

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|FΦu0(u)(t, ξ)|2dξ

≤ 2M2

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|û0(ξ)|2dξ + 2λ2M2T

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s
∫ t

0
|FG(u(τ))(ξ)|2dτdξ

= 2M2‖u0‖2Hs + 2λ2M2T

∫ t

0

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|FG(u(τ))(ξ)|2dξdτ

= 2M2‖u0‖2Hs + 2λ2M2T

∫ t

0
‖G(u(τ))‖2Hsdτ

≤ 2M2‖u0‖2Hs + 2(λMT )2 sup
τ

‖G(u(τ))‖2Hs . (4.1.9)

Por lo tanto, debido a nuestra estimación (4.1.9) es directo que

‖Φu0(u)‖∞ = sup
t∈[0,T ]

‖Φu0(u)(t)‖Hs

≤ 21/2M‖u0‖Hs + 21/2λMT

(
sup
τ

‖G(u)(τ)‖2Hs

)1/2

≤ 21/2M‖u0‖Hs + 21/2λMT sup
τ

‖G(u)(τ)‖Hs .

(4.1.10)

En consecuencia, a partir de la estimación (4.1.10) y debido a que estamos interesados en asegurar que

Φu0(u) ∈ Br, para cada u ∈ Br, luego es suficiente estimar la cantidad ‖G(u)(τ)‖Hs . Ahora, sea s ∈ (0, 1).

Luego, por Proposición 1.1.14 existe una constante no negativa C, de modo que

‖G(u)‖Hs ≤ C(‖G(u)‖L2 + ‖(−∆)s/2G(u)‖L2). (4.1.11)

Con el objetivo de estimar ambas cantidades del lado derecho de (4.1.11), notamos en primer lugar que

debido a que Kγ(|u|2) ∈ L∞ por Lema 4.0.14 y u ∈ Hs ⊆ L2. Entonces, por desigualdad de Hölder
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(Teorema A.3.10) para r = 2, p = ∞, q = 2 se tiene que G(u) ∈ L2 y se satisface que

‖G(u)‖L2 = ‖Kγ(|u|2)u‖L2 ≤ ‖Kγ(|u|2)‖L∞‖u‖L2 . (4.1.12)

En una segunda parte, deseamos estimar la cantidad ‖(−∆)s/2G(u)‖L2 del lado derecho de (4.1.11). Para

esto, notamos que Kγ(|u|2) ∈ Hs,2n/γ ∩ L∞ por Lema 4.0.14, Lema 4.0.16; y ya que Hs →֒ L2n/n−γ se

tiene que u ∈ Hs∩L2n/n−γ = Hs. Entonces, por la Proposición 4.0.12 para σ = s, r = 2, p1 = 2n/γ, q1 =

2n/n − γ, p2 = ∞, q2 = 2, se concluye que G(u) ∈ Ḣs y existe una constante no nula C, tal que se

satisface la siguiente estimación

‖(−∆)s/2G(u)‖L2 = ‖(−∆)s/2Kγ(|u|2)u‖L2

≤ C
(
‖(I −∆)s/2Kγ(|u|2)‖L2n/γ‖u‖L2n/n−γ

+‖Kγ(|u|2)‖L∞‖(I −∆)s/2u‖L2

)
.

(4.1.13)

En consecuencia, debido a la desigualdad (4.1.11) junto a las estimaciones (4.1.12),(4.1.13) y nuestro

Lema 4.0.15 permiten obtener que

‖G(u)‖Hs ≤ C
(
‖Kγ(|u|2)‖L∞‖u‖L2 + ‖(I −∆)s/2Kγ(|u|2)‖L2n/γ‖u‖L2n/n−γ

+‖Kγ(|u|2)‖L∞‖(I −∆)s/2u‖L2

)

≤ C(‖Kγ(|u|2)‖L∞ (‖u‖L2 + ‖u‖Hs) + ‖u‖L2n/n−γ‖Kγ(|u|2)‖Hs,2n/γ )

≤ C(‖Kγ(|u|2)‖L∞‖u‖Hs + ‖u‖L2n/n−γ‖Kγ(|u|2)‖Hs,2n/γ ).

(4.1.14)

Por lo tanto, a partir de nuestra estimación (4.1.14), y como consecuencia de la inclusión Hs →֒ L2n/n−γ ,

Lema 4.0.14, Lema 4.0.16 permite concluir que

‖G(u)‖Hs ≤ C(‖u‖2
Ḣγ/2‖u‖Hs + ‖u‖2Hs‖u‖L2n/n−γ )

≤ C(‖u‖2
Hγ/2‖u‖Hs + ‖u‖3Hs)

≤ C‖u‖3Hs ,

(4.1.15)

donde C es alguna constante no negativa. De esta forma, a partir de (4.1.10) y (4.1.15) se tiene finalmente

que

‖Φu0(u)‖∞ ≤ 21/2M‖u0‖Hs + 21/2λMT sup
τ

‖G(u)(τ)‖Hs

≤ 21/2M‖u0‖Hs + 21/2λMTC‖u‖3∞
≤ 21/2M‖u0‖Hs + 21/2λMTC‖u‖3∞
≤ r

2
+ 21/2λMTCr3 ≤ r,

(4.1.16)
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si T > 0 es suficientemente pequeño podemos concluir que el operador no lineal Φu0 deja invariante a la

bola cerrada Br ⊂ C([0, T ];Hs), es decir, Φu0(Br) ⊆ Br. Más aún, basta tomar T = 1/λMC‖u0‖2Hs .

Ahora, estaremos interesados en demostrar que el operador Φu0 es una aplicación Lipschitz para T

suficientemente pequeño sobre la bola Br. Para esto, considere u, v ∈ Br y denotamos como es usual

‖Φu0(u)− Φu0(v)‖∞ = sup
t∈[0,T ]

‖(Φu0(u)− Φu0(v))(t)‖Hs ,

donde por brevedad definimos el operador diferencia Γu0(u, v) como,

Γu0(u, v)(t) := (Φu0(u)− Φu0(v))(t)

= λ(−i)α
∫ t

0
F−1[Eα((−i(t− τ))α|ξ|β)(FG(u)(ξ) −FG(v)(ξ))](x)dτ.

De este modo, usando esta última identidad junto a la desigualdad de Hölder, Lema A.2.3 parte (i) para

z = (−i(t− τ))α|ξ|β y teorema de Fubini, permiten concluir que

‖Γu0(u, v)(t)‖2Hs :=

∫

Rn

|F(Φu0(u)− Φu0(v))(t, ξ)|2dµ(ξ), dµ(ξ) := (1 + |ξ|2)sdξ

=

∫

Rn

∣∣∣∣λ(−i)
α

∫ t

0
Eα((−i(t− τ))α|ξ|β)(FG(u)(ξ) −FG(v)(ξ))dτ

∣∣∣∣
2

dµ(ξ)

≤ λ2
∫

Rn

∫ t

0
|Eα((−i(t − τ))α|ξ|β)|2dτ ·

∫ t

0
|FG(u)(τ, ξ) −FG(v)(τ, ξ)|2dτdµ(ξ)

≤ λ2M2T

∫ T

0

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|FG(u)(τ, ξ) −FG(v)(τ, ξ)|2dξdτ

≤ (λTM)2 sup
τ∈[0,T ]

‖G(u)(τ) −G(v)(τ)‖2Hs ,

es decir, observamos que ‖Φu0(u) − Φu0(v)‖∞ ≤ λTM‖G(u) − G(v)‖∞. De hecho, empleando nuestro

Lema 4.0.19, existe una constante no negativa C de modo que se satisface la siguiente estimación

‖G(u)−G(v)‖Hs ≤ C(‖u‖2Hs + ‖u‖Hs + ‖v‖2Hs + ‖u‖Hs‖v‖Hs) · ‖u− v‖Hs

≤ C(3r2 + r) · ‖u− v‖Hs ,
(4.1.17)

para cada u, v ∈ Br. En consecuencia, bajo estos requerimientos tenemos que

‖Φu0(u)− Φu0(v)‖∞ = sup
t∈[0,T ]

‖(Φu0(u)− Φu0(v))(t)‖Hs

≤ (3r2 + r)λTMC‖u− v‖∞,
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entonces, si asumimos que T ≤ 1/λM2C(24M‖u0‖2Hs + 2
√
2‖u0‖Hs) se puede concluir que Φu0 es un

operador Lipschitz sobre la bola Br ⊆ C([0, T ];Hs). De este modo, Φu0 tiene un único punto fijo u ∈ Br

debido al Teorema de punto fijo de Banach, el cual representa la solución débil de nuestro problema

(4.1.1) sobre (0, T ].

Ahora, estaremos interesados en probar que nuestra aplicación u es continua sobre [0, T ], para T > 0

fijo. En efecto, para este propósito consideramos una sucesión tn convergente, tal que tn → t0 ∈ [0, T ],

para n suficientemente grande. Luego, tenemos que

‖u(tn)− u(t0)‖2Hβ = ‖(1 + |ξ|2)β/2F(u(tn)− u(t0))‖2L2

=

∫

Rn

(1 + |ξ|2)β|û(tn, ξ)− û(to, ξ)|2dξ,
(4.1.18)

donde debido a la definición de u en (4.1.5), continuidad de la transformada de Fourier inversa F−1

obtenemos que

û(tn, ξ)− û(to, ξ) = (a(tn)− a(t0))û0(ξ)

+ λ(−i)α
(∫ tn

0
a(tn − s)b(s)ds −

∫ t0

0
a(t0 − s)b(s)ds

)
, λ 6= 0,

(4.1.19)

donde denotamos a(·) = Eα((−i·)α|ξ|β), b(·) = F(Kγ(|u(·)|2)u) para Kγ(|u(·)|2)u ∈ Hβ si u ∈ Hβ. De

este modo, a partir de la identidad (4.1.19) tenemos que

|û(tn, ξ)− û(to, ξ)|2 ≤ 2|(a(tn)− a(t0))û0(ξ)|2

+ 2

∣∣∣∣λ(−i)
α

(∫ tn

0
a(tn − s)b(s)ds −

∫ t0

0
a(t0 − s)b(s)ds

)∣∣∣∣
2

= 2|(a(tn)− a(t0))û0(ξ)|2 + 2|λ|2 |(a ∗ b)(tn)− (a ∗ b)(t0)|2 .

(4.1.20)

Luego,

∫

Rn

|(a(tn)− a(t0))û0(ξ)|2dµ(ξ) =
∫

Rn

|(Eα((−itn)α|ξ|β)− Eα((−it0)α|ξ|β))|2|û0(ξ)|2dµ(ξ), (4.1.21)

donde la parte derecha converge a cero, cuando tn → t0, ya que la aplicación t 7→ Eα((−it)α|ξ|β) es

continua, (Eα((−itn)α|ξ|β)− Eα((−it0)α|ξ|β)) es acotada debido al Lema A.2.3 parte (i), u0 ∈ Hβ. Aśı,

por una aplicación del teorema de convergencia dominada se tiene lo deseado. Por otra parte, notamos

que el segundo término del lado derecho de (4.1.20) satisface que

(a ∗ b)(tn)− (a ∗ b)(t0) =
∫ tn

0
(a(tn − s)− a(t0 − s))b(s)ds+

∫ tn

t0

a(t0 − s)b(s)ds

≤
∫ T

0
(a(tn − s)− a(t0 − s))b(s)ds +

∫ tn

t0

a(t0 − s)b(s)ds,

(4.1.22)
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luego debido a (4.1.22), u ∈ Hβ y usando la desigualdad de Hölder se tiene que

|λ|2
∫

Rn

|(a ∗ b)(tn)− (a ∗ b)(t0)|2dµ(ξ) ≤ 2|λ|2
∫

Rn

∣∣∣∣
∫ T

0
(a(tn − s)− a(t0 − s))b(s)ds

∣∣∣∣
2

dµ(ξ)

+ 2|λ|2
∫

Rn

∣∣∣∣
∫ tn

0
a(t0 − s)b(s)ds

∣∣∣∣
2

dµ(ξ) −−−→
n→∞

0,

(4.1.23)

donde a(tn − s) = Eα((−i(tn − s))α|ξ|β), a(t0 − s) = Eα((−i(t0 − s))α|ξ|β), b(s) = F(Kγ(|u(·)|2)u). En
consecuencia, a partir de (4.1.18) y usando (4.1.20) junto con (4.1.21), (4.1.23) se concluye la continuidad

de la función u definida en (4.1.1).

Como segunda etapa, estaremos interesados en demostrar la estimación (4.1.6). Para conseguir esto,

considere la estimación (4.1.16), u ∈ Br, y 21/2λMTCr2 < 1, luego

‖u‖∞ ≤ C̃‖u0‖Hs ,

donde C̃ = 21/2M/(1− 21/2λMTCr2).

Finalmente, en lo que sigue estaremos interesados en demostraremos la dependencia continua de F :

u0 7→ F(u0) = u con respecto a la condición inicial u0 ∈ Hs. Para conseguir esto, notamos que si u, v

representan soluciones débiles del problema (4.1.1) con condiciones iniciales u0, v0, entonces es directo

que

u(t, x)− v(t, x) = F−1[Eα((−it)α|ξ|s)(û0(ξ)− v̂0(ξ))](x)

+ λ(−i)α
∫ t

0
F−1[Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)(F(G(u))(ξ) −F(G(v))(ξ))](x)dτ. (4.1.24)

Luego, aplicando transformada de Fourier F sobre ambos lados de la identidad (4.1.24), permite conseguir

que

û(t, ξ)− v̂(t, ξ) = Eα((−it)α|ξ|s)(û0(ξ)− v̂0(ξ))

+ λ(−i)α
∫ t

0
Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)(F(G(u))(ξ) −F(G(v))(ξ))dτ. (4.1.25)

Ahora, por brevedad denotaremos el diferencial dµ(ξ) := (1 + |ξ|2)sdξ. De este modo, usando nuestra

identidad (4.1.25) y argumentos previos, se sigue que
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‖u− v‖2Hs =

∫

Rn

|Eα((−it)α|ξ|s)(û0(ξ)− v̂0(ξ))

+ λ(−i)α
∫ t

0
Eα((−i(t− τ))α|ξ|s)(F(G(u))(ξ) −F(G(v))(ξ))dτ

∣∣∣∣
2

dµ(ξ)

≤ 2

∫

Rn

|Eα((−it)α|ξ|s)|2|û0(ξ)− v̂0(ξ)|2dµ(ξ)

+ 2λ2
∫

Rn

∣∣∣∣
∫ t

0
Eα((−i(t − τ))α|ξ|s)(F(G(u))(ξ) −F(G(v))(ξ))dτ

∣∣∣∣
2

dµ(ξ)

≤ 2M2‖u0 − v0‖2Hs

+ 2λ2
∫

Rn

∫ t

0
|Eα((−i(t − τ))α|ξ|s)|2dτ ·

∫ t

0
|F(G(u))(ξ) −F(G(v))(ξ)|2dτdµ(ξ)

≤ 2M2‖u0 − v0‖2Hs + 2λ2M2T

∫ t

0

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|F(G(u) −G(v))(ξ)|2dξdτ

= 2M2‖u0 − v0‖2Hs + 2λ2M2T

∫ t

0
‖G(u)(τ) −G(v)(τ)‖2Hsdτ

≤ 2M2‖u0 − v0‖2Hs + 2(λMT )2 sup
τ

‖G(u)(τ) −G(v)(τ)‖2Hs .

(4.1.26)

Luego, debido a (4.1.26) y nuestra estimación (4.1.17) se concluye que

‖u− v‖∞ ≤ K̃‖u0 − v0‖Hs ,

donde K̃ = 21/2M/(1 − 21/2λMTC(3r2 + r)), para 21/2λMTC(3r2 + r) < 1. �
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APÉNDICE A

Apéndice

En este apéndice proporcionaremos algunos conceptos preliminares relacionados a la derivada e inte-

gración temporal de orden fraccionario en el sentido de Caputo y Riemann-Liouville, función de Mittag-

Leffler, transformada de Laplace, desigualdad de Hardy, desigualdad de Hardy-Littlewood-Sobolev, es-

timación de la regla de Leibniz de orden fraccionario, y algunos resultados vinculados a la teoŕıa de

semigrupo de operadores junto con un lema de subordinación de operadores solución. Más precisamente,

nuestra sección A.1 corresponde a un reescritura del caṕıtulo 1 de la tesis de Bajlekova, E. [5], donde

describimos las propiedades básicas de la derivada e integración en el sentido Riemann-Liouville junto

con la derivada en el sentido de Caputo y la transformada de Laplace de dichos operadores de orden

fraccionarios. La sección A.2, corresponde a resultados provenientes del caṕıtulo 1 del texto de Podlub-

ny, I. [54], donde se establecen algunas estimaciones básicas de la función de Mittag-Leffler Eα(·) sobre
ciertos sectores angulares del plano complejo C, además se describe la transformada de Laplace y una

representación asintótica de nuestra función entera. En cuanto a la sección A.3, corresponde a una ree-

scritura de la sección 3.3-3.4 del caṕıtulo 3 del texto de Taylor, M. [65], donde describimos las propiedades

básicas de la transformada de Fourier en el sentido de las distribuciones, teorema de Plancherel sobre

L2(Rn), junto con la desigualdad de Hardy, desigualdad de Hardy-Littlewood-Sobolev, estimación de

la regla de Leibniz de orden fraccionario, entre otros resultados de interés. Finalmente, la sección A.4

contiene resultados provenientes de la parte I, caṕıtulo 3 del texto de Arendt, et al. [1] junto con caṕıtulo

2 de la tesis de Bajlekova, E. [5], en esta parte se presenta de forma breve algunos resultados asociado a

semigrupos de operadores y familia de operadores solución. Para más detalles, de los tópicos discutidos

en este apéndice se sugiere ver, e.g., [1, 5, 26,41,54,69] y las referencias que ah́ı aparecen.
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A.1 Derivada e integración de orden fraccionario en sentido de Caputo y Riemann-

Liouville

Sea α > 0 fijo, ⌈α⌉ denota el menor entero mayor o igual a α. Denotaremos por X,Y espacios de Banach

complejos con normas ‖ · ‖X , ‖ · ‖Y , respectivamente. Luego, diremos que el espacio de Banach X es

continuamente incrustado en el espacio de Banach Y, lo cual denotaremos como X →֒ Y, si X ⊆ Y y

existe una constante no negativa C tal que ‖ · ‖Y ≤ C‖ · ‖X .

Recordamos que dado k ∈ L1(R+), u ∈ L1(R+;X), definimos el producto convolución finito sobre R+ :=

[0,∞) como,

(k ∗ u)(t) :=
∫ t

0
k(t− τ)u(τ)dτ, t ∈ R+. (A.1.1)

A continuación, describimos la escala de espacios de Sobolev donde naturalmente se define la derivada

fraccionaria en el sentido de Riemann-Liouville Dα
t y la derivada fraccionaria en el sentido de Caputo

Dα
t , se sugiere ver e.g., [5]:

Definición A.1.1. Sean m ∈ N, 1 ≤ p <∞ fijos. El espacio de Sobolev Wm,p(I;X) se define como,

Wm,p(I;X) :=

{
u| existe ϕ ∈ Lp(I;X) : u(t) =

m−1∑

k=0

ck
tk

k!
+

(
tm−1

(m− 1)!
∗ ϕ
)
(t), t ∈ I

}
. (A.1.2)

donde I = (0, T ), o bien I = R+, para cada T > 0.

Note que, dado u ∈Wm,p(I;X) entonces se deduce que

Dm
t u(t) = Dm

t

(
c0 + c1t+ · · · + cm−1

tm−1

(m− 1)!

)
+Dm

t J
m
t ϕ(t) = ϕ(t) t ∈ I,

donde ck ∈ R para k = 0, 1, . . . ,m − 1, y denotamos por Jm
t ϕ(t) =

(
tm−1

(m−1)! ∗ ϕ
)
(t), para ϕ ∈ Lp(I;X).

Además, para cada k = 0, 1, . . . ,m− 1 se desprende de (A.1.2) que

u(k)(t) = ck + · · ·+ (m− 1)(m− 2) · · · (m− k)cm−1
tm−(k+1)

(m− 1)!
+Dk

t J
m
t ϕ(t) t ∈ I.

Luego, a partir de esta igualdad es directo que ck = u(k)(0). De este modo, definimos el siguiente

subespacio de Wm,p(I;X) dado como,

Wm,p
0 (I;X) := {u ∈Wm,p(I;X)| u(k)(0) = 0, k = 0, 1, . . . ,m− 1}, (A.1.3)

luego, a partir de (A.1.3) es directo que

u ∈Wm,p
0 (I;X) si y sólo si u =

tm−1

(m− 1)!
∗ ϕ,
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para algún ϕ ∈ Lp(I;X).

Observación A.1.2. Notamos que, para cada u ∈W 1,1(I;X) se deduce de la Definición A.1.1 que si

u ∈W 1,1(I;X) ⇔ existe ϕ ∈ L1(I;X) : u(t) = c0 + (1 ∗ ϕ)(t), t ∈ I

⇔ existe ϕ ∈ L1(I;X) : u(t) =

∫ t

0
ϕ(τ)dτ + c0, t ∈ I

⇔ u ∈ AC(I;X).

Para un estudio más detallado del espacio de funciones absolutamente continuas AC(I;X), se sugiere

consultar e.g., [41].

Considere el espacio localmente L1 con valores en un Banach, descrito como

L1
loc(R+;X) := {u : R+ → X : u es Bochner integrable sobre [0, τ ], τ > 0}.

Luego, la transformada de Laplace de una función u ∈ L1
loc(R+;X) se define como

L{u}(z) = ũ(z) :=

∫ ∞

0
e−ztu(t)dt, (A.1.4)

si la integral converge para algún z ∈ C. Por ejemplo, si u continua a trozos y es exponencialmente

acotada(1), entonces la integral (A.1.4) converge absolutamente para ℜ(z) > w y define en aquel sec-

tor complejo una función anaĺıtica, cuya ĺınea vertical izquierda coincide con la cota de crecimiento

exponencial w, para propiedades de la transformada de Laplace se sugiere ver e.g., Arendt, et al. [1].

Ahora, sea α > 0, m := ⌈α⌉ e I = (0, T ) para T > 0. Luego, recordamos la definición de núcleo de

convolución de orden β > 0 como

gβ(t) :=





tβ−1

Γ(β)
, t > 0,

0, t ≤ 0,

(A.1.5)

donde Γ(·) denota la función gamma de Euler(2). Note que gβ ∈ L1
loc(R

+), y definimos g0 := δ0, donde δ0

denota la medida de Dirac concentrada en el origen. Note que, la familia {gα(t)}t≥0 satisface la propiedad

de semigrupo:

gα ∗ gβ = gα+β , α, β ≥ 0. (A.1.6)

Cabe señalar, que nuestra función t 7→ gβ(t) es una función decreciente para β ∈ (0, 1), creciente para

β > 1 y g1(t) = 1, para t ≥ 0.

Ahora, estaremos interesados en introducir los operadores de derivación e integración fraccionarios en

(1)La función u : R+ → X es exponencialmente acotada si existe M > 0, w ∈ R tal que ‖u(t)‖ ≤ Mewt, t ≥ 0.

(2)La función gamma de Euler se define como Γ(β) =

∫ ∞

0

e−ttβ−1dt, β > 0. Note que Γ(·) es anaĺıticamente extendido a

todo el plano C excepto en los puntos β = 0,−1,−2, . . . , los cuales son polos simple de la función gamma. Para un estudio
más exhaustivo de esta función, ver apéndice A en [26].
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sentido de Caputo y Riemann-Liouville y resumir algunas propiedades básicas que utilizaremos durante

este trabajo de investigación, se sugiere ver e.g., [5, 41,54].

Definición A.1.3. Sea α > 0 fijo. Considere u ∈ L1(I;X), entonces la integral fraccionaria de Riemann-

Liouville Jα
t de orden α de la función u se define como

Jα
t u(t) := (gα ∗ u)(t) = 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1u(τ)dτ, t > 0,

donde ∗ denota la convolución finita, dada en (A.1.1). Se define, J0
t u(t) := u(t), para t > 0. Notamos

que, debido a (A.1.6) y propiedades elementales de la convolución finita es directo que {Jα
t }α>0 posee la

propiedad de semigrupo: Jα
t ◦Jβ

t = Jα+β
t , α, β ≥ 0. El siguiente resultado, corresponde a una proposición

que describe la transformada de Laplace del operador Jα
t , para u suficientemente regular, se sugiere

ver [69]:

Proposición A.1.4. Sea α > 0, fijo. Entonces la transformada de Laplace del operador integral Jα
t es

dado por

L[Jα
t u](z) = z−αL[u](z), ℜ(z) > 0.

Para la demostración de la Proposición A.1.4, ver ecuación (3.26), Caṕıtulo 3 en Umarov [69].

En nuestra siguiente definición, aparece de manera natural la escala de espacios Wm,p(I;X) para p = 1.

Definición A.1.5. Sea α > 0, m = ⌈α⌉. Considere u ∈ L1(I;X), entonces la derivada fraccionaria de

Riemann-Liouville Dα
t de orden α de la función u se define como

Dα
t u(t) := Dm

t (gm−α ∗ u)(t) = Dm
t J

m−α
t u(t), t > 0, (A.1.7)

donde gm−α ∗ u ∈Wm,1(I;X).

Denotamos el operador diferencial de orden entero Dm
t :=

dm

dxm
, para m ∈ N. Ahora, debido a la

Observación A.1.2, se tiene que la Definición A.1.5 para α ∈ (0, 1), se reduce a lo siguiente

Dα
t u(t) :=

d

dt
J1−α
t u(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

0
(t− τ)−αu(τ)dτ, t > 0,

donde u ∈ L1(I;X), g1−α ∗ u ∈ AC(I;X).

Proposición A.1.6. [54] Sea α > 0, m := ⌈α⌉. Entonces la transforma de Laplace de la derivada

fraccionaria de Riemann-Liouville Dα
t u es dada como

L[ Dα
t u](z) = zαL[u](z) −

m−1∑

k=0

zk
[
Dα−k−1

t u(t)
]
t=0+

. (A.1.8)
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Para la demostración de la Proposición A.1.6, ver ecuación (2.248), Caṕıtulo 2 en Podlubny [54].

Las condiciones iniciales,
[
Dα−k−1

t u(t)
]
t=0+

para k = 0, . . . ,m − 1, representan derivadas fraccionarias

en el sentido de Riemann-Liouville de orden α − k − 1 evaluadas en el instante t = 0. En este instante,

cabe destacar que usualmente cuando se estudian sistemas f́ısicos, las condiciones iniciales del problema

son habitualmente medidas de forma experimental o impuesta sobre el sistema. Sin embargo, no existe

hasta el d́ıa de hoy una interpretación f́ısica clara acerca de las condiciones iniciales
[
Dα−k−1

t u(t)
]
t=0+

.

Note que, debido a la Proposición A.1.6 se satisface que

L[ Dα
t u](z) = zαL[u](z) − (g1−α ∗ u)(0+), α ∈ (0, 1).

Ahora, deseamos notar que las operaciones de diferenciación e integración de orden uno no son operaciones

inversas, puesto que debido al teorema fundamental del cálculo:
d

dt

∫ t

a
u(s)ds = u(t), y sin embargo

∫ t

a
u′(s)ds = u(t)− u(a), para a ∈ R. Luego, por inducción es directo verificar que para cada m ∈ N, se

satisface que

Dm
t J

m
t u(t) = u(t), Jm

t D
m
t u(t) 6= u(t). (A.1.9)

Como es de esperar, en general nuestro operador Dα
t corresponde a un operador inverso del operador

integración Jα
t , pero no es un inverso a la derecha de Jα

t , para α > 0. Más precisamente, se conoce el

siguiente resultado.

Teorema A.1.7. [5] Sea α > 0, m := ⌈α⌉. Entonces, para u ∈ L1(I;X)

Dα
t J

α
t u(t) = u(t), t > 0.

Más aún, si u ∈ L1(I;X), gm−α ∗ u ∈Wm,1(I;X), se satisface

Jα
t Dα

t u(t) = u(t)−
m−1∑

k=0

(gm−α ∗ u)(k)(0)gα+k+1−m(t), t > 0. (A.1.10)

Para la demostración del Teorema A.1.7, ver Teorema 1.5, Caṕıtulo 1 en Bajlekova [5].

Luego, a partir del Teorema A.1.7, se concluye el siguiente Corolario.

Corolario A.1.8. Sea α > 0, m := ⌈α⌉. Entonces, para u ∈ L1(I;X) se tiene

(i) Jα
t Dα

t u(t) = u(t), t > 0, donde gm−α ∗ u ∈Wm,1
0 (I;X).

(ii) Si α ∈ (0, 1), g1−α ∗ u ∈ AC(I;X). Entonces

Jα
t Dα

t u(t) = u(t)− (g1−α ∗ u)(0)gα(t), t > 0.
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En lo que sigue, deseamos notar que si u ∈Wm,1(I;X) (entonces u ∈ L1(I;X), gm−α ∗u ∈Wm,1(I;X)),

entonces nuestro operador Riemann-Liouville Dα
t (Definición A.1.5), puede ser expresado del siguiente

modo

Dα
t u(t) = Dα

t

(
m−1∑

k=0

ck
tk

k!
+

tm−1

(m− 1)!
∗ ϕ(t)

)

= Dα
t

(
m−1∑

k=0

u(k)(0)gk+1(t) + gm(t) ∗ u(m)(t)

)

=

m−1∑

k=0

u(k)(0)Dα
t gk+1(t) + Dα

t

(
gm(t) ∗ u(m)(t)

)

=

m−1∑

k=0

u(k)(0)gk+1−α(t) + Dα
t

(
gm(t) ∗ u(m)(t)

)

=

m−1∑

k=0

u(k)(0)gk+1−α(t) + Jm−α
t Dm

t u(t), t > 0, (A.1.11)

donde ϕ ∈ L1(I;X), ϕ(t) = u(m)(t) y ck = u(k)(0). A partir de (A.1.11), y debido a múltiples aplicaciones

en el campo de la f́ısica variados autores han usado el segundo término del lado derecho de (A.1.11) como

una definición de derivada fraccionaria de orden α, ver Proposición A.1.13.

Definición A.1.9. Sea α > 0, m = ⌈α⌉. Considere u ∈ Wm,1(I;X), entonces la derivada fraccionaria

de Caputo Dα
t de orden α de la función u se define por

Dα
t u(t) := Jm−α

t Dm
t u(t), t > 0. (A.1.12)

En particular, si α ∈ (0, 1), u ∈ AC(I;X), entonces a partir de la Definición A.1.9 se tiene que la derivada

de Caputo de orden α ∈ (0, 1) es representada como,

Dα
t u(t) = J1−α

t u′(t) =
1

Γ(1− α)

∫ t

0
(t− τ)−αu′(τ)dτ

=
1

Γ(1− α)

[
d

dt

∫ t

0
(t− τ)−αu(τ)dτ − u(0)

tα

]
, t > 0.

(A.1.13)

Algunos simples, pero relevantes resultados válidos para α, β > 0 son los siguientes:

Jα
t gβ(t) = gα+β(t), Dα

t gβ(t) = gβ−α(t), β ≥ α, t > 0. (A.1.14)

En particular, desde (A.1.14) se tiene que Dα
t gα(t) = 0, Dα

t 1 = g1−α(t), para α ∈ (0, 1). Note que, es

directo desde (A.1.12) que Dα
t 1 = 0, para α > 0.

Corolario A.1.10. [5] Sea α > 0, m = ⌈α⌉. Considere u ∈ Cm−1(I;X), gm−α ∗ u ∈ Wm,1(I;X),
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entonces se satisface que

D
α
t u(t) = Dα

t

(
u(t)−

m−1∑

k=0

u(k)(0)gk+1(t)

)
, t > 0. (A.1.15)

La demostración del Corolario A.1.10, es una simple consecuencia desde (A.1.11), (A.1.12), (A.1.14).

En particular, si α ∈ (0, 1), u ∈ C(I;X), g1−α ∗ u ∈ AC(I;X), entonces a partir de (A.1.14) y Corolario

A.1.10 se tiene que

Dα
t u(t) = Dα

t [u(t)− u(0)]

= Dα
t u(t)− u(0)g1−α(t), t > 0.

(A.1.16)

De forma análoga, al Teorema A.1.7 notamos que la derivada en el sentido de Caputo Dα
t corresponde

a un operador inverso a la izquierda del operador integración Jα
t , pero en general no corresponde a un

inverso a la derecha.

Teorema A.1.11. [5] Sea α > 0, m = ⌈α⌉. Considere u ∈ L1(I;X), entonces para u ∈ L1(I;X)

D
α
t J

α
t u(t) = u(t), t > 0.

Más aún, si u ∈ Cm−1(I;X), gm−α ∗ u ∈Wm,1(I;X) se satisface que

Jα
t D

α
t u(t) = u(t)−

m−1∑

k=0

u(k)(0)gk+1(t), t > 0. (A.1.17)

La demostración del Teorema A.1.11, se obtiene de forma directa del Teorema A.1.7 y Corolario A.1.10.

Luego, a partir del Teorema A.1.11 se desprende el siguiente Corolario.

Corolario A.1.12. Sea α > 0, m := ⌈α⌉. Considere u ∈ L1(I;X), entonces se tiene que

(i) Jα
t D

α
t u(t) = u(t), t > 0, donde u ∈Wm,1

0 (I;X).

(ii) Si α ∈ (0, 1), u ∈ C(I;X), g1−α ∗ u ∈ AC(I;X). Entonces se satisface que

Jα
t D

α
t u(t) = u(t)− u(0), t > 0.

De forma análoga, al Teorema A.1.6 se conoce la transformada de Laplace del operador Dα
t u para u

suficientemente regular.
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Proposición A.1.13. [54] Sea α > 0, m := ⌈α⌉. Considere u ∈ Cm(R+), entonces la transformada de

Laplace de la Derivada de Caputo D
α
t u es dada por

L[Dα
t u](z) = zαL[u](z) −

m−1∑

k=0

zα−k−1 Dk
t u(t)

∣∣∣
t=0

, ℜ(z) > 0, (A.1.18)

donde zα = |z|αei arg(z), | arg(z)| < π.

Para la demostración de la Proposición A.1.13, ver ecuación (2.253), Caṕıtulo 2 en Podlubny [54].

Notamos que, en este caso las condiciones iniciales Dk
t u(t)

∣∣
t=0

para k = 0, . . . ,m− 1, son perfectamente

comprendidas desde el aspecto f́ısico en contraste al caso descrito en (A.1.8). Por ejemplo, si u(t) denota

la posición de una part́ıcula, entonces D0
t u(t)

∣∣
t=0

es la posición inicial de nuestra part́ıcula en el instante

t = 0, D1
t u(t)

∣∣
t=0

corresponde a la velocidad de nuestra part́ıcula en el instante t = 0, D2
t u(t)

∣∣
t=0

es la

aceleración de nuestra part́ıcula en el instante t = 0, etcétera. Para más detalles, se sugiere sección 2.4

en [54].

En particular, si α ∈ (0, 1), u ∈ C([0,∞)). Entonces, a partir de la Proposición A.1.13 se desprende que

L[Dα
t u](z) = zαL[u](z) − zα−1u(0), ℜ(z) > 0. (A.1.19)

A.2 Funciones de Mittag-Leffler

La función de Mittag-Leffler desempeña un rol importante en la solución de ecuaciones diferenciales de

orden fraccionario, [5]. Esta función z 7→ Eα,β(z) para z ∈ C, se define como [7,27,50]:

Eα,β(z) :=

∞∑

k=0

zk

Γ(αk + β)
=

1

2πi

∫

Ha−

ξα−βeξ

ξα − z
dξ, α, β > 0, z ∈ C, (A.2.1)

donde Γ(·) es la función gamma de Euler, Ha− corresponde a un camino cerrado, el cual comienza y

termina en −∞ acercándose a lo largo del semi eje negativo y rodeando el disco |ξ| ≤ |z|1/α contra reloj:

−π ≤ arg(ξ) ≤ π sobre Ha− (curva conocida como camino de Hankel). Por brevedad en la notación, a

partir de (A.2.1) denotaremos por Eα,1(z) := Eα(z)
(3), es decir,

Eα(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(αk + 1)
, α > 0, z ∈ C. (A.2.2)

(3)La función Eα(·) fue definida y estudiada por Mittag-Leffler en el año 1903. Esta función es una generalización directa
de varias funciones transcendentales, esto es, E1(±z) = e±z, E2(−z2) = cos(z), E2(z

2) = cosh(z), etc.
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Note que, la función de Mittag-Leffler z 7→ Eα(z) es una función entera, para α > 0. En el caso ĺımite,

α→ 0+ la analiticidad de Eα(·) sobre C se pierde, ya que E0(z) :=

∞∑

k=0

zk =
1

1− z
, para |z| < 1.

Proposición A.2.1. [26] Sea 0 ≤ α ≤ 1, entonces la función de Mittag-Leffler Eα(−x) es completa-

mente monótona para x ≥ 0.

La función Mittag-Leffler desempeña un rol de carácter fundamental en la teoŕıa de ecuaciones difer-

enciales de orden fraccionario. Es bastante conocido que la función de Mittag-Leffler Eα(z) satisface la

siguiente igualdad diferencial

Dα
t Eα(wt

α) = wEα(wt
α), w ∈ C. (A.2.3)

El siguiente resultado, corresponde a una proposición que permite conocer la transformada de Laplace

de nuestra función de Mittag-Leffler Eα(·).

Lema A.2.2. [41] Sea α > 0, t ≥ 0,. Entonces, la transformada de Laplace de la función z 7→ Eα(±wtα),
es representada como

L[Eα(±wtα)](z) =
zα−1

zα ∓ w
, ℜ(z) > 0, w ∈ C, |z| > |w|1/α.

Para la demostración del Lema A.2.2, ver ecuación 1.9.13, Caṕıtulo 1 en Kilbas, A. et al. [41].

El siguiente lema, corresponde a una estimación de la aplicación z 7→ Eα(z) sobre dos sectores del plano

complejo. Este resultado, resulta fundamental en nuestros teoremas de existencia y unidad de soluciones

de los problemas de interés.

Lema A.2.3. [54] Sea α ∈ (0, 1), πα
2 < θ < πα. Entonces se satisfacen las siguientes estimaciones para

la función de Mittag-Leffler Eα(·):

(i) Si | arg(z)| ≤ θ, |z| > 0 :

|Eα(z)| ≤M1e
ℜ(z

1
α ) +

M2

1 + |z| .

(ii) Si θ ≤ | arg(z)| ≤ π, |z| > 0 :

|Eα(z)| ≤
M2

1 + |z| .

Notamos que Mi para i = 1, 2 depende de α, pero no del número complejo z.

Para la demostración del Lema A.2.3, se sugiere ver Teorema 1.5 y Teorema 1.6, caṕıtulo 1 en Podlubny,

I. [54].

Observación A.2.4. Note que, para α ∈ (0, 1), β > 0 y considerando el número complejo z := (−it)α|ξ|β =

|ξ|βtαe−απi/2, se tiene que

−θ < arg(z) = −απ/2 ≤ θ < πα,
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para cada πα/2 < θ < πα. Luego, aplicando el Lema A.2.3 parte (i), se deduce que existen constantes

no negativas M1,M2 de modo que

|Eα((−it)α|ξ|β)| ≤M1 +
M2

1 + |ξ|βtα ≤M, t > 0, ξ ∈ R
n. (A.2.4)

Teorema A.2.5. [26] Sea α ∈ (0, 1), | arg(z)| < πα, z 6= 0. Entonces, la función de Mittag-Leffler Eα(·)
posee la siguiente representación

Eα(z) =
1

α
ez

1/α
+

∫ ∞

0
Kα(r, z)dr, (A.2.5)

donde el núcleo Kα(r, z) es dado por,

Kα(r, z) = − e−r1/αz sin(πα)

πα(r2 − 2rz cos(πα) + z2)
.

Para la demostración del Teorema A.2.5, se sugiere ver Caṕıtulo 4, Teorema 4.20 en Gorenflo, R., et

al. [26].

Observación A.2.6. Note que, a partir del Teorema A.2.5 para α ∈ (0, 1), z = (−it)α|ξ|s, se deduce que

Eα((−it)α|ξ|s) =
1

α
e−it|ξ|s/α − 1

πα

∫ ∞

0

e−r1/α(−it)α|ξ|s sin(πα)
r2 − 2r(−it)α|ξ|s cos(πα) + (−it)sα|ξ|2s dr

=
1

α
e−it|ξ|s/α

− 1

πα
|ξ|s(−i)α sin(πα)tα

∫ ∞

0

e−r1/α

r2 − 2|ξ|s(−i)αrtα cos(πα) + |ξ|2s(−it)sα dr.

Luego, considere r(τ) := (τt)α, de donde derivando r con respecto a τ se tiene que dr = ατα−1tαdτ. De

este modo,

Eα((−it)α|ξ|s) =
1

α
e−it|ξ|s/α

− 1

πα

∫ ∞

0

|ξ|s(−i)α sin(πα)tαe−τtατα−1tα

τ2αt2α − 2|ξ|s(−i)αταt2α cos(πα) + |ξ|2s(−it)2α dτ

=
1

α
e−it|ξ|s/α

− 1

π

∫ ∞

0

|ξ|s(−i)α sin(πα)e−τtτα−1

τ2α − 2|ξ|s(−i)ατα cos(πα) + |ξ|2s(−i)2α dτ

=
1

α
e−it|ξ|s/α

− 1

π
|ξ|s(−i)α sin(πα)

∫ ∞

0

e−τtτα−1

τ2α − 2|ξ|s(−i)ατα cos(πα) + |ξ|2s(−i)2α dτ.

En consecuencia, definiendo ρ := |ξ|s(−i)α, se desprende la siguiente representación de nuestra función

Eα(·),
Eα((−it)α|ξ|s) =

1

α
e−it|ξ|s/α − 1

π
ρ sin(πα)

∫ ∞

0

e−τtτα−1

τ2α − 2ρτα cos(πα) + ρ2
dτ, (A.2.6)
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donde α ∈ (0, 1), s > 0. A partir de (A.2.6), se puede deducir que la aplicación t 7→ Eα((−it)α|ξ|s) para
t → ∞, se comporta como un término oscilatorio 1

αe
−it|ξ|s/α menos un segundo término que tiende a

cero, cuando t es suficientemente grande.

A.3 Transformada de Fourier, distribuciones temperadas y resultados de Análisis

Armónico

En esta sección, proporcionamos una presentación breve de las definiciones y propiedades elementales

usadas en este trabajo, una herramienta clave representa la transformada de Fourier F . En una primera

parte, definimos la transformada de Fourier sobre L1 := L1(Rn), S := S(Rn), L2 := L2(Rn), y luego

por dualidad se define sobre el espacio de las distribuciones temperadas S ′ := S ′(Rn). Más precisamente,

enunciamos el Teorema de Plancherel, Teorema de inversión de Fourier, transformada de Fourier sobre

el espacio L2, transformada de Fourier sobre S ′. En una segunda parte de esta sección presentamos la

regla de Leibniz fraccionaria y algunos resultados clásicos de análisis armónico.

La transformada de Fourier u 7→ F(u), se define sobre L1 como [62]:

F(u)(ξ) = û(ξ) = (2π)−n/2

∫

Rn

e−ix·ξu(x)dx, ξ ∈ R
n, (A.3.1)

donde x · ξ denota el producto interno sobre R
n. Luego, F : L1 → L∞ es una aplicación lineal continua.

Ahora, introducimos el espacio de Schwartz S ⊆ L1, el cual representa un herramienta básica para

extender la transformada de Fourier a la clase de distribuciones temperadas S ′. Primero, es necesario

introducir la siguiente notación: Si α := (α1, . . . , αn), β := (β1, . . . , βn) ∈ N
n
0 son multi-́ındices, entonces

la longitud |α| de α se define por |α| :=
n∑

i=1

αi. También se define xβ = xβ1
1 · · · xβn

n , Dα := Dα1
1 · · ·Dαn

n

donde el operador diferencial Dj := −i ∂
∂xj

, i2 = −1, con j = 1, . . . , n; denotamos además el operador

diferencial de orden α, ∂αx , como

∂αx :=
∂α1

∂xα1
1

· · · ∂
αn

∂xαn
n
, x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n. (A.3.2)

Definición A.3.1. El espacio de Schwartz S es el conjunto de funciones suave u sobre R
n,

S := {u ∈ C∞ : xβDαu ∈ L∞, para α, β ≥ 0}, (A.3.3)

Es conocido que S equipado con la familia de seminormas,

pk(u) =
∑

|α|≤k

sup
x∈Rn

(1 + |x|2)k/2|Dαu(x)|, u ∈ S,
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corresponde a un espacio de Fréchet. Note que, la transformada de Fourier F : S → S es un automorfismo

isométrico sobre S.

Se define el operador lineal F∗ como

F∗(u)(ξ) := F−1(u)(ξ) := (2π)−n/2

∫

Rn

eix·ξu(x)dx, ξ ∈ R
n, (A.3.4)

el cual difiere de (A.3.1) sólo en el argumento de la función exponencial. Note que, debido a (A.3.4) es

directo que F∗ : L1 → L∞, F∗ : S → S, y en el caso que u, v ∈ S se tiene que 〈F(u), v〉 = 〈u,F∗(v)〉.
Más aún, se puede concluir la fórmula de inversión de Fourier

F∗F = FF∗ = I, sobre S. (A.3.5)

Luego, debido a la identidad (A.3.5), se tiene que

〈Fu,Fv〉 = 〈u,F∗Fv〉 = 〈u, v〉 = 〈F∗u,F∗v〉, u, v ∈ S.

En consecuencia, debido a la continuidad de F y F∗ sobre S, es posible extender la transformada de

Fourier F de manera única desde S al espacio L2. De esta manera, se tiene el siguiente resultado.

Teorema A.3.2. (Plancherel, [65]) Sea F : L2 → L2 la transformada de Fourier, entonces F es un

operador unitario, con inversa F∗.

Definición A.3.3. Una distribución temperada sobre Rn es cualquier funcional lineal continuo sobre S.
El conjunto de distribuciones temperada lo denotaremos por

S ′ := {T : S → C, T lineal y continuo sobre S}. (A.3.6)

Luego, por definición si T ∈ S ′ se tiene que existe C no negativo y un entero k tal que |T (u)| ≤ Cpk(u),

para cada u ∈ S. Un ejemplo canónico de distribuciones temperadas es dado por las Lp−funciones, esto

se debe a que se puede identificar Lp como un subespacio de S ′, v́ıa una inyección continua Tf : Lp →֒ S ′,

definida como Tf (u) = 〈Tf , u〉 :=
∫

Rn

f(x)u(x)dx, u ∈ S, f ∈ Lp, donde 1 ≤ p ≤ ∞.

Ahora bien, con el fin de extender la definición de la transformada de Fourier a distribuciones temperadas

S ′, consideramos u ∈ S y debido al automorfismo F : S → S, se puede definir la transformada de Fourier

F como

FT (u) = 〈FT, u〉 = T̂ (u) := T (Fu), u ∈ S, T ∈ S ′. (A.3.7)

De forma análoga, se define el operador F∗ como F∗T (u) = 〈F ∗T, u〉 := T (F∗u), u ∈ S. Luego, es directo
que F ,F∗ : S ′ → S ′, corresponden a isomorfismos lineales continuos sobre S ′.
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Proposición A.3.4. [65] Sea F : S ′ → S ′ la transformada de Fourier descrita en (A.3.7), entonces

F∗F = FF∗ = I, S ′.

Teorema A.3.5. [49] Sea u ∈ Lp, v ∈ Lq, 1 ≤ p, q ≤ ∞ con 1
p +

1
q ≥ 1. Entonces u ∗ v ∈ Lr. Más aún,

se satisface que

‖u ∗ v‖Lr ≤ ‖u‖Lp‖v‖Lq ,

donde 1
r = 1

p + 1
q − 1.

Ahora, deseamos recordar algunas estimaciones que serán de utilidad en este trabajo. El siguiente lema,

conocido como la desigualdad de Hardy sobre Rn corresponde a un resultado clave para la demostración

de nuestro Lema 1.1.16.

Lema A.3.6. (Desigualdad de Hardy [64]) Sea 0 ≤ s < n/2, u ∈ Ḣs. Entonces, existe una constante no

negativa C = Cs,n de modo que, ∥∥∥∥
u

| · |s
∥∥∥∥
L2

≤ C‖u‖Ḣs .

Para la demostración del Lema A.3.6, se sugiere ver e.g., Lema A.2 en Tao [64].

Enunciamos un teorema bien conocido en la literatura llamado la desigualdad de Hardy-Littlewood-

Sobolev sobre R
n, dado como.

Teorema A.3.7 (Desigualdad de Hardy-Littlewood-Sobolev [61]). Suponga que γ ∈ (0, n), 1 < p < q <

∞ de modo que
1

q
=

1

p
− (n− γ)

n
. Entonces, para u ∈ Lp existe una constante no negativa C = Cγ,n tal

que ∥∥∥∥u ∗ 1

| · |γ
∥∥∥∥
Lq

≤ C‖u‖Lp . (A.3.8)

Para la demostración del Teorema A.3.7, puede revisar el Caṕıtulo VIII sección 4.2 en Stein [61].

Corolario A.3.8. Sea γ ∈ (0, n), 1 < p < q <∞ de modo que
1

q
=

1

p
− (n− γ)

n
. Entonces para u ∈ Lp,

existe una constante no negativa C = C(γ, n) tal que

‖Kγ(u)‖Lq ≤ ‖ψ‖∞
∥∥∥∥u ∗ 1

| · |γ
∥∥∥∥
Lq

≤ C‖ψ‖∞‖u‖Lp , (A.3.9)

El siguiente teorema, el cual es útil en el caṕıtulo 4, proporciona una estimación para (−∆)s/2(uv), (I −
∆)s/2(uv) sobre Lr, para ciertos u, v.

Teorema A.3.9 (Regla de Leibniz fraccionaria [16], [29], [39]). Suponga que s > 0, 1 < r < ∞,

1 < p1, p2, q1, q2 ≤ ∞, de modo que
1

r
=

1

pi
+

1

qi
, para cada i=1,2. Entonces, para u, v ∈ S, existe una
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constante no negativa C tal que se satisfacen las siguiente estimaciones,

‖(−∆)s/2(uv)‖Lr ≤ C
[
‖(−∆)s/2u‖Lp1‖v‖Lq1 + ‖u‖Lp2‖(−∆)s/2v‖Lq2

]
, (A.3.10)

‖(I −∆)s/2(uv)‖Lr ≤ C
[
‖(I −∆)s/2u‖Lp1‖v‖Lq1 + ‖u‖Lp2‖(I −∆)s/2v‖Lq2

]
. (A.3.11)

Para la demostración del Teorema A.3.9, ver Teorema 1 en Grafakos & Oh [29], donde examinan las

desigualdades (A.3.10)-(A.3.11) en un sentido más general. Notamos que, tempranamente Christ & We-

instein en [16], demuestran la desigualdad (A.3.10) para el caso s ∈ (0, 1), 1 < r, p1, p2, q1, q2 < ∞, y

asumiendo que u ∈ Lp2 ∩ Ḣs,p1 , v ∈ Lq1 ∩ Ḣs,q2 .

Más tarde, Kato en [39] prueba la desigualdad (A.3.10) para s ≥ 0, 1 < r < ∞, 1 < p1, q2 < ∞,

1 < q1, p2 ≤ ∞, y considerando que

u ∈ Lp2 ∩ Ḣs,p1 , v ∈ Lq1 ∩ Ḣs,q2.

Teorema A.3.10 (Desigualdad de Hölder [56]). Sean p, q, r ≥ 1, de modo que
1

r
=

1

p
+
1

q
, u ∈ Lp, v ∈ Lq.

Entonces, uv ∈ Lr y se satisface que

‖uv‖Lr ≤ ‖u‖Lp‖v‖Lq . (A.3.12)

Para la demostración del Teorema A.3.10, ver e.g., Teorema III.1 parte (c) en Reed y Simon [56].

A.4 Operador solución y semigrupo de operadores

En la presente sección, es desarrollada para describir las propiedades clásicas asociadas a un operador

solución, semigrupo de operadores, y dichos resultados serán utilizados principalmente en el Caṕıtulo 2

de este trabajo de tesis.

Teorema A.4.1. [33] Sea T ∈ B(L2) un operador lineal acotado, tal que Tτh = τhT, para h ∈ R
n.

Entonces, existe m asociado a L2 de modo que

Tu = F−1[mF(u)], u ∈ L2,

es un operador acotado.

Para la demostración del Teorema A.4.1, ver e.g., Teorema 1.2 en Hörmander [33].

Proposición A.4.2. [1] Sea A operador sobre X, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(a) A genera un semigrupo anaĺıtico acotado sobre X;

(b) El conjunto {z ∈ C : ℜ(z) > 0} ⊂ ρ(A), y se satisface

M := sup
ℜ(λ)>0

‖λR(λ,A)‖ <∞.

Para la demostración de la Proposición A.4.2, ver e.g., Corolario 3.7.12 en Arent, et al. [1].

Proposición A.4.3. [1] Sea (A,D(A)) operador lineal, D(A)
X

= X. Entonces, A genera un C0−semigrupo

sobre X tal que ‖T (t)‖ ≤ 1 para t ≥ 0 si y sólo si (0,∞) ⊂ ρ(A) y se satisface que

‖λR(λ.A)‖ ≤ 1, λ > 0.

Para la demostración de la Proposición A.4.3, ver e.g., Corolario 3.3.5 en Arent, et al. [1].

Proposición A.4.4. [1] Sea x0 ∈ X, A genera un C0−semigrupo anaĺıtico sobre X. Entonces, existe

una única función u ∈ C∞((0,∞);X) ∩ C([0,∞);X) ∩ C((0,∞);D(A)) satisfaciendo el problema de

primer orden u′(t) = Au(t), t > 0, donde u(0) = x0.

Para la demostración de la Proposición A.4.4, ver e.g., Corolario 3.7.21 en Arent, et al. [1].

Lema A.4.5. [5] Sea α ∈ (0, 1), fijo. Suponer que el operador A ∈ C1(w), entonces A ∈ Cα(w1/α).

Para la demostración del Lema A.4.5, ver e.g., Corolario 2.10 en Bajlekova [5].

A partir de la referencia [5], se define la siguiente clase de operadores,

A ∈ C1(w) :=
⋃

M≥1

C1(M0, w) ⇔ existe M0 ≥ 1, A ∈ C1(M0, w)

⇔ existe M0 ≥ 1, u′(t) = Au(t), u(0) = u0 tiene operador solución

T1(t) tal que ‖T1(t)‖ ≤M0e
wt, t ≥ 0.

Más aún, consideramos la siguiente clase de operadores solución definidas como

A ∈ Cα(w) :=
⋃

M≥1

Cα(M0, w) ⇔ existe M0 ≥ 1, A ∈ Cα(M0, w)

⇔ existe M0 ≥ 1, Dα
t u(t) = Au(t), u(0) = u0 tiene operador solución

Tα(t) tal que ‖Tα(t)‖ ≤M0e
wt, t ≥ 0.

Lema A.4.6. [5] Sea α ∈ (0, 1), ρ(A) ⊃ {z : ℜ(z) > 0}, y que existe una constante no negativa C, de

modo que

‖R(z,A)‖ ≤ C/ℜ(z), ℜ(z) > 0.
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Entonces, se tiene que A ∈ Aα(mı́n{(1/α − 1)π/2, π/2}, 0).
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Conclusiones

En este trabajo de tesis, se obtuvieron contribuciones originales asociadas a la existencia, uni-

cidad, regularidad y representación de soluciones continuas para una clase de ecuaciones Schrödinger

homogéneas, lineales y no lineales tiempo-espacio fraccionario en el marco de un espacio de Sobolev de

orden fraccionario Hs, para s > 0.

En una primera etapa, obtuvimos existencia, unicidad y representación de soluciones continuas sobre

la semi-recta real positiva a valores el espacio de sobolev Hs, s > 0, para una clase de ecuaciones

Schrödinger homogéneas tiempo-espacio fraccionario, definidas por el operado Laplaciano fraccionario.

Para esto, usamos método de transformas y un resultado fundamental proveniente del art́ıculo [28].

Además, proporcionamos algunas propiedades de regularidad de nuestra solución.

En una segunda etapa, desarrollamos un estudio de existencia, unicidad y representación (integral) de

soluciones continuas sobre el intervalo [0, T ], T > 0, a valores el espacio de sobolev Hs, s > 0, para una

clase de ecuaciones Schrödinger lineales tiempo-espacio fraccionario. Para esto, usamos método de trans-

formas integrales, y el estudio desarrollado del problema homogéneo asociado. Además, proporcionamos

una estimación de nuestra solución, ne términos de los datos del problema.

Finalmente, en un tercera etapa desarrollamos un estudio de existencia, unicidad y representación integral

(fórmula de Duhamel) de soluciones continuas sobre el intervalo [0, T ], T > 0, a valores el espacio de

sobolev Hs, s > 0, para una clase de ecuaciones Schrödinger no lineal tipo Hartree tiempo-espacio

fraccionario. Para esto, probamos condiciones apropiadas tipo Lipschitz en el término no lineal u 7→
G(u) = Kγ(|u|2)u, para cada u ∈ Br ⊆ Hs (Br bola cerrada), para luego emplear el teorema de punto

fijo de Banach. Note que, la solución de la ecuación no lineal es escrita en términos de la función de

Mittag-Leffler Eα(·), u0 y el término no lineal G(u). En adición, probamos que la aplicación dato-solución,

F : Hs → C([0, T ];Hs), donde u0 7→ u corresponde a una aplicación continua sobre Hs.
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