UNIVERSIDAD DE SANTIAGO DE CHILE
FACULTAD DE CIENCIA

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA Y CIENCIA DE LA
COMPUTACION

Un estudio cualitativo para ecuaciones pseudo diferenciales
definidas por un simbolo de tipo eliptico

Mauricio Bravo Vera

Profesor Guia: Humberto Prado Castillo

Tesis entregada a la Facultad de Ciencia de la
Universidad de Santiago de Chile para optar
al grado de Doctor en Ciencia con mencion
en Matematica.

Santiago de Chile
2015



Esta Tesis fue desarrollada bajo la supervision del profesor guia Dr. Humberto Prado, aca-
démico del Departamento de Matemética y Ciencia de la Computacién de la Universidad

Santiago de Chile.

Ha sido aprobado por los miembros de la Comision Calificadora, compuesta por:

Dr. Humberto Prado Castillo
PROFESOR GUIA

Dr. Enrique Reyes Garcia
PROFESOR INFORMANTE

Dra. Maria Isabel Cortez Mufoz
Directora Programa Doctorado en Ciencia con
mencion en Matemética.

Dr. Przemystaw Gorka
PROFESOR INFORMANTE

Dr. Claudio Fernandez Jana
PROFESOR INFORMANTE

Pero Marin Alvarez
Director Departamento de Matemética y
Ciencia de la Computacion



indice general

Introduccion iii

Resumen v

Abstract vii

1. Ecuaciones pseudo diferenciales sobre el espacio L*(R") 1

1.1. Preliminares . . . . . . . . e e e e e e 1

1.2. EcuaciénLineal . . . . . . . . . . . . e 8

1.3. LaEcuacion No Lineal . .. . .. .. . ... . .. ... ... .. ... ... 11

2. Ecuaciones pseudo diferenciales sobre .?(R") 19

2.1. Preliminares . . . . . . . . e 19

22 Laclase G . . . ... 23

2.3. Ejemplosde simbolosenlaclase G . . . . ... ... ... ... ...... 29
2.4. Multiplicadores de Fourier generados por simbolos pertenecientes a la clase

GO e 33

2.5. Elespacio HP(f). . . . o v o i i 36

2.6. Inclusiones del espacio H¥P(f) . . . . . . . . . .. 43

2.7. Laecuacionnolineal. . . . . . . . . . . 49

A. Transformada de Fourier y Distribuciones Temperadas 61

Bibliografia [






Introduccion

El objetivo principal de la presente Tesis es el estudio relativo a la existencia y unicidad
de soluciones para una clase de ecuaciones pseudo diferenciales parciales, lineales y no
lineales, definidas por un simbolo f perteneciente a una clase de los simbolos elipticos,
segun la denominacién dada en la literatura (ver [26, 39, 44]).

Inspirados en los trabajos recientes sobre el tema (ver [17—21]), nuestro objeto de estudio
sera la pseudo ecuacion diferencial parcial

f(A)u:U(vu)v (1)

donde f(A) denota a una funcién del operador de Laplace A, f es el simbolo que define
a la ecuacion y U es una funcion no lineal sujeta a ciertas hipétesis.

La motivaciéon para estudiar la ecuacion (1) se encuentra en la Teoria de cuerdas, en
Cosmologia y en Gravitacién, donde aparecen ecuaciones de este tipo (ver [2-5,9,10,41—
43]). Dentro de éstas se puede mencionar la ecuacién del campo de taquiones en la teoria
de cuerdas bosoénicas abiertas definida como

(1 +0)e™ = 2Jp = ¢,

donde OJ = —9? + A es el operador de D’Alembertiano (ver [16]).

La estrategia principal que se aplicara para estudiar la ecuacién (1) consistira en la cons-
truccién de una escala de espacios de Banach H*?(f), s > 0, 1 < p < oo, definidos
mediante el simbolo f.

En el trascurso de este trabajo nos interesara, en una primera etapa, responder a las si-
guientes preguntas cuyas respuestas nos conduciran a la obtencién de propiedades cua-
litativas para las soluciones de la ecuacion (1).



1. Propiedades de regularidad para las soluciones.

2. Determinar condiciones sobre los exponentes p, s y el simbolo f que permitan definir
los espacios H*P(f).

3. Relacion entre la escala de espacios H*?(f) y los correspondientes espacios de
Sobolev fraccionarios H*P(R").

4. Determinar las condiciones que deben cumplir los exponentes s y p para asegurar
una inyeccioén continua de H*?(f) en H™?(R").

Este trabajo se ha estructurado de la siguiente manera: en el Capitulo 1, se considera
el operador (I + f(A))*/? actuando sobre el espacio L?(R") y usando las propiedades
de la transformada de Fourier sobre L?(R") se construye el espacio H”(f) y se muestra
que las soluciones de la ecuacién (1) pertenecen a este espacio. Luego en el Capitulo 2,
se considera el operador (I + f(A))*/?, esta vez actuando sobre L?(R™). Se demostrara
que bajo ciertas hipotesis sobre la funcién U, que naturalmente dependen de s y de p, las
soluciones de la ecuacion (1) pertenecen al espacio #*”( f). La herramienta principal usa-
da en Capitulo 2 sera el Teorema de Mikhlin relativo a los multiplicadores de Fourier. Se
detallaran las condiciones exigidas al simbolo f para poder definir el espacio H*?(f). Es
importante destacar la intrinsica relacion existente entre los espacios de Banach H*?(f)
y los clasicos espacios de Sobolev fraccionarios H*?(R™) descritos por P-L. Lions [27];
consultar tambien la monografia [37,39] de M. Taylor. Aln mas, haremos uso del hecho
que cada H*P(f) se inyecta continuamente en un correspondiente espacio de Sobolev
H"™P(R") para cierto r, tal como se demuestra en la Proposicion 2.6.5. Este resultado sera
fundamental en la aplicacion de teoremas de punto fijo.

Finalmente, este trabajo termina con un apéndice donde se muestran algunos resultados
usados en esta Tesis que hacen referencia a la transformada de Fourier definida sobre el
espacio de las distribuciones temperadas.



Resumen

Esta Tesis tiene como propdsito el estudio de ecuaciones pseudo diferenciales parciales
definidas por un simbolo f de tipo eliptico, especificamente estaremos interesados en
determinar la existencia, unicidad y las propiedades de regularidad de las soluciones de la
ecuacion definida como

f(A)u=U(u), (2)

donde f(A) denota una funcién del operador de Laplace A, f es el simbolo que correspon-
de ala ecuacion y U es una funcién no lineal. En este trabajo se extienden los resultados
obtenidos en [17—-20] a espacios de Lebesgue.

El contenido de la presente Tesis se ha divido en dos capitulos y un apéndice. En el prime-
ro, el objetivo es estudiar la ecuacion (2) sobre el espacio L*(R"). La principal herramienta
usada en este caso sera el Teorema espectral para operadores autoadjuntos. Posterior-
mente, en el segundo capitulo, se estudia la ecuacién pseudo diferencial (2) sobre el
espacio de Banach LP(R"). En este contexto, la construccién del espacio de soluciones
se basa en una clase de multiplicadores de Fourier definidos por f. En ambos casos, se
determinan las hipétesis requeridas por la funcién U y por el simbolo f a fin de poder
definir el espacio de soluciones de la ecuacién (2). Finalmente, se mostrara la intrinseca
relacion que existe entre el espacio de las soluciones de la ecuacion no lineal (2) y los
espacios de Sobolev fraccionarios clasicos.
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Abstract

This thesis is concerned with the study of partial pseudo-differential equations defined
by a symbol f of elliptic type, specifically we are interested in determining the existence,
uniqueness and regularity properties of the solution of the equation defined by

f(A)u = U(v u)v (3)

in which f(A) denotes a function of the Laplace operator A, f is the symbol which defines
the corresponding equation and U is a non linear function. We have extended the results
obtained by [17-20] to the Lebesgue spaces.

This work has been divided into two chapters and an appendix. In the first one, the aim
is to study the equation (3) on the space L*(R™). The main tool in this case is the Spec-
tral Theorem for self-adjoint operators. Then, in the second chapter, we study the partial
pseudo-differential equation (3) on the Banach spaces L”(R"). In this case, the construc-
tion of the space of solutions is based on a class of Fourier multipliers defined by f. In both
cases, we determine the hypothesis required by the function U and the symbol f in order to
define the space of solutions of the equation (3). Finally, we exhibit the intrinsic relationship
that exits between the space of solutions of the non-linear equation (3) and the classical
fractional Sobolev spaces.

Vii



viii



Capitulo 1

Ecuaciones pseudo diferenciales sobre
el espacio L*°(R")

1.1. Preliminares

Como se mencion6 en la Introduccion, en algunas areas de la Fisica Matematica como
la Teoria de Cuerdas o Gravitacion, se han desarrollado en el ultimo tiempo modelos que
se pueden considerar como funciones de operadores diferenciales tales como el operador
Laplaciano A = "7 , 53—; definido sobre R" o también el operador D’Alembertiano [ =
A — %. Un ejemplo es ésto es la ecuacién generalizada de cuerdas bosénicas definida
como

Ae ™ Rp = Ul(x, ¢), c>0,

ésta ecuacion se puede escribir como

[(A)o =Ulz, 9),
donde f es la funcién real definida como f(z) = xe~°*. Para mayor informacién sobre esta
ecuacion, sus aplicaciones fisicas y sobre sus soluciones se recomienda revisar [19] y las
referencias que ahi aparecen.
El objetivo de este capitulo es introducir y desarrollar los aspectos basicos que seran

necesarios en el estudio de ecuaciones no lineales definidas como

f(A)g =Ul(z, ), (1.1)
donde f(A) es un operador lineal no acotado determinado por el “simbolo f”y A es el

operador de Laplace actuando sobre R™. En la primera parte, se desarrolla el calculo fun-
cional que permitira dar la definicion del operador f(A) que se usara tanto en este capitulo
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como en el resto de esta tesis. Después de esto, usando el Teorema de Plancherel (ver
A.0.3) se dara la definicion del espacio H”(f), que es donde se encontraré la solucion de
la ecuacién (1.1). Como se puede suponer, este espacio también estara determinado por
el simbolo f, mas precisamente, el espacio H”(f) estara determinado por (1 + f(—|¢[?)).
Consecuentemente, primero se mostraran las condiciones que debe satisfacer el simbolo
f con el objeto de definir tanto el operador lineal f(A) como el espacio H”(f).

Considere las funciones medibles f : R — R tales que verifican las siguientes condicio-
nes:

(P) la funcion z — f(—a?) > 0;
(Es) Existen constantes positivas 3, M y R tales que

M(1+[£1%)%% < f(—1¢]*), paratodo & con [¢| > R.

Se define la clase G” como todas las funciones medibles que satisfacen las condiciones
(P)y (E3). De esta forma, si f satisface (P) y (Ej) se dice que f esta en la clase G°
o bien que f es un G°-simbolo. Observe que, si bien, la condicién (E3) coincide con la
condicién de elipticidad dada para operadores pseudo diferenciales (ver [32, 38, 45]), es
necesario sefialar que a estos simbolos no se les exige ningun tipo de regularidad, por lo
que no estan definidos en el sentido de Hérmander (ver [26]).

Ahora, dada la definicién de la clase G” se tienen las siguientes Proposiciones.

Proposicion 1.1.1 Sean 3,6 > 0 fijos. Si f y g son simbolos tales que f € G® y g € G°,
entonces el producto fg € G#19.

Demostracion: Si f € G° y g € G° es claro que el producto fg satisface la condicion (P),
por lo que basta probar que fg satisface la condicion (E3). Por un lado, como f € G”, se
tiene que existen constantes positivas M7, 5y R; tales que

Mi(1+[E1*)P% < f(—|€), para || > Ry (1.2)

Del mismo modo, como g € G, entonces existen constantes positivas M, § y R, tales
que
Ma(1+ [€]*)"2 < g(—¢]*), para [¢] > R.. (1.3)

Al multiplicar las desigualdades (1.2) y (1.3), se obtiene que para todo |{| > R, donde
R = max{R;, Ry} se tiene

M(1+[E) D72 < fg(—1€)?),



donde M = M;M,. Luego, fg € G#*9. 0O

Proposicion 1.1.2 Si0 < § < 3, entonces G® C G°.

Demostracién: Considere f € G°. De la desigualdad 1 < (1 + [£]?) y como § < 3, es
evidente que (1 + |¢|?)%2? < (1 + [£]?)%/2. Por otra parte, como f € G°, se tiene que f
satisface la condicién (P) y ademas existen constantes positivas M, 5y R tales que para
todo [¢| > R

M(L+ (€)% < M1+ €)% < f(—?),

de esta forma f € G°. O

Observe que, dado s > O fijo, al considerar el simbolo f, definido como fs(x) = (1 —
x)*/? — 1, se tiene

(L4 fo(=le?) = L+ QA+ [EP)7? = 1) = 1+ €)%

El simbolo que aparece en el lado derecho de la ultima igualdad, es muy comun y se ha
usado, por ejemplo para definir los espacio de Sobolev generalizados H*(R™) (ver [37]).
Por esta razén, seria importante determinar si existe 8 > 0 tal que el simbolo f, pertenece
a alguna clase G°, de esta forma, los espacios de Sobolev generalizados H*(R") serian
un caso particular de los espacios H”(f). El siguiente lema, muestra que efectivamente
f, es un simbolo de una clase G”.

Lema 1.1.1 Para s > 0 fijo considere la funcién f, definida por f,(r) = (1 — x)¥/? — 1.
Entonces para todo 3 < s se tiene que f, € G°.

Demostracion: Claramente la funcion x — f,(—22) = (1 + 2?)*/2 — 1 > 0, por lo tanto f,
satisface la condicién (P). Ahora, para mostrar que f, satisface (Ej3), observe que para si
£ < s, entonces

f(=1EP) = 1+ e -1
> (1+ )7 -1
_ (L4 [1 -~ e é'z)ﬁ/z} . (1.4)
Por otro lado, note que para todo £ € R" se tiene que {1 — W] < 1y ademas
que el \51\12100 <1 — W) = 1. Porlo tanto, es claro que la funcion [1 — W}
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es creciente y tiene como asintota horizontal a la recta y = 1. Es decir, existen constantes

1
] > M. Conestoy

Ry M < 1 tales que para todo > R setieneque [l — ———
y que p I3 q { TENEBLE

con la desigualdad (1.4) se tiene que paratodo |£| > R

1

PR 2 (I |1~

] > M(1+ €P)"

por lo tanto, f, € G° paratodo 3 < s. O

Antes de definir los espacios de funciones donde se buscaran las soluciones de la ecua-
cion (1.1) considere el siguiente calculo funcional, el cual motiva la definicién del operador

f(A).

Suponga que la funcién f es una funcién real y que es analitica en una vecindad de = 0,

entonces f tiene una expansion en series de potencias

f(A)u = i 1(0) A"u. (1.5)

A este tipo de operadores, cuya accién sobre una funcion u se define como una expansién
en serie de potencias, tal como se muestra en (1.5) se les denominan no locales y es la
forma en que se interpreta en la literatura Fisica. Por ejemplo, en los articulos [2-5, 5], el
operador e~ se define formalmente como una serie de potencias definida por la funcion

exponencial

o 2
e~y = Z ( C‘A) u.

k
k=0

Suponga ahora que para todo n € N se tiene que A"u € L*(R"™), entonces al aplicar la
transformada de Fourier a ambos lados de (1.5) y aplicando las propiedades que tiene la
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transformada de Fourier sobre el operador A, tenemos formalmente que

FFAW)E) = (Zf )(5)
(n
- Zf ") €)

(n
- Zf L (lepyFu)e)
_ FCenFae.

Por lo tanto

F(f(A)u)(€) = fF(—|E[*)F(u)(€)
Finalmente, al aplicar la transformada inversa de Fourier a ambos lados de esta ultima
igualdad, se tiene de forma explicita la definicién del operador f(A) que es

F(A)yu=F(f(—[€)F(w)(€)) -

Si bien, esta definicién coincide con la definicion de operadores pseudo diferenciales
[39,45], el célculo funcional desarrollado hasta aca sélo permite definir el operador f(A)
en un sentido formal, sin embargo, en los articulos [18, 19] los autores desarrollando un
trabajo riguroso muestran, usando teoria de vectores enteros y el hecho que el operador
Laplaciano A en L?(R") es un generador de un semigrupo analitico con angulo /2, que
tal definicién, para el simbolo f que se considera en este trabajo es matematicamente

consistente.

Definiciéon 1.1.1 Sean 3 > 0y f € G” fijos. Se define el operador f(A) como

FA)yu=FH (f(=[E)F ()(€)) (1.6)

Si bien es cierto, ya se tiene la definicion del operador f(A), para resolver la ecuaciéon no
lineal (1.1) es necesario tener la definicién del operador lineal L = f(A) + Id, donde Id
denota la identidad. Usando el hecho que la transformada de Fourier es un isomorfismo
de L*(R") en L?(R") se deduce que

Lu = f(Au+u
FH(=IE)Fu) + FH(Fu)
= FHf(=IE)Fu+ Fu)
FHA+ f(=1EP) Fu). (1.7)

—1



Ahora que ya se tiene la definicién del operador L, se procedera a dar la definicion del
espacio de funciones donde se hallaran las soluciones de la ecuacion no lineal (1.1).

Definiciéon 1.1.2 Dados 3 > 0 y f € G fijos, se define el espacio H”(f) como la clase de
todas las funciones medibles u definidas sobre R"™ con valores complejo tales que exista
su transformada de Fourier F(u) y que

[+ s F s < oo (n8)

Ademas la aplicacion ( , )5y : HP(f) x HP(f) — C definida como

n

(wr, u2)ps () :/ (14 F(—IEP)PF (ur) (€) F (ug) (€)dE. (1.9)
define un producto interno.

Observe que de la Definicién del operador L dada en (1.7) y del Teorema de Plancherel
(ver A.0.3), el espacio H”(f) se puede definir como todas las funciones medible v tales
que Lu € L?*(R"). A continuacion se indican algunas propiedades que tiene el espacio

H(f).
Proposicion 1.1.3 El espacio HP(f) provisto del producto interno definido en (1.9) es un

espacio de Hilbert.

Demostracion: Sea T, : L*(R") — H”(f) la aplicacion definida como

F(g) )
L+ f(=1E®) )

Se mostrara que T es un isomorfismo que preserva el producto interno entre L*(R") y

T0) =7 (

HP(f). De esta forma, como L?(R") es un espacio de Hilbert, se demostrara que H*(f)
también lo es.
Claramente T es lineal. Por otra parte, dada g € L*(R™), por la definicién se tiene que

Ty(g) € H°(f), ya que
2

Flo)© [,

| s EEm e ©re = [ 0 relehR | s

= | F@©Fd
< 0.

Observe que la Gltima integral es finita ya que como g € L*(R"), entonces el Teorema de
Plancherel garantiza que F(g) € L*(R").



Finalmente, es inmediato ver que 7T tiene como inversa a la aplicacion (7)™ : HP(f) —
L*(R™) definida por
(Tp)~ () = F~H([1+ f(= 1)) F (u)

Por ultimo, observe que si g1, g» € L*(R™), entonces

(T(91), Tr(92))mor) = /n[l + F(=IEP)PF(Tr01) () F (Tyg2) (€)dE

_ _[£]2)]2 Fg1)(€) Fg2)(&)
- / A RO T ey T f—e)
= i f(gl)(f)]:(%)(g)dg

= (F(91), F(g2))
= <91,g2>-

dg

En esta ultima igualdad se volvid a usar el Teorema de Plancherel. Por lo tanto, se tiene
que T es un isomorfismo isométrico entre H”(f) y L*(R"), por lo tanto H”(f) es un es-
pacio de Hilbert. O]

Como se ve, en este Capitulo es fundamental el Teorema de Plancherel. En la Proposicién
que sigue se vuelve a usar fuertemente este Teorema.

Proposicion 1.1.4 Sea 3 > 0 y f € G”. El espacio H(f) se inyecta continuamente en
L3 (R™).

Demostracion:

||u||%2([R”) = H-F<U)H%2(R”)

= | F (u) (&) [*d¢

< [+ SIEPRIF ) € P
= lulls ).
U

Considere ahora s > 0. Como se mostré en el Lema 1.1.1, el simbolo f, que ahi se define
es un elemento de la clase G”. Por otro lado la condiciéon

(1 + fo(=1€]*)F(u) € LX(R")



es equivalente a
(1+[€[*)*F (u) € L*(R")

que es la definicién del espacio de Sobolev H*(R™). Por lo tanto, de esta observacion se
deduce que los espacios de Sobolev H*(IR™) son un caso particular de los espacios H”( f)
obtenidos al considerar el simbolo f;.

Lema 1.1.2 Sean 3 > 0y f € G?; entonces
1. paras € R tal que s < 3, se tiene que H°(f) — H*(R"™);

2. paratodok > 1 talquen/2 + k < s < 3, se tiene que H’(f) — C*(R")

Este Lema se enmarca dentro de lo que son las inclusiones de Sobolev. La demostracion
de 1. se puede revisar en [17], mientras que para la demostracion de 2. se puede consultar
[37].

1.2. Ecuacion Lineal

Esta secidon esta dedicada al estudio de la ecuacioén lineal
Lu =g, (1.10)

donde L = f(A) + Id, es el operador definido en (1.7) y g € L*(R"). Se estableceran
ciertas propiedades que tiene la solucidon de esta ecuacion, tanto como la unicidad co-
mo la regularidad. El estudio de esta ecuacidn sera fundamental para la resolucion de la

ecuacién no lineal (1.1) que se desarrollara en la préxima seccion.

Teorema 1.2.1 Sean 8 > 0 y f € G” fijos. Entonces para cada g € L*(R"), existe una
tnica solucién u, € H°(f) de la ecuacién (1.10). Ain mas, se tiene que

ugllsry = gl z2@my (1.11)

Antes de presentar la demostracién, es importante sefalar que ésta es idéntica a la que
aparece en el articulo [7].

Demostracion: Por la definicién del operador L dada en (1.7), se tiene que la ecuacion
Lu = g es equivalente a

FHA+ fF=EP)Fu)(©)] =g, (1.12)



y como g € L*(R"), se puede aplicar la transformada de Fourier a ambos lados de la
igualdad anterior para obtener

(1+ f(=IEM)F @)(©) = F(g)(€), (1.13)

y claramente esto es equivalente a
F(g9)(€)

PO = T Tepy

Por ultimo, al aplicar la transformada inversa de Fourier a esta ultima igualdad se obtiene
de forma explicita la solucion u, que es
[ F9)E) )
ug = F! ( : (1.14)
! L+ f(=1€)
Cabe sefialar que la unicidad de esta solucién la entrega la inyectividad de la transformada
de Fourier en L?(R™) (ver apéndice A). Por otro lado, de la igualdad (1.13) se tiene que

L+ f(=1EMFW)(©) = F(g)(&).

por lo tanto
lugll3ss ) = / L+ F(=[EP)PIF(u)(€)PdE = 8 [ F(9)(©)IPde = | F(9)]72(n)s
es decir, usando el Teorema de Plancherel se tiene que

lugllzee sy = IF ()l 2@y = llgllzz@n)-

En las proposiciones que siguen, se mostrara que si la funcién g de la ecuacién lineal
(1.10), ademas de pertenecer a L*(R"), cuenta con ciertas propiedades adicionales, en-
tonces la solucion de la ecuacion u, también tendra propiedades extras y mayor regulari-
dad. Por ejemplo en la Proposicion 1.1.4 se mostré que dados /3 > 0y un simbolo f € G”,
el espacio H”(f) se inyecta continuamente en L?(IR"). En este sentido, cabe preguntarse
si al plantear la ecuacion lineal
fA)u=g

en vez de considerar g como elemento de L*(R™), se considera como un elemento de
algun espacio H(f), entonces ¢coémo se refleja eso en la solucién de la ecuacién? La
Proposicidn que sigue, responde esta pregunta. Se mostrara que si la funcién g, que define
la ecuacion lineal (1.10) ademas de pertenecer a L*(R™) también es un elemento de algin
espacio H°(h), para cierto § > 0y h € G°, entonces la solucién de la ecuacion (1.10) no
solo pertenece a H?(f), sino que también estara en el espacio #°°(fh) cuyas funciones
tienen mayor regularidad.



Proposicién 1.2.1 Sean 5 > 0 y f € G” fijos. Considere la ecuacién lineal Lu = g
definida en (1.10) con g € L*(R"). Si, ademds g € H°(h) para ciertos 6 > 0y h € G°,
entonces la solucion u € HP(f) N H°(h) N HPT(fh)

Demostracion: Como ya se vio, si u es la solucién de la ecuacion lineal (1.10), entonces

L+ F=EM)IF @@ = [ F(g)I, (1.15)

si se multiplican ambos lados de esta igualdad por el término positivo (1 + h(—|£[?))? y
luego se integra sobre R", como g € H’(h) se obtiene que

/n[(l + (=&)L + F(=IEPNPIF @)@ dE = llgll3s) < oo

Por otro lado, como 1 < (1 + f(—|£]?))?, entonces

[ hIEPIF@©PE < [ (14 B+ FEPNPF@©P: < .

n

de esta forma se ve que u € H’(h). Por otra parte, como

(L+hf(=[€1%) < L+ A=)+ F(=1E*),

y por lo tanto

/n[l + hf (=€) F (u)(§)7d¢ < / [(1+ A(=[€[)) (X + f(=Ie)PIF (u)()Pde < oo,

n

con lo que finalmente se obtiene que u € H *(f - h) O

Ahora, como Corolario del Teorema 1.2.1 se mostrara que si la funcién g que define la
ecuacion lineal (1.10) es radial, es decir, para toda rotacion R € SO(n) y paratodo = € R"
se tiene g(Rx) = g(x), entonces la solucién u de la ecuacion también sera radial.

Corolario 1.2.1 Si g es radial, entonces la solucion de la ecuacion
Lu=g
también es radial

Demostracion: Note primero que si ¢ € L*(R") es radial, entonces su transformada de
Fourier también sera radial. Para ver esto, considere R € SO(n) una rotacién, usando las
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propiedades del producto escalar, se tiene que
F(9)(RE) = / e g (y)dy
= / e g (y)dy
- / ¢ g(Ry)dy
- / e g(y)dy
= F(9)©)

Por lo tanto, si g es radial, su transformada de Fourier F(g) también sera radial. Luego, el
Teorema 1.2.1 entrega de forma explicita cual es la solucién u de la ecuacion lineal (1.10),

luego al evaluar esta solucién en Rx se tiene

o FWDO
ulfim) = F <(1+f( T >>)(R’

[ CF)E)
e (LT FCIER)
:/ e IIF(9)(E)
AT TR
e¢ F(g)(RE)
/Rn (=D
T F(g)(€)
/Rn (=D

= (),

§

por lo tanto u es radial. O

1.3. La Ecuacion No Lineal

El objetivo principal de esta seccion sera estudiar la ecuacién no lineal
f(A)u=U(-,u) (1.16)
donde la funcién U estara dada por
Ulx,y) = —y+o0V(x,y), (1.17)

donde ¢ es una constante no negativa. Asumiendo cierta condicion de crecimiento para la

funcion V, se probara la existencia y unicidad de la solucién de esta ecuacion. Para este

11



propdésito, las principales herramientas a usar seran el teorema del punto fijo de Banach
(ver por ejemplo [12,30]) y los resultados obtenido en la Seccién 1.2.

Teorema 1.3.1 Sean 3 > 0y f € GP fijjos. Para§ > 0, considere la funcién Us definida
por

donde V' es una funcién tal que V(-,0) € L?(R"). Si existe una funcién h € L>*(R"), tal
que se tiene la siguiente desigualdad

V@, 91) = Vi, y2)| < h(2)]yr = yal, (1.18)

entonces para0 < 0 < 1/||h||z~r~), la ecuacion no lineal (1.16) tiene una unica solucioén
u € HP(f).

Demostracion: Observe que usando la desigualdad triangular y la condicién (1.18), se
tiene que para todo (z, y) la funcién V' satisface la siguiente desigualdad:

Viz.y)| < [V(z,y) = V(z,0)|+|V(z,0)|
< h(x)|y|+ |V (x,0)|. (1.19)

Ahora, se probara que con estas condiciones sobre la funcién V, dada v € L%*(R"), en
particular u € HP(f), la funcién §V (-, u) definida sobre R™ es una funcién que pertenece
a L*(R"). Observe que usando la desigualdad (1.19), para todo u € L*(R")

Vel = [ V)P
< [ @)+ V0] s
Rn
< 21wl + IV O)lEen)
< o (1.20)

Al considerar la funcion U definida en (1.17), entonces la ecuacién no lineal (1.16) se
puede escribir como
f(A)u = —u+ 8V (-, u),

luego, al despejar se obtiene la ecuacion
fA)u+u=06V(- u),

12



y esta ultima se puede escribir como
Lu =06V (-,u),

donde L es el operador definido en (1.7). Ahora, si se define el operador R : HP(f)
HP(f) como

Ru = w (1.21)

donde w es la Unica solucién de la ecuacién lineal Lw = 6V (-, u), se tendra que la solucién
de la ecuacion no lineal (1.1) sera un punto fijo del operador R, ya que si Ru = u, en tal
caso, por la definicion de R, u sera la solucién de la ecuacion lineal

Lu =46V (-,u)

y por lo tanto, solucién de la ecuacién no lineal (1.16).

Primero se debe verificar que R esta bien definido, es decir, que dado u € HP(f), existe
un tnico w € HP(f) tal que Ru = w. Por una parte, de la definicion de R se tiene que w
es la solucion de la ecuacion lineal

Lw =0V (-, u), (1.22)

luego, como u € HP(f) c L?*(R"), como se acaba de probar en (1.20), la funcién
oV (-,u) € L*(R"), luego por Teorema 1.2.1, la ecuacién (1.22) tiene una Unica solucion
en HA(f), por lo tanto R esta bien definido.

A continuacion se mostrara que R es una contraccion, para esto, suponga ahora que w;
es la solucion de la ecuacién Lw; = 0V (-, u;) y wo es la solucion de Lwy = §V (-, us), en-
tonces de la linealidad del operador L, el elemento (w; —w-) es la solucién de la ecuacién

L(wy —ws) = 6(V (-, w1) = V(- u2)),
luego, por el Teorema 1.11 se tiene que
w1 —wa|lspy = 0V (- ur) — V(s uz) || 2@y,
por lo tanto, por una parte se tendra que

[R(u1) — Rua)llue(p) = llwr — wallgspy = 01V (-, u1) = V(-, u2)|[ 22 @n)- (1.23)
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Por otro lado, por la desigualdad (1.18) se tiene que

IV (u) = V0 u)lio@e = V(@ ui(2)) = V(z, uz(2)) *dz

[ @) = o))

< Al ooyl — uall 2y

IN

< Al ooyl = allgesp)- (1.24)

Observe que en la ultima desigualdad se usé la inclusion de H”(f) en L?(R™) mostrada
en la Proposicion 1.1.4.
Finalmente, por (1.23) y (1.24) se tiene que

R (u1) — Rlua)llus(p) < 6l|R||poo@nyl|ur — uallpsp) (1.25)

y como §||h||@ny < 1, el operador R es una contraccion, y como asegura el Teorema
del punto fijo de Banach, se tiene que existe una Unica uo € H”(f) que es punto fijo de R
y por lo tanto, solucién de la ecuacién no lineal (1.1). O]

En el Teorema 1.3.1, se mostr6 que si la funcién V(x,y) satisface la condicién de tipo
Lipschitz global (1.18) con respecto a la variable y, entonces existe una unica solucion en
HP(f) de la ecuacion (1.16). Ahora se mostrara que si se debilita la condicién de Lipschitz
a una condicion de tipo local, entonces para ¢ suficientemente pequefo, la ecuacién no
lineal (1.16) aun tendra solucién, pero ahora no se puede asegurar la unicidad de ésta.
Para el siguiente Teorema se consideraréa el conjunto By, (0, R) que es la bola en L*(R")
centrada en 0 y de radio R, es decir

BL2(O>R) = {u S LZ(RN) : ||u||L2(R") < R}

Teorema 1.3.2 Sean 3 > 0 y f € G fijos. Para§ > 0 considere la funcién Us definida
como

donde V (-,0) € L*(R"™). Suponga ademas que para R > 0, existe hgp € L>(R") tal que
para todo uy, us € Br,(0, R) se satisface la siguiente desigualdad

|V (z,ui(x)) — V(x,uz(x))| < hg(x)|ur(x) — uz(x)]. (1.26)

Entonces, para § suficientemente pequerio, existe u € H”(f) que es solucién de la ecua-
cion (1.16).
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Demostracién: Suponiendo que |lu|/z2®ry < R, usando la desigualdad triangular y la
condicion (1.26) se tiene por una parte que

V(e ula))| < V(@) = Vi, 0)| + V@, 0)] < hn(e)lu(a)] + V(2 0l
Por lo tanto
Vel < [ V)P
| @)+ 1V (w0 do
2 (/ B () [u(@) [ + |V (z, O)|2dx)

< 2 (Il gy + IV (O ). (127)

IN

IN

Entonces, por la estimacién mostrada en (1.27) y usando el hecho que u € By, (0, R),
IV (s w)ll 2@y < 2(01Al Lo @ B+ [V (- 0) | 2@, (1.28)
luego, para p > 0 se define el conjunto

Yo =A{u e H(f) : llullusp) < p}

y el operador R, : ), — ),, definido como R,(u) = w, donde w es la solucién de la
ecuacion lineal Lw = §V(-,u). A continuacién, se verifica que el operador R, esta bien
definido.

Para probar que R, esta bien definido, se debe mostrar que para toda u € ), existe un
unico w € Y, tal que w = R,(u), pero por definicion w es la solucién de la ecuacién
Lw =6V (-,u)yu € R, C L*(R"), entonces como se vio en (1.20), 6V (-,u) € L*(R"),
luego por Teorema 1.2.1 w es Unico y ademas

||w||7-15(f) = 5||V('>u)||L2(]R”)-

Por otra parte como u € ), entonces ||ulj3s;) < p. Ademés, como se mostré en la
Proposicién 1.1.4

[ullo@ny < Nlullaes ),
por lo tanto, ||u||2@ny < p, €s decir, u € B, (0, p) y por (1.28)
lwllss(ry = SNV (- wW)llz2geny < 0 ([[All e nyp + 1V (- 0) [ z2n ) -
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Observe que en esta ultima desigualdad, si se considera ¢ < M, donde
M, = p(2pllhgl =@ + [V (- O Z2gen) 2,

entonces
|wllas ) < p,

y por lo tanto w = R,(u) € ), y de esta forma R, esta bien definido. Ahora, forma similar
a como se obtuvo la estimacién (1.25), note que

IRp(ur) = Rp(ua)llaus(ry = llwr — wallasy)

Uy —U2||Hﬁ(f),

es decir, si se escoge 6 < M}, = (||hg||L=®n) ", R, €s una contraccion; luego al escoger
§ < min{M,, My}, como ), es un subespacio cerrado de H”(f), por el Teorema del pun-
to fijo de Banach, se tiene que existe una Unica solucion u € ), la cual es solucion de la

ecuacién no lineal (1.16). O

A continuacién se mostrara que si la funcién U definida en (1.17) es radial, es decir, es
invariante bajo rotaciones con respecto a la variable x, entonces la solucion de la ecuacion
(1.16) también sera radial.

Considere el conjunto

HP(frag = {u € H(f) : u(Rz) = u(x) c.t.p., donde R € SO(n,R)}

Observe que el conjunto H?(f),.q es cerrado en H”(f), luego H”(f).q €8 un espacio de
Hilbert.

Teorema 1.3.3 Sean 3 > 0y f € G°. Paraé > 0 considere que la funcién U definida
en (1.17) es invariante bajo rotaciones con respecto a la variable x. Suponga ademas que
V(-,y) € L*(R") y que existe una funcién h € L>(R") tal que

V(@ 91) = Vi, y2)| < h(@)y1 = 4l

Entonces, para § suficientemente pequerio, existe una tnicavu € HP(f),.q que es solucién

de la ecuacion (1.16).
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Demostracion: Sea R, o4 : H’(f)raa — HP(f)raq € operador definido como R,.qq(u) = w,
donde w es la Unica solucién de la ecuacién lineal Lw = §V (-, u). Como la no linealidad U
es invariante bajo rotaciones con respecto a la variable z, se sigue que la funcién 6V (-, u)
también serd invariante bajo rotaciones, de esta forma, por el Corolario 1.2.1 w es radial,
por lo tanto el operador 'R,., esta bien definido.

Por otra parte, como se prob6 en (1.25)

IRraa(ur) = Read(uz)llms ()00 = [R(w1) = Roluz)|lns()

< Bl pee @y l[ur — a2 -

Nuevamente, escogiendo § < (||h||r®n)) "', tenemos que el operador R,,q €s una con-
traccion, y por el Teorema del punto fijo de Banach, existe una unica u € H”(f),.q que es
solucion de la ecuacién no lineal (1.16). O
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Capitulo 2

Ecuaciones pseudo diferenciales sobre
LP(R™)

2.1. Preliminares
Este capitulo esta dedicado, al estudio de las ecuaciones no lineales definidas como

donde f(A), al igual que en el Capitulo 1, sera entendido como un operador pseudo dife-
rencial generado por el simbolo f. Ademas de establecer las condiciones que debe satis-
facer la funcion U para asegurar la existencia de las soluciones de esta ecuacion, sera de
especial interés establecer propiedades cualitativas del espacio H*?(f) que es donde se
hallaran las soluciones de esta ecuacion. Por mencionar algunas de estas propiedades,
se mostrara que H*?(f), el cual se define a partir del simbolo f, puede ser considerado
como un espacio de Sobolev fraccionario generalizado, el cual coincide con H*(R™) (ver
por ejemplo [27,37,39]) si se escoge un simbolo en particular. También se mostrara que
el espacio H*?(f) sera la imagen de un operador lineal y continuo 7,,, definido en base a
un multiplicador de Fourier sobre L(R") .

El estudio de estas ecuaciones y de los espacios donde se encontraran sus soluciones se
puede resumir de la siguiente manera. Dados el operador f(A), que se define como una
funcién del Laplaciano A, y s > 0 se considerara el operador

L= (I+f(A)"
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Asociado a este operador L, se tendra la funcion acotada M ;. ,), definida como
Mpa(@) = 1+ f (=)~

Si esta funciéon es un multiplicador de Fourier para LP(R"), es decir, el operador T4,
definido como

Trmlg) = FH(Mp.s(2)F(g))
es acotado sobre LP(R™), entonces se podra definir el espacio H*?(f) = Ty (LP(R™)).
Por lo tanto, el objetivo de las primeras secciones de este capitulo sera definir las condi-

ciones necesarias que deben satisfacer tanto el simbolo f como la constante s de modo
que My . sea efectivamente un multiplicador de Fourier para L”(R").

Con esta finalidad es que este capitulo se estructura de la siguiente manera. En esta pri-
mera seccion se daran las definiciones y propiedades basicas con los que se trabajara
durante todo el capitulo. Luego, en la seccidén 2.2 se detallaran las condiciones que debe
tener un simbolo f para poder definir el multiplicador de Fourier deseado, de esta forma
se definira la clase G”. Una vez establecida esta clase de simbolos, en la Seccion 2.3 se
mostraran algunos ejemplos de funciones relevantes que pertenecen a esta clase. En la
seccién 2.4 se mostrara que efectivamente, los simbolos de G? generan multiplicadores
de Fourier. En las secciones 2.5 y 2.6 se construira el espacio H*?(f) y se mostraran las
inclusiones sobre los Sobolev fraccionarios H*P(R™), respectivamente. Por Gltimo, en la
seccidn 2.7 se resuelve la ecuacion no lineal (2.1) previo estudio de una ecuacion lineal.

En el presente trabajo, se utilizaran reiteradamente algunas propiedades relacionadas a
la transformada de Fourier de distribuciones temperadas. Si el lector no esta familiarizado
con estos conceptos, se recomienda una lectura previa del Capitulo A en el Apéndice.
También se recomienda consultar [14,30, 32, 36].

En el resto del capitulo, el nUmero natural n denotara la dimension del espacio Euclideano
R™.

Definicion 2.1.1 Un multi indice o = (ay, aa, ..., ay, . .., o) €S unan-tupla de enteros no

negativos. El largo del multi indice o es el nimero entero |«| definido como
n
la| = Z Q.
i=1
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Sean «, 8 multi indices, diremos que o« < 3 si y solamente si |a| = || = n y para cada
1=1...n setiene que o; < ;.
Sixz = (r1,29,...,2,) €s un elemento de R" y o = (v, o, . . ., v,) €8 un multi indice, se
define el numero real x* como

a a1 Qa9
Tt =x'ayt

Qn
n -

Por dltimo, si o« es un multi indice, se define el operador diferencial D* como

D* = 2 Dgon alaw )
e ax%n

En el desarrollo de este Capitulo, se usard con frecuencia multi indices del tipo a <

(1,1,...,1), esto, de acuerdo a la Definicién que se acaba de dar, quiere decir que si

el multi indice @ = (a1, s, ..., ;) es de esta clase, entonces paracadai = 1,...n se

tiene que «; sélo puede ser 1 6 0 y por lo tanto el operador D* consiste en derivar a lo

MAas una vez con respecto a cada variable.

Como se mencionara anteriormente, al extender el estudio del espacio L*(R™) a LP(R")
con p # 2, ya no sera posible contar con las propiedades que tenia la transformada de
Fourier como ser un isomorfismo isométrico y con esto tampoco se tendra la identidad de
Parseval. Sin embargo, para el espacio L?(R") se contard con una herramienta equiva-
lente que son los multiplicadores de Fourier. A continuacion se presenta la definicién de
multiplicador de Fourier que ofrece Stein en [34]. Para profundizar en este tema también
se recomienda consultar [1,13,22,23].

Definicion 2.1.2 (Multiplicador de Fourier) Sea m : R" — C una funcién acotada y
medible. Se dird que m es un multiplicador de Fourier para LP(R") (1 < p < o0) si
para cada f € L*(R™) N LP(R™), la funcién F~(m(x)F(f)) € LP(R™) y si el operador
T, : L*(R™) N LP(R™) — LP(R™) definido como T,,(f) = F(m(z)F(f)) es continuo, es
decir, existe una constante A > 0 tal que

1T ()o@ < Alflor@e, — f € L*(R") N LP(R™). (2.2)

Note que del Teorema de Plancherel se tiene que F(f) € L*(R™) y como m € L*>(R")
entonces mF(f) € L*(R™), por lo tanto de la definicion se tiene que 7,,, f € L?(R"). Como
es habitual, la norma del multiplicador m se define como el menor A que satisface (2.2).
La clase de todos los multiplicadores de Fourier para L?(R™) se denota por M,
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Note, que si se denota como D = L*(R") N L?(R") C LP(R"), entonces se tiene por
(2.2)que T,, : D C L?(R™) — LP(R™) es un operador acotado. Por otra parte, para todo
g € LP(R™) se puede considerar la sucesion {g,};en definida como g; = p; * g, donde p;
es una sucesion regularizante o mollifier (ver [8]). De acuerdo a la definicion, para cada
j € N se tiene que p; € C5°(R™), por lo tanto, p; € L(R") para todo ¢ € [1,00], en

2p

particular p; € L*(R™) N L%-2(R™). Como p; € L'(R"), por la desigualdad de Young (ver

Proposicién 1.3.2 [1]), se tiene que

gjlle@ny = |lpj * gllzr@ny < [1pjllLr@m)ll 9]l r@n)-

De igual forma, como p,, € L%(R”), se tiene también por la desigualdad de Young que

1951l z2@m) = lloj * gllz@ny < llpsll 2o, o (lgllLr @)
)

L3p—2 (R

Por lo tanto, g; € L*(R™) N LP(R") y por Teorema 4.22 de [8] es claro que g; — g en
LP(R™). De esta forma se ve que el conjunto D es denso en LP(R") y por Teorema |.7
de [30], el operador T, tiene una Gnica extensién acotada T}, : LP(R") — LP(R™), que
satisface la misma desigualdad (2.2). En el resto del capitulo, a la extension del operador
T,, también se le denotara por 7,,,.

Como ejemplos de multiplicadores de Fourier, se pueden mencionar a la transformada de
Riesz I?; y al potencial de Bessel J.

La representacion integral para la transformada de Riesz sobre R" (ver [34]) esta dada por

Ry(f)(e) = ligc, [ E S nd =1
Yy|=Z€

e—0

donde f € LP(R")y ¢, = L)
Yén = q(n+1)/2°

En [28, 34, 35] se muestra que (R;f)(z) = F~'(i7F(f)), paraj = 1,...,n, es decir, la

funcion m(z) = z% es el Multiplicador de Fourier sobre L?(IR™) que define al operador

de Riesz sobre R".
Como se mencion6 anteriormente, el segundo ejemplo que se considerara es el potencial

de Bessel J,, el cual se define para todo s > 0 como
Jo(f) = (I = A)~%(f), s> 0.
Este potencial tiene una representacién como un producto de convolucion (ver [34])

Js(f):Gs*f7
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donde

1 o 2 dy
G, _ —ml|x|? /)y —y/4n (—n+8)/2_.
(=) <4w>s/2r<s/2>/o e ey y

y al considerar la transformada de Fourier en el sentido de las distribuciones se tiene que
F(I(f) = A+ [2[)~2F(f),

por lo tanto, la funcién m(z) = (1 + |z|?)~*/? es el multiplicador de Fourier para L?(R")
que define el potencial de Bessel. Para mas detalles sobre multiplicadores de Fourier y
potenciales, se recomienda [6, 28, 34,40].

A continuacion, se presenta un Teorema que permite determinar, a partir de estimaciones
sobre sus derivadas de orden «, cuando una funcién m define un multiplicador de Fourier
para LP(R™). Cabe sefialar que si bien, el Teorema de Mikhlin entrega tal informacién(ver
Teorema 3, Cap 1V, [34]), aca se usara una variacién de este Teorema dada por Guidetti
en [22], que si bien, por un lado le exige méas regularidad a la funcion m, por otro, ésta
debe satisfacer una condicion mas deébil que la exigida por en el Teorema de Mikhlin.

Teorema 2.1.1 Seam € C"(R™"\{0}) tal que, para todo multi indice o« < (1,...,1), existe
una constante positiva C, tal que para todo { € R"\{0},

[£°D*m(E)] < C. (2.3)

Entonces m es un multiplicador de Fourier para L*(R™) para todo p € (1,0).

2.2. Laclase G’

A continuacion, al considerar f y + fijos se introduce la funcion M; .. El estudio de esta
funcion es fundamental en este Capitulo, ya que, para el simbolo f adecuado, sera éste el
que determine el multiplicador de Fourier y posteriormente el espacio de funciones donde
se hallaran las soluciones de la ecuacion no lineal (2.1).

Definicion 2.2.1 Sea f : R — C. Para cada vy <€ R fijo se define My, : R" — R como
Mia(@) = 1+ f(=[2*)". (2.4)
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Como se menciono anteriormente, se mostrara primero que la funcion M, es un multipli-
cador de Fourier para LP(R"). Para esto, se usara el Teorema 2.1.1, por lo que se debe es-
timar el crecimiento que tienen las derivadas D“ de la funcién M, donde o < (1,...,1).
Para tal efecto, serd conveniente, con el objeto de facilitar algunos calculos, establecer la

forma general que tienen estas derivadas. Para esto, primero observe que si a es un multi

indice tal que |a| = 1, se tendra entonces que a = (0,...,1,...,0), es decir z; = z® y
D = oz, por lo tanto
N 0
DMy, (z) = Py (Myq(2))
0
= 1 —|z|?))”
5 (L4 £ lal?)
= (=27)zi(1+ f(=|=) OV (f (= [=*)) (2.5)

Si ahora se deriva la expresion que aparece en (2.5) con respecto a la variable z; # z;
(recuerde que a < (1,...,1)) se obtiene D° M, (z) donde 3 es un multi indice tal que
|B| = 2, es decir

0 0
DMy, = a—%(a—%/\/‘m(fﬁ))

= (21 ) (af)

J

= Gy (1+ f(=12) 2 (f (= |2))?* + Comp; (1 + f(=[2*)) " f" (=]

donde C; = (—2)2(y)(y — 1) y Co = (—2)?y. Por otro lado, como z;z; = x°, se tiene por
lo tanto que

DMy (x) = Cia”(L+ f(=[a) 72 (f (—|2)* + Cox” (1 + f(=[a) 7 " (= |2f*)
= 27 [Ci(1+ f(=|=)) 2 (= l2D) + Col + f (=) " (== ])]

De forma similar, al caso anterior, si se deriva nuevamente, ahora con respecto a la variable
zy, distinta a z; y a z;, se tiene que existe un multi indice p, con |p| = 3 tal que D” = %Dﬁ.
De esta forma se obtiene que

0
DPMyy(2) = a—l,kDﬁMm(f)

= 2Py |G+ F(=1a) 3 (|2 +
Co(L+ f (=272 (f (=) " (=12%]) + Ca(L + (=) (£ (~lal?)
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donde C; = 2C1(y — 2), Cy = (4C; + 2(Cy)(y — 1)) y C3 = 2C,. Note ademas que
2Pr =P

Segun lo que se puede observar aca, es natural pensar que para todo multi indice « exis-
tan ciertas constantes C; tales que D>M; ., sea una suma de potencias de (1 + f(—|z[?))
y potencias de las distintas derivadas f*)(—|z|?), multiplicadas por 2® y por estas cons-
tantes. En el siguiente lema no sélo se verifica esta idea, sino que ademas se muestra las
relacion que tienen las potencias de las derivadas f*)(—|x|?) y la forma en que dependen
del multi indice a.

Lema 2.2.1 Sea o un multi indice tal que o < (1,1,...,1). Entonces para cada i =
1...|a| existen constantes C,=C (v,1) tales que

|a

D*Myo(x) = a3 Gl f (=[x ) (Hlal?) ™ (7 () (£ (af?) ™)

donde las potencias P;; son tales que para cada i,j P;; > 0, ademas para cada i fijo se

tiene que:

1. Py =0sij>|al

2. jPj=laly
j=1

j=1

Demostracion: Probaremos este Lema por induccion sobre k& = |«/|. Este caso es eviden-

te, yaque si |a| = 1, esto quiere decir que paracierto1 <i <n,a = (0,...,0, 1 ,0,...,0)

y luego, como se mostro en (2.5) se tiene que

D*Myafa) = 5-Myo@)
= L+ f(la) TS (<l
= Ca®(L+ f(=[2) ) f(~|af).
En este caso, P;; = 1y P;; = 0 paratodo ij # 11y C = v, claramente con estos valores
se satisface el lema para el caso en que |a| = 1. Supongamos ahora que el Lema se
satisface para cualquier multi indice 5 con |3| = k. Probaremos, entonces que también se

satisface para cualquier multi indice « con |o| = k£ + 1. Suponga entonces que |a| = k+ 1.
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Entonces es claro que

0

De =
ox,

D5,

donde |5| =kyr € Ncon 1 <r <n.Luego

D" My (@) = 5~(D"Mjs(2))
- air 273 Ok )+ F (=)= (D (0 () )

2

) (1 £l ) [ ) (ol

B “"BZC(’“ (Cora 1+ S PN P (aP) [ (laP) P (O (=[P P+

F(L+ f(=aP) = air (/=) <f<"><—\x|2>>Pm])

= xﬂécw (coa:ra (L) D P (laP) ™ (P (=) )+
+(1+ f(=laP)) (=) ---(f(”)(—|x\2))Pi*"])

= ', Z Ck,1) (Col1+ F(=|eP)EFD (=) P+ (PO (= o))+
+(1+ f(—|2) g[a(f( [2?)) e (f (= [2?) P (S () w)

donde

P —1 si r=j
Pj=9§ Pj+1 si r=j-1
Py otro caso
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Con esto, tenemos que

k
DM, (z) = (C(/f D1+ f(=lz*) Z (=faf?)) e (f = Jaf?) e

k .
£ 37 Ci1+ F(=laP) ) [(F (= o) et (10 (faf)) omnt

=2

(=l e (f (= ff*)) ]

Mw

o~
Il

('\/72(2k+1) )

1
H(L+ f(=|2[*)) (F(=l) P (f (=) e (f(”)(—lx\2))P’“")
Observemos que para todo i, ¢ fijos se tiene que
Z it P+ Py +...+ Py + ;Er+1)t+"'+P;Lt
= Pi+Po+...+ P —1+ Py +1+...+ Py
= D P
j=1
= 1

Por otra parte, de forma analoga a lo anterior se tiene

Z] ) = Pu+2Pe+ . +r(Pr = 1)+ (r+1)(Pgsy + 1) +...+ Py
- (sz,-j>+r+1_7~
j=1
= k+1

Ademas, para todo ¢ > 1 fijo, se tiene que
(Pi—cin + 1)+ Picig + ...+ Py = 14 Z Pi_1;

— 14 (o)

Y por otro lado

(Picin + 1)+ 2P + ...+ jPa1y; +. .. +nPicy, = 1+ ij(i—l)j
j=1

— 1+k
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Por lo tanto, el Lema se verifica para todo |a| = k£ + 1. O

Ahora que ya se tiene una expresion general para la funcion D*M; ., se deben buscar
las condiciones que deben satisfacer tanto el simbolo f y las constantes 5 y v para que
la funcién M., sea un multiplicador de Fourier para LP(R™). En particular, sera de interés
considerar el caso v = —s/2, donde s > 0, es decir, se buscaran las condiciones para que
la funcion definida como

My (@) = (14 f(=laf*) ="

sea un multiplicador de Fourier para L?(R").
Las primeras condiciones que se le pediran al simbolo f coinciden con las exigidas al
simbolo f en el capitulo 1, las cuales eran:

G,. Lafunciont — f(—t*) >0
GG5. Existen constantes positivas 3, R, M tales que

M(1+ [€[%)% < f(~|¢?), paratodo & con |¢] > R.

Ahora se exigiran, adicionalmente, dos condiciones mas, una sobre el simbolo f y la otra
con respecto a f*), su derivada de orden k. Estas son:

(3. Existen constantes positivas M, N tales que para todo £ € R"
(14 f(=1EP7) < M+ €)™

G,. Dado s > 0, para cada k > 1 existe una constante positiva C' = C'(k, s) tales que
FO=leP)] < 1+ g1+,
donde [ es la constante de la condicion Gb.

Definicién 2.2.2 Dado s > 0, se define la clase G® como las funciones que satisfacen las
cuatro condiciones G — G4.

Observe que de la condicién G, se deduce para || > R existe M tal que

M _ 1
L+ f(=1ER) — (L + (€))7




Note que en la condicién Gy, si Sy s son tales que s < 4n, entonces existe kg, suficien-
temente grande tal que la potencia del lado derecho sera negativa para todo £ > kg y eso
impone la condicion que | f*)(—|z|?)| < C paratodo k > k.

Proposicion 2.2.1 Si0 < s; < s,, entonces G° C G/ .

Demostracion: Considere f € gg. Como las condiciones G1, Go,y G3 no dependende s,
sblo se debe probar que f satisface la condicion G4 para s,. Pero como s; < s,, entonces
para cada k existe C' tal que

[Niey
[Niey

PR (—|eP)] < C+ g EDE < o+ e (E)r

por lo tanto f € G7. O

2.3. Ejemplos de simbolos en la clase G’

En esta seccién se mostraran algunos simbolos f que pertenecen a la clase G°. En cada
caso, se determinaran los valores de (5 y s que hacen que tal simbolo sea efectivamente
un elemento de esta clase.

El primer simbolo que se considerara en esta parte serd f(x) = —x. Este simbolo es de
suma importancia en este Capitulo, ya que con éste se obtiene la funcién

My ey (@) = (14 [2) ="

la cual, como se mostré con anterioridad, que si se considera como multiplicador de Fou-
rier, coincide con el potencial de Bessel J; (ver [34]) y ademas define los Espacios de
Sobolev Generalizados (ver [37,39]). Para que este simbolo esté en la clase G” sera ne-
cesario que [ seaigual a 2 y que s sea un real no negativo. Esta Ultima propiedad muestra
gue el simbolo f coincide, ya sea desde el punto de vista del potencial de Bessel como de
los elementos de la clase G?. Esto queda expresado en el siguiente lema.

Lema 2.3.1 Sea § = 2. Entonces para todo s > 0, el simbolo f(x) = —x estd en la clase

Go.
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Demostracion: Se debe mostrar que al considerar 3 =2y s > 0, el simbolo f satisface
las cuatro condiciones de la Definicién 2.2.2.
La condicion G es clara ya que f(—t?) =2 > 0.

Ahora, para probar que f satisface la condicién G, considere 1 < |z|, entonces

(1+ |27 < (|2 + [af?) < 272(|2?)7? = 27227,

y como 3 = 2,

S+ 1aP) < [ = F(~J2P)

es decir, f satisface la segunda condicion.
La verificacion de la condicion G5 es trivial ya que como f(—|z|*) = |z|?, entonces

L+ f(=1€f)) = @+ 1)

y en este caso basta considerar M =1y N = 1.

Por ultimo, para la condicién G4, como f(r) = —, se tiene que f'(z) = -1y f®(z) =0
para todo entero k£ > 1, por lo que sélo es necesario analizar el caso para k = 1, es decir,
para satisfacer G4 debe existir C' tal que

vl

(=) =1 < C(1 + Ja)HE-D+3,

es decir, la potencia del lado derecho debe ser positiva, pero al reemplazark =1y g = 2
esta potencia es igual a s/2 > 0 luego, el simbolo satisface la condicién G, y por lo tanto
fegr. O

A continuacién se mostrara que la propiedad que tiene el simbolo f(x) = —z, de perte-
necer a la clase G para todo s > 0y 3 adecuado, no la tienen todos los simbolos. Se
considerara el simbolo g(z) = —xze®*, donde ¢ > 0, y se vera que en este caso, para 3
adecuado, el simbolo g esta en toda clase G, sélo para los valores s > 2n.

La importancia del simbolo g(x) = —ze® que se considerard a continuacién, radica en
que la funcion M, ; generada al considerar este simbolo es
_ 2\
Myo(x) = (1+ |zl =,

que como Multiplicador de Fourier define el espacio H“* que se define en el articulo [19]
y donde se encuentran las soluciones de la ecuacién de cuerdas bosonicas generalizadas.
Esta ecuacion est4 determinada por el operador —Ae.
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Lema 2.3.2 Sea 5 = 2. Entonces para todo s > 2n, el simbolo g(x) = —xe®, donde
c >0, esta en la clase G°.

Demostracion: Como g(—t?) = t2e~"" > 0, el simbolo g verifica la condicién Gy.
Observe ahora que g(—|z|?) = |z|?e~“*I> < |z|?> y por Lema 2.3.1, existen constantes
M, R tales que, considerando = 2, g satisface condicién Gs.

Por otro lado, la desigualdad g(—|z|?) = |z|?e /" < |z|* verifica de forma inmediata la
condicién Gz con M = N = 1.

Finalmente, como s > 4n, se tiene que para todo entero & > 0, k(3> — 1) +1 > 1. Por
otro lado, se tiene al usar la regla de Leibnitz para las derivadas que existen constantes
Ci(k) = Cyy Cy(k) = C, tales que

gW(z2) = —Cre® — Coze™

luego para todo k£ > 0 se tiene que

9O (—laP)| < [Cie 4 Colale P
S Cl + CQ‘.I|2
< C(1+|z)?)
S C(l + |l’|2)k(ﬁ_l)+l.
Por lo tanto, sis > 4ny 3 =2, g € G~. O

El Gltimo simbolo que se dara como ejemplo sera f(z) = (—x)*/?, donde 0 < a < 1. La
funcion que se genera al reemplazar este simbolo en M _.) es (14 (—x)*/2)=%/2, Esta
funcion se relaciona al operador (I + (—A)®/2)3/2 que est4 determinado por la potencia
fraccionaria del Laplaciano. De esta forma se mostrara que si este simbolo esta en la clase
G” entonces definira un multiplicador de Fourier y por lo tanto se tendra el espacio H*?( f)
de las soluciones de la ecuacion lineal definida por el operador (I + (—A)*/2)*/2, En este
caso se mostrara que si 3 = a, entonces f € G/ para todo s > 0.

Lema 2.3.3 Considere 0 < a < 1. Sia = B, entonces el simbolo f(z) = (—xz)*/?

pertenece a la clase G° para todo s > 0.

Demostracion: Para probar este lema, primero sera necesario demostrar la siguiente es-
timacién que es vélida para todo » > 0

€7 < (L+1¢)7? (2.7)
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Considere » > 0, entonces es claro que = < (1 + x), luego, 2"/ < (1 + x)"/2. Ahora al
considerar z = |¢|?, se tiene que (|¢|?)/? = |¢]" < (1 + |€]%)"/2 lo que prueba (2.7). A
continuacién se mostrara que este simbolo satisface las condiciones G; — Gj.

La condicion G, es evidente ya que f(—t?) = (t2)*/? = |¢|* > 0.
Para mostrar que f satisface G, note que f(—|z|?) = |z|®. Por otra parte, considere
|r] > 1y a = 3, entonces

1+ 2P < (|l + |=*)°?
25/2|x|5

IN

272 f(—|al?),

por lo tanto f satisface Gs.
La verificacion de la condicion G5 es inmediata ya que como « < 1, entonces

L+ F(=1EP) = L+ 157 < X+ [€).

Por lo tanto, basta considerer M = N = 1 para que f satisfaga la condicion Gj.

Por ultimo, para verificar la condicion G4, note que para cada k, existe una constante
C(k) = C tal que f(k) (x) = C(—x)(a_zk)/Q, luego

(= laf?)] = Clale= < (1 + Jo2)/*.

k
Por otra parte, como k, 3, s > 0, entonces % > 0, luego
n

Finalmente, al considerar o = 3,

[Ny

a/2- Bs _
F(=la)] < €1+ [a2)*/2% < C(1 + |af2) i1,

luego, f satisface la condicién G, y por lo tanto si a = /3, entonces para todo s > 0 esta
en la clase G°. O
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2.4. Multiplicadores de Fourier generados por simbolos
pertenecientes a la clase G

En esta seccion se mostrara que si se considera un simbolo f en la clase G, entonces la
funcién generada Mf7($) generada por este simbolo es un multiplicador de Fourier para
LP(R™).

Proposicion 2.4.1 Sean 3 > 0,s > 0y f € G° fijos. Si1 < p < oo, entonces la funcién
M (=) es un multiplicador de Fourier para LP(R™).

Demostracion: Como ya se ha indicado con anterioridad, para probar esta Proposicion
se usara el Teorema 2.1.1, por lo tanto bastara con mostrar que para todo multi indice
a<(1,1,...,1) existe C(a) = C > 0 tal que

[§*D M =y (§)] < C. (2.8)
Por una parte, para cada : con 1 < i < n, se tiene que
& <1+ < 1+[¢P,

luego
Gl < (L (¢

por lo tanto, para cada multi indice «, se tiene
o la|
€1 < 1+ €)=
Por otra parte, la condicién de elipticidad G exigida para la clase G nos dice que para
todo |¢| > R existe M > 0 tal que

B
2

ML+ [EP) < f(=1EP),

lo que es equivalente a

M 2\-8/2
Fpepy < (IR

por lo tanto, para todo s > 0y |{| > R se tiene que

M
(1 + f(=[¢[*))

5 < (L feP) o,

33



Ahora, por el Lema (2.2.1) se tiene que

|al

D My 2y(§) = €% % Cls, i) (1+F (=€) [(F(=I€P) ™ (F (=€) (F (=[]

=1
luego, usando el hecho que f € G, entonces para cadai = 1..|«|
€11 C (s, ) (1 + F(=E2) ™ SF (PN (£ (- 1E®) P - (P (= [g) ]
= COLH e+ [6P) 757 (1 4 gy =im UG-
= CL+[e)P)

con

y ya que s, 8 > 0, se tiene que

es decir, para cada ¢ se tiene
0 (s, 1) (1+ F(=[€P) " (=P (£ (=g . (FM (=g ]| < C(s,)]

por lo tanto, existe C > 0tal que

lo

€D M =y (§)] < €% C(s, )| < C
i=1
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O
Ahora, se mostraran algunas propiedades que tiene la funcién Mf,(%S) cuando son gene-
radas por simbolos de la clase G. Para tal efecto sera conveniente introducir primero la
clase P y sefalar algunas de sus propiedades, principalmente la refereridas a las distribu-
ciones temperadas.

Definicion 2.4.1 Sea ¢ una funcién continua en R". Se dird que ¢ esta en la clase P° si
existen constantes positivas C' y N tales que para todo x € R"

o(x)] < O+ |2,

Ahora bien, sip € C*(R"), se dird que v esta en la clase de las funciones con crecimiento
polinomial al infinito, denotada por P, si para todo multi indice v, D%p € P°.

Cabe sefalar, que a diferencia de lo que ocurre en el espacio de Schwartz S(R™), donde
el producto de dos funciones que pertenecen a ese espacio sigue siendo un elemento
de espacio (ver por ejemplo [30]), en el espacio de las distribuciones temperadas S’'(R"),
esta propiedad no se tiene. Sin embargo, como se muestra en la siguiente Proposicion, el
producto entre una distribucién temperada y un elemento de la clase P sera efectivamente
una distribucion temperada. La demostracion se puede ver en [14,30, 32, 36].

Proposicion 2.4.2 Sean o € P yT € S'(R"). Entonces el producto ¢T € S'(R") y se
define como

(@T)(f) = T(ef), fe SR,

El Lema que se presenta a continuacion muestra que si f es un simbolo que pertenece a
alguna clase G?, entonces para todo v la funcién M, es una funcion que pertenece a la
clase P.

Lema 2.4.1 Considere 8 > 0,s > 0y f € GP. Si My, es la funcién definida en (2.4).
Entonces para todaT € S'(R") se tiene que el producto

MfﬁT € S/(Rn)

Demostracion: Para mostrar esto, de acuerdo a la Proposicion 2.4.2 debemos probar que
M;., € P, es decir, para todo multi indice «, la derivada D*(M;.) € P°. Es claro, que
para todo multi indice «, se tiene que

DMy () = Z C(L+ f(=|2 ) (f (=)0 - (FO (=[] ))
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donde ésta es una suma de una cantidad finita de términos. Observe que a diferencia del
Lema 2.2.1, aca « puede ser cualquier multi indice. Como f es un simbolo de la clase G7,
por la condicion GG3 se tiene que para todo ; > 0 existen constantes C'y N tales que

1+ (=) <o+ €)Y,
(siv; <0, (14 f(—[¢]*)" < 1),y por la condicién G, para todo P;;

I(F (=€) 7| < C(1 + |¢P) P (Em-D+5),

Es decir, para todo ~; se tiene que (1 + f(—[¢|?))” € P° y para todo P;; se tiene que
|(f/(=1&1) "

clase P’ y con esto se tiene que para todo multi indice a, DM ., € P°, es decir, la fun-
I

€ P°. Por lo tanto, la suma finita de estos productos también estaran en la

cién M, pertenece a la clase Py por la Proposicién 2.4.2 para toda 7" € S'(R") se tiene
que (M;.,T) € S'(R"), es decir ((1 + f(—|¢|*))"T) define una distribucion temperada. [J

2.5. El espacio H*?(f).

Inspirandose en el trabajo de Lions [27], donde generaliza la definicidn de los espacios
de Sobolev a todo LP(R™), en esta seccion se extendera esta definicién a los espa-
cios H*?(f). Se mostrara que cada multiplicador de Fourier Mf,(%S) genera un espacio
H*>P(f), pero como se mostré en la seccién 2.4, estos multiplicadores estd determina-
dos por los simbolos de la clase G, por lo tanto, cada espacio H*?(f) también estara
determinado por un simbolo f € G~.

Definicién 2.5.1 Sean 3 > 0,s > 0y f € GP. Paral < p < oo, definimos el espacio
H*P(f) como

HP(f) = {u € LP(R") : FH((L+ f(=1€*)*F(u) € LP(R")} (2.9)

Es importante sefialar que en esta definicion, tanto la transformada de Fourier 7 como
su inversa F~! estan consideradas en el sentido de las distribuciones temperadas. Clara-
mente se ve que si s = 0, entonces H%?(f) = L(R™). Por otro lado, como u € LP(R") C
S'(R™) (ver [30, 32]), entonces F(u) € S'(R"), ademéas como f € G? por el Lema 2.4.1
(1 + f(—]€)?)*?F(u) € S'(R") y de esta forma se asegura la existencia de su transfor-
mada inversa de Fourier y por lo tanto, el espacio H*?(f) esta bien definido. Finalmente,
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podemos mencionar que si se considera el simbolo f(z) = —x, el cual ya se mostré en el
Lema 2.3.1 que pertenece a la clase G° para todo s > 0, el espacio H*”(f) definido por
este simbolo coincide con el espacio de Sobolev H*? que define Lions en el articulo [27].

Ahora que ya se ha probado que la funcion Mf,(%S) es un Multiplicador de Fourier, se
puede considerar el operador que esta funcién, como multiplicador, define. Mediante la
definicion de este operador, que se denotard como 77, sera posible probar algunas pro-
piedades que tiene el espacio H*?(f) como por ejemplo la completitud y posteriormente
también seré de utilidad para mostrar en la proxima seccion las diferentes inclusiones del
espacio H*P(f).

Definicion 2.5.2 Sean3 > 0,5 > 0y f € GP. Se define el operador T’}

F(g)
L+ f(=[€?

Ti(g)=F' <( ))3/2) =F! (Mf,(%s)f(g)) . (2.10)
para todo g € LP(R™).

Observe que, de acuerdo a la definicién de Multiplicador de Fourier, la Proposicion 2.4.1
es equivalente a decir que dados 3, s y f como en la hipdtesis, el operador 77 : LP(R") —
LP(R™) definido en (2.10) es acotado.

Proposicion 2.5.1 Sean 3 > 0,s >0y f € G5. El espacio H*?(f), provisto de la norma

lullesacry = IF @+ F(=1E12)2F () £ocen) (2.11)

es un espacio de Banach.

Demostracién: Primero, mostraremos que || - |

us»(f) define una norma sobre H*P(f).
En efecto, sea u € H*P(f), entonces claramente ||u|

ws»(f) = 0. Supongamos ahora que
wea(p) = 0, esto implica que F~1((1+ f(—[¢£]%))*/2F(u)) = 0y por la inyectividad de la
transformada inversa de Fourier se tiene que (1 + f(—|¢|?))*2F (u) = 0 pero esto quiere

lul

decir que F(u) = 0, es decir u = 0.
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Consideremos ahora, u, v € H*?(f), entonces

lu+vllgeniy = IF 1+ F(=IER)2F(u+0)l|o@n)
= [IF A+ F(=1E)2F (u+ 0)) || o@ny
= [FHO+ f(=IgP ))S/QF(U)+(1+f( 1€1)*2F (o)) Loy
= [IFHA+ F(=IEP)PF (W) + F A+ F(=1EP)2F ()| o gen)
< JFHA A+ F(-1EP )8/2F(u)))||LP(R"
IFH A+ F=EP)2F @)y
= lullzerr) + vllaer -

Por lo tanto, (2.11) define una norma en H*?(f). Observemos que en el caso que p = 2
nuestro espacio H*”(f) coincide con el espacio H”(f) definido en [21].

Para probar que H*P(f) es un espacio completo, mostraremos que es isométricamente
isomoformo a LP(IR™), el cual es completo (ver [31]), para esto consideremos el operador

T - LP(R") — H¥P(f),

dado en la Definicion 2.5.2

S . —1 f(g)
Tilo) =7 ((1 " f(—|€|2))8/2) ' 2.12)

Como se menciond, este es operador acotado que claramente es lineal ya que tanto la
transformada de Fourier como su inversa son operadores lineales. La inyectividad también
se tiene por las propiedades de la transformada de Fourier y de su inversa ya que si

s _ —1 f(Q) _
o) =7 ((1 n f<—|£|2>>s/2) =0

entonces
F(g)

(1+ f(=[€?))*/>

=0,

y esto implica que
F(g) =0, luegog =0

Para probar la sobreyectividad del operador T'f, debemos probar que para todo u €
HP(f), existe g € LP(R") tal que u = T7(g). Considere u € H>P(f) fijo, de acuerdo
a la definicién de este espacio

F A+ F(=[EP)* 2 F(u) € LP(R).
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Entonces se puede definir g € LP(R™) como

g=TF " ((1L+ f(=[€*))*F(u)) . (2.13)

Ahora, se afirma que u = T}(g). Para probar esto, observe que

s _ -1 f(Q)
n0 = (i)

(L F(—JeP) 2 F ()
d ( T+ F PP )
— F(FW)

= Uu

Con esto, finalmente, se ha probado que 7} es sobreyectivo. Por lo tanto, 7% es un iso-
morfismo.

Notemos que de (2.13)
g =F H((1+ f(=IE?) 2 F(w)),

es decir
(T7) " (w) = FH(+ f(=[6%)2F (),
luego )
s |l (A FIEP) () ol
i@ benn = |7 (S5 ), =l
y

I(TF) (@) lzr@ny = |F A+ FIEP)PF )| ogeny = Ntellzesrisy.
Por lo tanto 77} y (ij)‘1 son isometrias y esto prueba que H*?(f) es un espacio de Ba-
nach. [
Observe que de la Definicién 2.5.1 y de la demostracion anterior, ahora se ve facilmente
que paracada s > 0

HP(f) = TF(LP(R™)). (2.14)
A continuacién, se mostrard una proposicién que permite caracterizar las funciones del

espacio H*P(f).

Proposiciéon 2.5.2 Sean 3 > 0,s > 0y f € G yp > 1. Entonces u € H*P(f) si y
solamente siu € LP(R™) y existe g € LP(R") tal que

F(9)
(L4 f(=[&]2))s7*

Fu) = (2.15)
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Aun mas,

[l vy = gl o). (2.16)

Observe que la igualdad dada en (2.15) se puede escribir como
Flu) = Mf,(;)}—(g),

donde M, esta definido en (2.4) y v = —s/2. Por otro lado, tanto « como g pertenecen
al espacio L”(IR"), por lo tanto pueden ser consideradas como distribuciones temperadas,
por esta razbn es que se garantiza la existencia de su transformada de Fourier en el
sentido de las distribuciones.

Demostracion: Sea u € H*?(f) y definamos

g=F L+ F(=IE)PF (@) = FH (M=) F(w)

Entonces, por definicion de H*?(f) se tiene que g € LP(R"), luego aplicando la trans-
formada de Fourier, en el sentido de las distribuciones, a ambos lados de igualdad, se
tiene

Flg) = (L+ f(=1€)*F(u)

luego,
F(g)
(1 + f(=1€%))*>

Para probar el reciproco, supongamos que g € L’(R") y u € LP(R") es tal que se tiene la

- Flu)

siguiente igualdad.

F(9)
(L4 f(=[&]2))s7*

Notemos que F(g) € S'(R") y, como f € G, por Lema 2.4.1

F(u) =

F(g)
(L+ f(=1€[%))2

e S'(R"),
aun mas,

(1+ f(=[€*)2F (u) = F(g).

Aplicando transformada inversa de Fourier en el sentido de las distribuciones a ambos
lados, tenemos que

FHA+ f(=IEP) P F(u) = g € LP(R).

Por lo tanto, u € H*P(f).
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Ahora considerando u € H*P(f) y de acuerdo a la representacién que acabamos de

f’
mostrar, tenemos que existe g € LP(R™) tal que F(u) = T (%2))8/2, luego
lullasniry = IF L+ F(= 1€ 2 F (w)) || oo gny
_ -1 C1e12Y18/2 F(9) )
7 (1 e )|

= |lgllze@n).-

Observe que el operador 7’7 se puede definir en términos de la funcion Mf,(%s) como

Ti(9) = F~ (M, F(9))
A continuacién, se enumeran algunas propiedades que tiene el operador 7.

Proposicion 2.5.3 Sean 3 >0, s,51,5o >0y f € gfo donde sy = min{sy, s, }, entonces
1. Sis =0, entonces T} = Id

S1182 S1+S2
2. Tf Tf _Tf

8. Tj HP(f) > HOPI ()

Demostracion: Observe que si f € QSO, entonces por la Proposicion 2.2.1 f € gfl N
G2 NG’ ., v de esta forma tanto los espacios H*'?(f), H*>"(f) y HE1+*2)#(f) como
los operadores T3, 77 y Tj1+52 estan bien definidos. El primer punto de esta proposi-
cion es inmediato. Ahora el segundo se prueba facilmente al hacer la composicién de los
operadores 7' y T* ya que

71w = 5 (7 (s )

. 1 1 ]:(9)

-7 <(1+f(—|§|2))81/2(1+f(—|€|2))52/2)
. 1 ]:(9)

-7 <(1+f(—|§| 2) )it )

= o),

Por ultimo, para mostrar el tercer punto de la proposiciéon, como ya se mostré anteriormente

en la demostracion de la Proposicion 2.5.1, el operador 177 es un isomorfismo entre H*?(f)
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y LP(R™), por lo tanto si se considera u € H*P(f), existe un Unico g € LP(R™) tal que
u = Tj}(g). Luego, al evaluar el operador T’;* sobre u se tiene que

T3 (w) = T7 (T7(9))
y de acuerdo al segundo punto de esta proposicién que se acaba de probar
T (u) = T3 (T7(g)) = T3 (y),
y usando nuevamente el hecho que para todo s > 0 el operador T/ es un isomorfismo

entre LP(R") y H*P(f), como g € LP(R"), entonces T3 (u) = T]f”l(g) € HE+P(f). Por
lo tanto T (u) € HT)2(f). O

Note que de acuerdo a los puntos 1.y 2. de la Proposicién 2.5.3, si existe § > 0 de modo
que el simbolo f € G# paratodo s > 0, entonces la familia {T;}szo es un semigrupo de
operadores acotados sobre el espacio de Banach L?(R") (ver [1,29]). La profundizacién
de estos temas, como son por ejemplo qué tipo de semigrupo es o bien cual su genera-
dor, son cuestiones que escapan a lo abordado en esta Tesis, sin embargo, quedan como
temas propuestos para futuros trabajos de investigacién.

Observe que si bien la igualdad (2.14) nos dice que cada u € H*?(f) se puede repre-
sentar como la imagen de alguna funcién g € L?(R™) bajo el operador T';. A continuacion
se mostrara que para cierto valores de s, los elementos de H*?(f) se pueden represen-
tar como el producto de convolucién de una distribuciéon temperada con una funcién del
espacio de Schwartz. Para esto, primero se mostraran unas Proposiciones referentes a al-
gunas propiedades cualitativas del operador T%;. Con este proposito, primero se presenta
una definicidn que entrega Hérmander en [24] referente a operadores que conmutan con
traslaciones.

Si h € R", se denotara por 7, y por p;, a los operadores definido como (7,u)(z) = u(x — h)
y (pru)(x) = e u(x) respectivamente.

Definicion 2.5.3 Un operador acotado A de LP(R™) en L4(R") se dice invariante por tras-

laciones o bien que es invariante por traslaciones si
T hA = AT h-

La proposicién que se mostrara a continuacioén, es un resultado muy conocido que indica
que la transformada de Fourier conmuta con traslaciones. Para revisar su demostracion

se puede revisar por ejemplo [30, 32, 35, 36].
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Proposicion 2.5.4 Sea f € L'(R"). Entonces las funciones 7, f, pnf también estan en
L'(R") y ademas

1. F(taf) = puF([)
2. Flpnf) = m-nF(f)
Proposicion 2.5.5 E/ operadorT’; de la Definicion 2.5.2 conmuta con traslaciones.

Demostracion: Usando las igualdades dadas en la Proposicion (2.5.4), se tiene para todo
h € R" que

Tf(Thg) =

Por lo tanto 7,15 = Tfrh, es decir, T; conmuta con traslaciones. [

Proposicién 2.5.6 Dados 3 > 0,5 > 0y f € GP, existe una tnica A € S'(R") tal que
Ti(g) = Axg, Vge SR

Demostracion: Para los valores de 3,5y f € G? que se estan considerando, se sabe
por la Definicion 2.5.2 que T} es un operador acotado sobre LP(R™), por otro lado, la
Proposicion 2.5.5 afirma que T es un operador que conmuta con traslaciones, luego, por
el Teorema de Hormander (ver [25]) se sabe que existe una Unica A € §’(R") tal que para
todo g € S(R") se tiene

Ti(g)=Axg (2.17)

O

2.6. Inclusiones del espacio H**(f)

Las inclusiones del espacio de Sobolev son una herramienta fundamental en la resolucién

de ecuaciones en derivadas parciales elipticas (ver por ejemplo [15]). En esta seccidn, se
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mostraran algunas inclusiones que se pueden obtener a partir del espacio H*?(f). Segln
la definicién del espacio, se tiene que H*?(f) C LP(R™), a continuacién se muestra que
esta inclusion es continua.

Proposiciéon 2.6.1 Sean 3 > 0s >0y f € G? fijos. Sip € (1,0), entonces H¥?(f) —
LP(R™).

Demostracion: Como la transformada de Fourier es un operador biyectivo sobre el espa-
cio de las distribuciones temperadas, se tiene que para toda u € L?(R") C S'(R")

lullrey = IF 7 (F(@)llon

= (et + i)

= 177 (7 S F )]
AIFH (@ + FAER) 2 F () orger
Allu

LP(R"™)

IA

HEP(Sf)>

donde A es la constante que se muestra en (2.2) y que corresponde a considerar el multi-
plicador de Fourier como un operador acotado sobre L?(R"). ([

A continuacion, se definira el espacio generalizado de Sobolev H*?(R™) (ver por ejem-
plo [37,39]). Como se mostrd anteriormente, este espacio se obtiene como una caso par-
ticular de los espacios #H*?(f) al considerar el simbolo f(z) = —xz. En este sentido, se
mostrara que algunas propiedades que tiene este espacio son consecuencia directa de
la generalizaciéon de H*P(R") a los espacios H*?(f). La definicién que se presenta a
continuacion es la que entrega Lions en [27].

Definicion 2.6.1 Dados s € R y p € [1, ] se define el espacio generalizado de Sobolev
H*?(R"™) como

H*?(R") = {u € LP(R") : F~Y((1 + |¢]>)*/2F(u)) € LP(R™)}. (2.18)

Como hemos mencionado anteriormente, en el Lema 2.3.1, se mostr6 que para s > 0
y 8 = 2, el simbolo f(x) = —u, esta en la clase G?, luego, fijando este simbolo f se
ve facilmente que el espacio H*?(f) generado por este simbolo coincide con el espacio
H#*P(R™), es por esta razén, que es de suponer que al igual que en el caso del espacio
H*P(f), los elementos del espacio H*P(R") tienen la siguiente representacién.
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Proposicion 2.6.2 Dado s > 0 y p € (1,00) se tiene que u € H*P(R™) si y solamente si
existe g € LP(R") tal que

F(9)
Flu) = .
= e
Aun mas, se tiene la siguiente identidad.
[ull tsr@ny = (9]l Lo @n).-
Demostracién: Fijando el simbolo f(z) = —=z, de acuerdo al Lema 2.3.1, se tiene que

fegly
HP(f) = H*P(R"),

luego por la Proposicién 2.5.2 se tiene que u € H*P(f) = H*P(R") si y sélo si existe
g € LP(R") tal que

f
F(u) = 1) 2\\s/2 (92 /2"
L+ f(=[EP)2 (A4 [E?)
La igualdad ||u|| gs»mn) = ||g]/zr®n) también est& garantizada por la Proposicién 2.5.2. [J

En la Demostracién de la Proposicién 2.5.1 se mostré que, dado p € (1, c0), hay un isomor-
fismo isométrico entre cada espacio H*P(f) y LP(R™). Ahora, si se considera nuevamente
el simbolo f del Lema 2.3.1, se tiene como consecuencia que el espacio de Sobolev ge-
neralizado H*?(R") también es isométricamente isomorfo a L?(R").

Proposicion 2.6.3 Seans > 0 y p € (1,00). Entonces los espacios L?(R™) y H*P(R")
son isométricamente isomorfos.

Demostracion: : En la Proposicién 2.5.1 se mostré que dados s > 0y 8 > 0 tales que
f € GP, la aplicacion T} es un isomorfismo isométrico entre LP(R™) y el correspondiente
espacio H*?( f) generado por el simbolo f. Ahora, si se considera f(z) = —z, por el Lema
2.3.1, se tiene que f € G para s y 3 adecuados, luego el espacio H*?(R"), que es el que
genera este simbolo, es isométricamente isomorfo a LP(R") y el isomorfismo esta dado

por la aplicacién
F(g)

19 = ey

O

La Proposicién que sigue, muestra la relaciéon que hay entre los espacios H*?(f) y los
espacios de Sobolev generalizados H*?(R").
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Proposicion 2.6.4 Seans > 0,3>0y f € GS. Sip € (1,00) es tal que sp < n, entonces
HoP(f) C H S e,

Demostracion: Considere u € 7*?(f), se mostrara que u € H “# . Esto, segtin Defi-

nicion 2.6.1, es equivalente a mostrar que
F U1+ |22 F (u)) € Lo-s (R). (2.19)

. ~ n
Primero, denote por p = 7‘1). Como p es tal que sp < n, entonces es claro que
n— sp
0 < n — sp < n, luego, al multiplicar por p, se tiene que 0 < p(n — sp) < np, finalmente, al

depejar se tiene
np ~
n — sp
Por otro lado, observe que de la Proposicién 2.5.2, como u € H*?(f), se tiene que existe
g € LP(R") tal que

O<p<

B F(9)
o) = oy

luego, si se reemplaza esto en (2.19) se obtiene que

FAAH I PEw) = (e )

(L+ f(=1EP) 72 (1 +[g[2)7
Observe que como g € LP(R™), entonces por la Proposicién 2.6.2, se tiene que el término
F(g)

L+ [¢P)7 i i
estos valores de sy p H*?(R") C LP(R"), por lo tanto v € LP(R") se tiene que

= F(v) donde v € H*P(R™) y por Proposicién 6.4 de [39], se tiene que para

1
(1+ f(=1EP

donde T7 es el operador definido en (2.10), pero para p € (1,00) T} es un operador

FA e F ) =7 S F ) =T

acotado sobre LP(R") es particular para p, es decir

F+ ()2 F () € LF5.

Lema2.6.1 Si3> 0,5 >0y f €GP, entonces la funcién m definida como

1+ [of?)"
(1+ f(=Jo[2)) 537D

es un multiplicador de Fourier para L?(R").

m(z) = (2.20)
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Demostracion: Para demostrar este Lema se usara nuevamente el Teorema 2.1.1. Para
ello se mostrara que que bajo estas hipoétesis, existe una constante C'tal que |z*D*m(z)| <
C, para todo multi indice o < (1,...,1). Usando la regla de Leibnitz se tiene que

x*D%m(x)
= 2D ((1+ [2) P My _212r/8))
= z° Z Co (DV(1+ [2*)"2) (D7 My —(220/9))

<«

= z° Z Co (z7(1 + |x\2)r/2_h‘)

v<a

la—|

23T CulL 4 f(lal) I a0 (—faf?) )

lae—]

= 22 Y o1 [z N (2.21)

y<a i=1

(1+ f(=|a) 72 C 2D ()P O (=) ).
Fijandouny < ayuni=1,... |a— 7|, tenemos que
(1A )P 4 (=) 2T () (=[]

(U JoPY I+ foP) (L 4 o) 72602005 (14 o) R b2
= (1+[zP)"

IA

donde

, | |
K = |a|+g—|v|—§<s+l>—@+|a—7|<%—1)+% (2.22)

pero como vy < « es evidente que |a|— |y| = |a—~|, luego, la igualdad mostrada en (2.22)

se puede reescribir como
Bs Bs
K = — U I
ja =] ( ) T 1
- g <M _ 1) (2.23)

n

la — 1
n o~ ~
e i fijos, se tiene que existe una constante positiva C'(v, i) = C' tal que

y como 0 < < 1, se tiene de (2.23) que K < 0. Por lo tanto, para los valores de v

222 (14 )20 4 f(—|2f?) 2 CEFEf (PP L ()] < C,

47



luego por (2.21) se tiene que existe C' tal que |[x*D*m(x)| < C. Como esta estimacion
se tiene para todo multi indice a < (1,...,1), entonces se tiene que la funcién m es un
multiplicador de Fourier para LP(R"). O

Como se acaba de probar, si 3, r, s satisfacen las hipotesis del Lema, la funcion m definida
en (2.20) es un multiplicador de Fourier, por lo tanto para cada p € (1,00) esta funcién
define un operador acotado sobre LP(R™).

Definicion 2.6.2 Sean 8 > 0, s > 0, f € GZ ym la funcion definida en (2.20). Para cada
p € (1,00) se define el operador acotado A : LP(R™) — LP(R™) como

Ag = F~ (m(x)F(9)).
Proposicion 2.6.5 Sean 3 >0,s >0y f € G5. Si se defines = s + %", entonces
HZP(f) — H"P(R™) (2.24)

Demostracion: Note primero que sir = 0, entonces s = s y H*?(R") = LP(R"), entonces
esta proposicion indica que

HoP(f) — HOP = LP(R")

como ya se habia probado en la Proposicion 2.6.1. Por otro lado observe que si f € G,
entonces como s < 5 por la Proposicion 2.2.1 se asegura que f € g§ y por lo tanto, el
espacio H>?(f) esta bien definido, luego

oy = IF L+ [2]?)72F ()| oy
— (1+|l’|2)r/2 legy2r
= F ' 1 2r 1 —|af?))2Ct )-F p(R™
[ <<1+ f(_|x|2))2(8+6)< + f(—|zf)z0*3 <u>> o @)
= | F m(2) (L + f(=]|?) 2T F ()| pogen
< AIFT A+ F(—|22))2 D F )| oy

Allul

IA

HEP(f)

donde A es la constante del multiplicador de Fourier m, como operador acotado sobre
LP(R™) definida en (2.2). O
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Proposicion 2.6.6 Sean 3 > 0,s >0y f € GP. Paracada > 0 y paracadap € (1,0)
se tiene que
HP(f) = HPTOP(f)

Demostracion: Observe nuevamente que si f € G?, como s < 2s + §, entonces por la
Proposiciéon 2.2.1 f € Q§S+5 y de esta forma el espacio H?*+%?(f) esta bien definido. Por

otra parte
fullsesny = 171+ ST W)l
I (o el
- | (e st + s rw) -

pero como s+ > s, esta Ultima expresion se puede escribir como la imagen del operador
T3+ actuando sobre F~((1 4 f(—|¢[?))*/2F (u)), y como T;*° es acotado sobre LP(R")
se tiene, de acuerdo a (2.2) que existe una constante A tal que

lullpzersnyy = NTFH(F QL+ F=IE)2F (@)l oen
< AIFHL A+ F1E)) R ()| znny
= Allullaenp

2.7. Laecuacion no lineal.

El objetivo principal de esta seccidbn es mostrar existencia, unicidad y propiedades de

regularidad que tiene la solucidén de la ecuacién no lineal definida como
f(A)u=U(-,u). (2.25)

donde el operador f(A) esta determinado por el simbolo f que pertenece a la clase G,
para ciertos valores dados de 5y s. Con este objetivo, primero estudiaremos una ecua-
cion lineal la cual nos permitird, en forma posterior, resolver la ecuacién (2.25) y mostrar
las propiedades ya mencionadas que posee la solucién.
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Como se vio en el Capitulo 1 e inspirdndose en los articulos [18,21], f(A) es un operador
lineal que se puede definir mediante

FA)u = FHf (=€) F (u)), u € HP(f).

Por otra parte, si u € H*?(f), por la Proposiciéon 2.6.1 se tiene que u € LP(R™) y por lo
tanto u € S’(R"), luego por la biyectividad de la transformada de Fourier sobre S’'(R")
se puede escribir v = F~(F(u)), donde tanto la transformada como la transformada
inversa de Fourier estan consideradas en el sentido de las distribuciones. Ahora, se define
el operador lineal Ly como Ly = f(A) + Id. Claramente L, es un operador lineal ya que
es la suma de dos operadores lineales y se puede escribir como

Lou = (f(A)+Id)u
= f(A)u+u
= F P F () + FHF(u)
FHAA+ f=1EP)F(u).

Finalmente, dado s € R fijo, definimos el operador lineal L, como
Lou = L/*u = F (L + f(= 1) 2 F (u)) (2.26)

A continuacion se mostrara que para todo s > 0, la ecuacioén lineal definida por el operador
L, que se acaba de definir, tiene una Unica solucién en el espacio H*?( f).

Teorema 2.7.1 Sean3 > 0,5 > 0y f € G fijos. Dada g € LP(R"™), la ecuacidn lineal
Lou=g, (2.27)

tiene una unica solucién us € H*?(f). Aun mas, se tiene que

[sll2es 2y = lgll o). (2.28)

Demostracion: Considerando s > 0y usando la definicion del operador L, dada en (2.26),
se ve claramente que la ecuacién

Lau=g

se puede reescribir como

FHAA+ F(=1EP)) P F(u) = g,
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como g € LP(R™) C §'(R™), su transformada de Fourier F(g) en el sentido de las distribu-
ciones esta bien definida, entonces es posible aplicar la transformada de Fourier a ambos
lados de la ecuacién y asi obtener

(1+ F(=IE*) 2 F (u) = F(g)-

Observe que esta es una igualdad de distribuciones temperadas, luego, por el Lema
(2.4.1) al multiplicar ambos lados de la igualdad por va(%s\) se obtiene una nueva igual-
dad de distribuciones temperadas

F(9)
(T+ f(=1€12)r>

por lo tanto, se puede aplicar nuevamente, a ambos lados, la transformada de Fourier en

Flu) =

(2.29)

el sentido de las distribuciones,y de esta forma obtener la solucién de la ecuacién

w—= F! ]:(9)
d ((1+f(—|§|2))5/2) (2:80)

Esta dltima igualdad muestra explicitamente la solucién u, de la Ecuacion Lineal Lyu = g.

Por otra parte, la igualdad (2.29), junto con la Proposicién 2.5.2 aseguran que u; € H*?(f)

y que [|usl[wsr(r) = llgllrgn)-
Notemos que la unicidad de solucién esta garantizada por la inyectividad de la transforma-

da de Fourier en el sentido de las distribuciones. O

Ahora ya se puede enfrentar el objetivo principal de este capitulo que es estudiar la ecua-
cion no lineal

Se definira el tipo de no-linealidad U para la cual esta ecuacién tendra solucién, ademas
se veran las propiedades que posee esta solucién.

En este sentido, a modo de ejemplo, se podria considerar el simbolo f(z) = (—x)/?,
con 0 < a < 1. Como se mostrd en el Lema 2.3.1, para todo s > 0 este simbolo genera
un multiplicador de Fourier, en particular s = 2. De esta forma podriamos considerar
ecuaciones determinadas por la potencia fraccionaria del laplaciano, en concreto se puede
considerar el siguiente problema estudiado por ejemplo en los siguientes articulos [11,33].

(=A)%u = g(u), 0<a<l
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Lema 2.7.1 Sean3 > 0,5 >0y f € GP. Suponga que parap € (1,0) y q su exponente
conjugado, la funcionV : R" xR — C estalque V (-,0) € LP(R™) y que existe h € LPI(R")
tal que |V (z,y1) — V(z,y2)| < h(x)|y1 — y2|'/?, entonces:

1. Para todou € LP(R™) se tiene que V (-,u) € LP(R").
2. Siuy,uy € H¥P(f) entonces se tiene que

V(- ur) = V(e ug) || pr@ny < Cllug — ug]

Hsw(f) (2.31)

donde C' = A||h||rerny ¥ A corresponde a la constante de la inclusion H*?(f) —
LP(R™) que indica la Proposicion 2.6.1.

Demostracion: Para probar el punto (1), notemos primero que de la definicién de V se
tiene que

V(z,y)l < [V(z,y) = V(z,0)| + [V(z,0)]
< h(@)ly[Y? + |V (@, 0)].

Luego, para p € (1, 00) existe C(p) > 0 tal que
[V, )" < Cp)(|h(@) Pyl + [V (, 0)[").

Entonces, ocupando esta desigualdad tenemos que

IVl omny = |V(56 u(z))["dx
= (/ |h(@)[Pu(z Idx+/ V(z |pdar) (2.32)
< CW)( V0| ogrny) < 00, (2.33)

Notemos que en (2.32) usamos la desigualdad de Hélder en la primera integral.
Ahora probaremos el punto (2) del Lema, para ello, considerando uy, uy € H*?(f), tene-
mos que

V(s u) =V u)llppgn = V@, ui(2)) = V(z, us(2))["dw

R

IA

()P lur () = ua(x)|da

Rn
> ||h||qu(Rn)||u1 — UQHLp(Rn)

< |2l zragrny Allur — ug|

A

HP(f)
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Teorema 2.7.2 Sean3 > 0,s >0y f € G5. Supongaquep € (1,00) yquep t+q ! = 1.
Suponga ademas que la funcionV : R" x R — C es tal que V (-,0) € LP(R™) y que existe
h € LP1((R™) tal que |V (z,y1) — V (2, y2)| < h(x)|y1 — yo|/?. Si se defineU : R* x R — C
como U(z,y) = —y + 6V (x,y) entonces para § < (Al|h|| )" la ecuacion no lineal

f(A)u=U(-,u) (2.34)
tiene una unica solucién u € H*?(f).

Aca nuevamente A es la constante correspondiente a la inclusion H*?(f) — LP(R")
sefalada en la Proposicion 2.6.1.

Demostracion: Al considerar la funcion U(z,y) = —y+9dV (z, y), tenemos que la ecuacién
(2.34) se puede reescribir de la siguiente manera

f(A)u=—u+o0V(-,u).

Es decir, (2.34) es equivalente a
Lou =46V (-, u).

Definamos ahora R : H*P(f) — H®P(f) como R(u) = w, donde w es la Unica solucién
de la ecuacion lineal definida por

Lo(w) = V(- u). (2.35)

Observe que si u € H*P(f), en particular v € LP(R"™) y por el primer punto del Lema
(2.7.1) se tiene que V (-,u) € LP(R™). Luego el Teorema (2.7.1) asegura que la ecuacién
lineal (2.35) tiene una Unica solucién w € H*?(f), por lo tanto el operador R esté bien
definido.

Por otro lado, si uy, us € H*P(f), entonces R(u;) = w; y donde w; es la Gnica solucién de
la ecuacion lineal L(w;) = 0V (-, u;), parai = 1,2y por la linealidad de L, se tiene que

Lo(wl - w2) = Lo(w1) - Lo(w2)
= 5V(,U1) —5V(',U2)
= 0(V(ur) = V(- u))

Luego, por (2.28) tenemos que

w1 — wa||srpy = OV (s ur) — V(-5 uz) || Lo
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Entonces para el operador R, usando la segunda parte del Lema (2.7.1) se tiene que

IR (ur) = Ro(us)|

HeP(f) T [Jwy — w,| HsP(f)
= OV (-, u1) - V('>u2)||LP(R")

S 5AHU1 — U2|

HoP(f)s

donde, como se sefalé anteriormente, A es la constante de la inclusion H*?(f) — LP(R™)
vista en la Proposicion 2.6.1. Ahora, si se escoge 0 suficientemente pequefio, de modo que
dA < 1, el operador R serd una contraccion sobre el espacio H*”( f) que como se mostré
en la Proposicion 2.5.1 es un espacio de Banach. Finalmente por el Teorema del punto fijo
de Banach (ver [30]) existe una Unica solucién u € H*?(f) tal que

R(u) =u
es decir, existe una Unica v € H*?(f) que es solucién de la ecuacion
L(u) = 6V (-, u)

por lo tanto, u es solucidén de la ecuacion no lineal (2.34). 0]

A continuacién, se procedera a resolver la ecuacion no lineal
f(A)u=U(-,u). (2.36)

En este caso, a diferencia de lo que se acaba de desarrollar, se consideraran otras condi-
ciones mas debiles sobre la no linealidad U. Es importante sefialar que esta Proposicion
es la generalizacion a L?(R™) del Teorema 3.3 del articulo [21]. La estructura de la demos-
tracion es la misma. En el presente trabajo se consideran términos mas generales que
coincidiran con lo mostrado en [21] al considerar p = 2.

Proposicion 2.7.1 Suponga que para > 0,s > 0y 1 < p < n tales que n < % el
p
simbolo f € GP. Ademas considere la funcién Us, con 6 > 0 definida por
Us(z,y) = —y + dp(x)V (z,y), (2.37)

donde p € C5° yV € C'(R™ x R). Asuma que existe una constante o > 1, una constante
positiva C' y una funcién h € L?(R") tal que para la funcién V' se satisfacen las siguientes
desigualdades

0
|v<x,y>|+\ v<x,y>'sc<h<x>+\y\a>, i—1,...m, (2.38)

8xi
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0
\a—yv«c,y)} < O+ Iy, 2.39)

Entonces, para 0 suficientemente pequeno, existe una solucion v € H*?(f) a la ecuacién
(2.36) donde la no linealidad U esta dada por (2.37).

Demostracion: Observe que al plantear la ecuacién no lineal (2.36) con la no linealidad
U dada en (2.37) se tiene que la ecuacién a resolver es

f(A)u=—u+ V(- u).
Note que el resolver esta ecuacion es equivalente a resolver la siguiente
f(A)u+u=2486V(-,u).

Es decir, se busca u tal que
Lou =46V (-, u),

donde L, es el operador definido en (2.26). Primero, se probara que si v € H"?(R") en-
tonces bajo las hipétesis que establece el Teorema para la funcién V (-, u), se tendra que
OV (-,u) € LP(R™).

Escogiendo r € (E, %) se tiene por las inclusiones de Sobolev (ver por ejemplo [39]),
p
que
H"™P(R") < L>®(R"™). (2.40)
. n(a—1) , n
Por otra parte, definiendo r, = —— se tiene claramente que r, < — < r, por lo tanto,
y4es p
H"™P(R") < H™P(R") — LI(R"), (2.41)
donde q = = ap, por lo tanto de (2.41) se tiene que

n—"Tap

H"™P(R") — H"™P(R"™) — L*?(R"). (2.42)
De esta Ultima inclusién, sabemos que existe 5(04,]9, r)= C > 0tal que
ull ey < Cllul| Lor en)- (2.43)

Con esta desigualdad, se probara ahora que bajo las hip6tesis de la Proposicion 2.7.1,
siu € H"P(R™), entonces se tiene que V (-, u) € LP(R™). Observe que usando (2.38) se

55



tiene que
IV Wlr@ny = s V(z,u(z))[Pdz

C |h(z) + |u(x)|¥|Pdx

Rn

Clp) [ @) + Ju(z)[*dx

Rn
= ) (11 pqany + [0l arger)
< C@) (IRl gy + Clul e ) -

IA

IA

Es decir, si u € H"P(R"), entonces existe C'(p) > 0 tal que
IV Gl < Cw) (Il + Cllellgmgn) (2.44)

Observe que la constante C que aparece en la expresion (2.44) es la constante de la
inclusién descrita en (2.43). Por otra parte, como

100V (-, wll ey < Ol oo rny

V(s w)lle@n)
por (2.44) se tiene que si u € H™P(R"), entonces la funcién dpV (-, u) € LP(R™)y
100V (-, u)|Le@ny < C(p)dloll Lo (mn) (HhHLW(R") + 6’||“||?1w(Rn)) : (2.45)

Considerando ahora v € H"?(R™) y el operador lineal L, definido en (2.26), si se plantea
la ecuacion lineal
Low = 0V (-, u),

como 0oV (-,u) € LP(R™), el Teorema (2.7.1) garantiza la existencia y unicidad de la
solucién w € H*P(f) para esta ecuacion. De esta forma, se puede definir el conjunto
As ={u € HP(R") : |lu||grr@ny < 1}y la aplicacion R : A5 — As como

R(u) = w,
donde w es la Unica solucién de la ecuacion lineal
Lw = 0oV (-, u).

Observe que si existe ug € Aj tal que sea punto fijo del operador no lineal $R, entonces se
tendria que
%(UQ) = Uy,
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es decir

Lo(ug) = 6V (-, up),
y por lo tanto

f(B)ug = U(-,uo),
y asi, ug seria solucion de la ecuacién no lineal (2.36). Por lo tanto, mostraremos a con-
tinuaciéon que el operador R esté bien definido y tiene al menos un punto fijo en H*?(f),
para ello, se usara el Teorema de punto fijo de Schauder, por lo que se debe probar que
R: Ay — Ay es compacto y continuo.
Primero se vera que ‘R esta bien definido, para ello observe que de (2.28), (2.44) y como
H>P(f) — H"P(R") se tiene que si u € Ay C H"P(R™), entonces

IR(u) | rr@ny = 0]l ro@n)
< Cllwllasris
- CH(SQPV(',U)HLP(RH)

C6[lpl| oo |V (-, w) [ orn)
< Collglimn) (CONllzon + Clul o )
Luego, como u € A, se tiene que
[9R(w) || e rny < COllp] Lo ) <C(P)||h||LP(Rn) + 5) ;

por lo tanto, como el lado derecho de esta desigualdad no depende de u, para J suficien-
temente pequefio, se tendré que |93 (u)|| gr»®n) < 1y por lo tanto R estara bien definido.
Para ver la continuidad, se reproducird el mismo argumento del articulo [21], para esto
note primero que

Vi o) = Vo)l = | [ G0/l + (1= ) i

/0 D,V (z,tug(x) + (1 — t)ug(x))(u(x) — uz(x))dt‘

IA

|ur(z) — ug ()| /0 | D,V (z, tuq () + (1 — t)us(x))dt|

IN

luy(z) — ug(x)|C'/0 [T+ [tus () + (1 — t)ug(x)|*|dt

IA

Cla)ur(z) — ua ()] /0 14 tua ()" + (1 = D) |us(2)|*|dt

IN

C(a)lul(w)—W(w)I/O 1 fua ()" + Jug(2)["dt
= Cl)|ur(z) = ua(2)[(1 + [ur(2)[* + [ua(2)[)
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Luego, usando esta desigualdad, se puede estimar lo siguiente

V(s un) = V0 u) @y = [V (z,ui(z)) = V(z, us(2))["d

R
Cla) [ ua(z) = ug(2) " (1 + ur (2)|* + [ug(2)|") d
RTL
< C(a)llur = uzll oo ey (1+ lunllor@ny + [luzll porgen))

IA

luego, por las inclusiones mostradas en (2.42) y en (2.40) se tiene que

IV (-yun) = V(- ua)| pony < Cllur — sl mrogeny (14 |ua]| ey + [[uzl| grogn) -

Por lo tanto
[1R(u1) — R(ug) | gro@ny = [Jwr — wal|gre@n
< Cllwy — wa| gsrmny
< 5||<P||L°°(R")||V('7U1) - V('7u2)HLP(R”)
< dlellpe@mllur — vl gre@n) (1 + |w]| o @ey + ||u2||HT',P(R7l)) .

Por lo tanto, si ||u; — us|| gre@ny — 0 entonces ||R(u1) — R(uz)|| are@ny — 0, esto prueba
que el operador R es continuo. A continuacién se mostrard que R es compacto. Para
ello, dada una sucesién {u;} acotada en H"?(R"), se probara que la sucesion {J(uy)}
posee una subsucesion convergente en H"?(R™). Como ¢ € L>®(R™), existe R > 0 tal
que supp(y) C B(0, R). Definamos ahora, paracada k € N

(2) = op(z)V (z, up(z)) siz € B(0, R)
9 0 siz € R"\ B(0, R).

A continuacién, se mostrara que la sucesion {g; }+ es acotada en H'?(R").
Como

||9k||H17P(Rn) = 5||¢V('vuk)||H1’P(B)

n 1/p
=0 <II¢V(-, ur)lloimy + Y 1DV (-, uk)IILP(B)> :
=1
pero para cada se tiene que u; € H™P(R") y por la desigualdad mostrada en (2.45) se tie-
ne que ||V (-, ux)| Lr(5) < oo, por lo tanto sélo basta mostrarque Y, || DoV (-, ug)||zr() <
o0, pero observe que paracada: = 1...n se tiene, usando la regla de la cadena que

Di(p(2)V(z, up(x))) = Di(p(@))V (2, ur(x)) + () Di (V (2, ur(z)))
= Di(p(x)V (z,ur(x)) + () [DiV (2, ug () + Dy V (z, up(2)) Diu(2)]
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luego, se tiene que

[ DipV/ (-, wg) ||I£p(3)

= / | Di(p(2)V (2, ur(x)) + @() [DiV (2, uk(x)) + Dy V (2, ug(2)) Diug(2)] " dx

IA

C) | [ 1DV n@)P o+ [ oI (o na) + D,V (o (o) D)l
Cp) (1D ) ) IV ) )+

CO)leltus (||Div<-,uk>||m(3) + DV (. w) Dit ) ) |

IA

Por una parte, observe que de (2.38) se tiene que
1DV Gl = [ 1DV (o) P
< ¢ [ P + @)
B

= C (bl + sl )

C (101 5y + Cllullag) (2.46)

IN

donde la constante C que aparece en la ultima desigualdad corresponde a la inclusion
H™P(R™) — L*?(R") descrita en (2.42). Por otra parte, observe que por (2.39) se tiene
que

1DV ) Dl = [ 1DV us(e) Dra (o)

IA
Q
\
}_\
_|_
=

E?‘
b
§

;:

%
Y
8

= C’/B|D,-uk(a?)+|uk(a:)|°‘Diuk(x)|pdx

< C) (I Diulleom + Wurl Pl e |1 Dites )
= COIDsuilly gz (1 + 6Pl zmis) (2.47)

De esta desigualdad, como v € H"P(R") se tiene que ||Diuk||’£p(B) < ooy ademas por
(2.40) se tiene que (1 + |||u|*?||=(p)) < oo. Por lo tanto por (2.47) se tiene que

1Dy V (-, wr) Diw|| o) < .

Esto implica que {gx} es una sucesion acotada en H'?(B) y por Teorema de Rellich-
Kondrachov, si p < n la inclusién H'?(B) — L(B) es compacta para todo ¢ < p* en
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particular, como p < p* se tiene que la inclusion H'?(B) — LP(B) es compacta, por lo
tanto la sucesion { gy}« tiene una subsucesion { g, } que converge fuertemente en L?(B).
Si se denota por go € LP(B) al limite de gy,, y se define la funcién g como

(2) = go(x) si x € B,
J 0 si zeR"\B.

Es facil observar que la sucesion {wy, } = R(ug,) es una sucesion de Cauchy en H"?(R"),

Ps por Proposicién 2.6.5 se tiene la inclusion H*?(f) — H™?(R"™) y por

ya que como 7 < —

lo tanto

[wr, — wijH”’(R”) < Cllwg, — wk]-| HeP(f)
= CH&,OV(, ukz) - 530‘/(‘7 ukj)HLP(Rn)

< Cllge; — 9| o (B
Por lo tanto, la sucesién {$R(uy,)} es convergente en el espacio de Banach H"?(R").
Y esto muestra que R es compacto, finalmente por Teorema de Schauder, existe uy €

H*P( f) punto fijo de R que es solucién de la ecuacion no lineal (2.36) con la no linealidad
(2.37). O
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Apéndice A

Transformada de Fourier y
Distribuciones Temperadas

Una herramienta fundamental que se ha usado en el desarrollo de esta tesis ha sido la
transformada de Fourier. En el Capitulo 1 se trabajé fuertemente con la transformada de
Fourier definida sobre el espacio L?(R"™) y sus propiedades como la identidad de Parseval,
mientras que el desarrollo del Capitulo 2 contempla la transformada de Fourier definida so-
bre distribuciones temperadas. En este Capitulo, se daran las definiciones béasicas tanto de
la transformada de Fourier como de los espacios donde ésta actia y ademas se mostra-
ran las propiedades que se usaron en el desarrollo de esta tesis, para mayor informacion
se recomienda consultar [14,25, 30,32, 36]. En la primera parte se definen el espacio de
Schwartz S(R™) y la transformada de Fourier sobre este espacio y luego, en la segunda
parte, se extiende esta definicién al espacio de las distribuciones temperadas S’ (R").
Primero, se dara la notacidén basica usada en este Capitulo.

Definicion A.0.1 Un multi indice « = (ay, s, ..., a4, ..., a,) €S una n-tupla de enteros
no negativos, es decir o es un elemento del conjunto 7, . El largo del multi indice o es el
numero entero |«| definido como

n
la| = Z ;.
i=1

Sean «, 8 multi indices, entonces diremos que o < 3 si y solamente si|a| = || =n y
paracadai=1...n se tiene que o; < ;.

Siz=(x1,22,...,2,) ER" ya = (q,a9,...,a,) € Z", entonces se define x“ como

o a1 .02 (677
Xz —xlxz :L”n

61



Por dltimo, si o« es un multi indice, se define el operador diferencial D* como

olel

- ox{t - Qaon”

DO{

Definicion A.0.2 E/ espacio de Schwartz S(R™) o también llamado espacio de las fun-
ciones de decrecimiento rapido, esta formado por todas funciones ¢ € C*°(R") tales que
para todo par de multi indices «, 3 la semi norma

I9llx = sup (2% D p(x)| 1o () < 0.
JoctBI<k

Observe que con esta notacion la norma || f|| &~ corresponde a la seminorma || f o.
Proposicién A.0.2 S(R™) C LP(R™) paratodop € [1, c0].

Note que por definicién, S(R™) C L*(R™). Por lo tanto sélo es necesario probar la propo-
sicion para 1 < p < oco. Se mostrara primero el cason = 1.
Suponga que f € S(R), entonces f € L'(R) ya que

log = / f(@)|dx

o 1

- /_Oo (1+4?) (1 + %) f(@)]) do
||(1+x2)f||Lm(R)/ da

oo L2
T fllzeo@) + 12° fll oo m))
([ fllo + 1 £1l2)

27| f12

IN AN A

IN

y como f € S(R), esta expresion es finita. Ahora se mostrara que f € LP(R), para esto
considere p > 1, entonces

1w = / | f(2)|Pdx

= [ 1@l
< Nfle@lflhg- (A1)

Este término también es finito ya que si f € S(R), como se acaba de mostrar f € L!(R).
El caso paran > 1 es similar, ya que si f es una funcién que pertenece a S(R"), entonces
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f € L'(R") ya que

[ flloreny = | f(z)|dx
Rn

- 1
- /nﬂl” Wl o™

=1

< / ) (1 +a) f
o [Ti ( 1+9: ) 211 Lo (R™)
< 2" sup ||z f||Loo(Rn)>
|a|<2n
< 2m)"([[fll2n)

y claramente este término es finito ya que f € S(R™). Ahora, para probar que f € LP(R")
se usa el mismo argumento de la desigualdad (A.1), ademas, un calculo sencillo muestra
que

[ fllzo@ny < (2)" ([ fl2n- (A-2)

Definicion A.0.3 E/ espacio de las distribuciones temperadas es el espacio dual topoldgi-
co de S(R™), que se denota por S'(R").

Note que para que un funcional 7" lineal definido sobre S(R™) esté en el espacio S'(R")
debe existir una seminorma || - || tal que para toda f € S(R") se tenga

TN < ClLf e

Con esto, se ve claramente que S(R") C §’(R") ya que para cada f € S(R"), se puede
considerar el funcional 7y : S(R™) — C, definido como

Ti(g) = [ f(x)g(x)dx

R

Claramente T es lineal. Por otro lado, para todo g € S'(R")

1501 < [ 1£@hg@)ds < |l llolle

y €omo || - || (rn) coOrresponde a la seminorma || - ||o, el funcional T es continuo. De esta
forma, cada f € S(R") define un funcional lineal y continuo 7 € S'(R™).

Proposicion A.0.3 Paracadaq € [1, 0], L4(R™) — S'(R").
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Demostracion: Cada ¢ € L?(R") define un funcional lineal en &'(R") que actia sobre
cada f € S(R™) de forma natural como

o(f) = | [flx)g(x)de,

Rn

entonces de esta forma

(N1 < [ 16@a@)] < lélusen

fHLq’(Rn)7

donde 1/q + 1/¢' = 1. Luego, tomando el supremo sobre todos los f € L7 (R") con
1 f1l oy < 1 se prueba que la inclusion es continua. O

Hasta ahora se han considerado sélo distribuciones temperadas definidas por funciones,
pero este espacio es mucho mas grande que esto. A continuacion se mostraran un par
de ejemplos que muestran distribuciones temperadas que no provienen de funciones. Por
simplicidad, en unos ejemplos s6lo se considerara el caso n = 1 ya que la extensién a
n > 1 resulta evidente.

La funcién delta. Sea b € R". Se define sobre S(R") el funcional lineal d, como

a(f) = f(b), feSRY)
Note que
0(/)] = 1F O < || fllzoo®ny = [ f]lo;

y como esta Ultima expresién es una seminorma para f, la funcién g, € S’'(R").

Medidas polinomialmente acotadas. Considere 1 una medida finita sobre R y el funcio-
nal lineal T, definido como

To(f) = / " F @)

Claramente para cada f € S(R)

101 < [ 1@l < p @ e = 1R o

— 00

Entonces, como || - || es una seminorma para f, el funcional 7, € S'(R) y evidentemente
no proviene de alguna funcion.
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Si bien, el producto entre una distribucién temperada y una funcién cualquiera podria no
estar definido como una distribucién, a continuacién se definira una clase de funciones
satisfacen que al multiplicarlas por una distribucién temperada, este producto es efectiva-
mente una distribucién.

Definicion A.0.4 Se define la clase P° como todas las funciones continuas 1) que satis-
facen

(@) < O+ [2[*)",

para ciertas constantes C' y N, y se define la clase P de las funciones con crecimiento
polinomial al infinito, como todas las funciones 1) € C*(R") tales que 0 € P°, para
todo multi indice «.

Proposicion A.0.4 Sean ' € P° yT € S'(R"). Entonces FT € S'(R") y se define como
(FT)(f) = T(Ff), fe SR

Demostracion: Si se considera f € S(R") y F' € P°, es evidente que el producto fF €
S(R™) (ver[14,30,32,36]) y de esta forma, la distribucion temperada f F' esta bien definida.

Definicion A.0.5 Sea f € S(R"). Se define la transformada de Fourier de f, como la
funcién F(f) dada por

DO = oy [ @ A3)

De forma similar, se define la transformada de Fourier inversa de f, denotada por F~*(f),

a la funcion

FUN@ = s [ € (A4)

Note que por la Proposicion A.0.2, el espacio S(R™) es un subconjunto de cada L?(R"),
en particular es un subconjunto de L!(R™) por lo que las integral dadas en (A.3) y en (A.4)
estan bien definidas.

Ejemplo: Considere la funcion ¢(z) = e~1#I°/2 su transformada de Fourier es

F(p)(€) = (2m)"/2e eI/ (A.5)



Esto se ve claramente, ya que al aplicar la definicién de la transformada de Fourier de la

funcién ¢

O

— </ e_lmlgle_m%/zdxl) P (/ e_ixngne_xi/zdxn>
R R

por lo que el trabajo se reduce al calculo de n integrales sobre R, pero el valor de cada
una de estas integrales es facil de determinar luego de factorizar de forma adecuada el
exponente, ya que

(/ 6_”’i516_x12/2d9:,-) = 6_5?/2/6(I+i§)2/zd1’ = e~/ (2m)t/m,
R R

Finalmente, al realizar este producto se prueba lo deseado. U

Para el siguiente lema y con el objeto de simplificar la notacion, se considerara el siguiente

operador diferencial
glal
— i)l
(=) e

para todo multi indice o.. Ademas se usard la siguiente notacion u_(x) = u(—x).

o = (=i)*ID =

Lema A.0.2 La transformada de Fourier F : S(R") — S(R™) es una aplicacién continua.
Ademads para cada p € S(R") se satisface lo siguiente:

1. Paratodo o € Z", F(9y¢)(§) = §°F () (&) y F(xz%p)(€) = —(8)*F () ()
2. Paratodou € L'(R") [ F(u)(x)p(z)dz = [u_(x)Fep(r)dz,

3 F(Flp) = (2m)"p-

4. Paracadat € S(R") [ F(p)(x)F @) (x)dr = (27)" [ @) (x)dz.

La propiedad mostrada en el punto 4. es conocida como la identidad de Parseval.

Demostracion: Claramente la transformada de Fourier es una aplicacion lineal de S(R™)
en S(R™). Para probar la continuidad, note que si ¢ € S(R"), entonces ¢ € L'(R") y de
este modo F () es una funcién acotada ya que para cada ¢ € R", usando la desigualdad
(A.2)

[F(@)(€)] < . e p(@)ldz < [lellzi @y < 27)"(l]l2n, (A.6)
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esto muestra que F : S(R") — S(R™) es una aplicacién continua. Note ahora que la

funcién e~ ¢p(z) € S(R™), luego, se puede integrar por partes y derivar bajo la integral,

de esta forma para todo multi indice o

F(Oe)€) =

Por otro lado

esto muestra la afirmacién del punto 1.

o [ @ pla)da

<2é:)n /Rn e (x)da
§OF(p)(8)

—zm§ )d.ﬁ(}

/ ~wE(1%p(x))d
oy Jo

9 F ( )(€ )

Ademas, esto indica que 50‘8?}"(@(5) es la trans-

formada de Fourier de alguna funcién de S(IR") y por lo mostrado en (A.6)

120/ F(@)llo = IF(32)2"¢llo =

(2m)" |2 @ llan-ja < (87) 2 BY|@l|20+]a- 5,

es decir, existe una constante C' tal que

lelle < Cllllants,

esto muestra que F(¢) € S(R") y que esta aplicacion es continua. (Para mayores detalles

sobre estos calculos se recomienda consultar [30, 32, 36]). Para probar el segundo punto,

considere u € L'(R"), como pu € L'(R?") por el Teorema de Fubiniy luego de un cambio

de variables

/ Fu)(©)p(@)de

_ / < / e—iwfu(x)dx) P(@)de

~ [ut=a) ( / e‘”‘%(&ﬂ&)d:c

- / u (@) F@) @)de.
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Para probar el tercer punto y el objeto poder aplicar el Teorema de Fubini considere ¢)(&) =
e~1€°/2  luego

[ = [[upwe <
=[] wl0pte+ e e
— [ F@) el + s

Ahora, al hacer ¢ — 0, por el teorema de la convergencia dominada se tiene

(0) / Fo)(€)e™Sde = ola) / F(p)(2)dz = o(2) F(Fe)(0)

y de acuerdo a lo que se mostr6 en (A.5) esto es equivalente a

F(Flp-))(x) = (2m)"p(x).

Finalmente, la férmula de Parseval ahora resulta evidente del punto 2 y del punto 3. 0]

Corolario A.0.1 Sea f € S(R"), entonces

|f (2)*dz = - [F(F)(E)]7de

R

Teorema A.0.3 (Plancherel) La transformada de Fourier se extiende de manera unica a
una aplicacién unitaria de L*(R™) sobre L?(R"). La transformacion inversa se extiende de

manera unica a su adjunta.

Demostracion: El corolario A.0.1 establece que si f € S(R™), entonces

[/l z2@ny = IF ()l z2n)-

Por un lado se sabe que el espacio S(R") es denso en L*(R"), de esta manera se pue-
de extender de manera Unica la transformada de Fourier a todo L*(R™) (ver Teorma 1.7
de [30]). Por otra parte, como F(S(R")) = S(R"), la extension de la transformada de
Fourier sobre L?(R") sera una isometria sobreyectiva. 0J

A continuacién se extiende la definicion de la transformada de Fourier al espacio de las
distribuciones temperadas S’ (R").
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Definicion A.0.6 Sea T’ € S'(R"). La transformada de Fourier de T, que se denotara
como FT', es definida como la distribucion temperada dada por

(FT)(f) = T(F(f)), feSR") (A.7)
Observe que si f y f,, son funciones del espacio S(R") tales que f,, — f en S(R"), por
la continuidad de la transformada de Fourier en S(R") se tendra que F(f,,) — F(f) en
S(R™). Ahora, paratoda 7' € S'(R")

T(F(fn)) = T(F(f))
y de acuerdo a la Definicion A.0.6, esto es equivalente a
FT(fn) = FT(f),

por lo tanto F1' € S'(R™).
Teorema A.0.4 La transformada de Fourier es una biyeccion lineal de S'(R™) en §'(R™)

Demostracion: De la definicién A.0.6 se ve faciimente que F : §'(R™) — S’(R™) es una
aplicacién lineal y continua. A continuacion mostraremos la sobreyectividad. Para esto
considere el operador A : S(R") — S(R") definido por A(f) = f_, donde f_(z) = f(—x).
Es claro que paratodo 7" € §'(R"), TA € S'(R").

Por otra parte, si 7' € S'(R") y f € S(R"), de acuerdo al tercer punto del Lema A.0.2

FAT)(f) = F(T)(Ff) =T(F*f) = TA(f)
es decir,
F(FTA)=T.
Esto muestra la sobreyectividad de la transformada de Fourier sobre S’(R™). U
Ejemplo:A continuacién se muestra un ejemplo de como actua la transformada de Fourier
sobre la distribucion temperada 4y, recuerde que ésta es una distribucién que no proviene
de una funcién. Consideremos f € S(R"), luego
(Fo)(f) = do(Ff)
= F1(0)
= f(z)dz
Rn

= L@ (f),

donde 15k~ €s la funcion constante igual a 1. Por lo tanto, 70 = 1y esto es equivalente

a decir que
Fl= (27’(’)_”50.
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