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Resumen

Se dice que f es una funcién convexa si mapea conformemente el
disco unitario D sobre una regiéon convexa. Si f : D — C es una fun-
cién convexa con las normalizaciones f(0) = 0, f/(0) = 1, entonces la
funcion
f"(z)

f'(z)

tiene parte real positiva en ID. Recordando la féormula de Herglotz,

g(z) =14z

toda funcién g con parte real positiva puede ser representada como
una integral de Poisson-Stieljes

o= [ C )

et — 2

donde du es una medida de Borel positiva y [du(t) = 1. Una con-
secuencia del Teorema de descomposicion de Lebesgue, es que toda
medida de Borel i se puede descomponer de la forma

M= fab T s T+ [s

donde p,p, es la parte absolutamente continua, ug es la parte singular
continua y ps es una medida discreta. El objetivo principal de este
trabajo es entender la relacion entre la descomposicién de la medida
de Borel en relacion con las propiedades geométricas de las imagenes
convexas.

En el primer capitulo se exponen las definiciones y resultados nece-
sarios para que una persona con conocimientos basicos en analisis com-
plejo tenga una compresion cabal del trabajo.

En el segundo capitulo probamos una caracterizacién para que la
medida de Borel asociada a un mapeo convexo sea absolutamente con-
tinua con respecto a la medida de Borel.
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2 RESUMEN

En el capitulo 3 estableceremos la descomposicién de Lebesgue para
la medida de Borel asociada a mapeos conformes del disco unitario so-
bre poligonos con una cantidad finita de lados mediante el mapeo de
Schwarz-Christoffel. Se establece que la medida en este caso es discre-
ta y tiene masa en cada pre-vértice del poligono. Ademas, se utilizan
generalizaciones de mapeos de Schwarz-Christoffel para obtener la des-
composion de sus respectivas medidas. Cabe senalar que existe una
caracterizacion debida a Nevalinna (ver [23]) para determinar cuando
las medidas de Borel tienen atomos y que empleamos para determi-
nar los puntos masa para las generalizaciones de mapeos de Schwarz-
Christoffel.

En el dltimo capitulo estudiamos algunas propiedades en espacios
de Hardy para funciones analitica del disco en disco. Se da una de-
mostracion alternativa de la desigualdad de Schwarz-Pick utilizando
medidas de Borel asociadas a mapeos convexos. Ademads se determi-
na la dimension de Hardy para un mapeo convexo sobre un poligono
de infinitos lados generalizando un resultado debido a Koepf [19]. Por
ultimo determinamos cuando las funciones ¢ que satisfacen la relacion

f'(z) _ 2¢(2)
filz)  1—zp(2)

donde f es una funcién convexa sobre un dominio que es un poligono

de lados curvilineos son funciones internas.



Capitulo 1

Introduccién

1. Medidas de Borel

Definicién 1.1.

(i) Una medida de Borel (finita) p sobre 0D es una funcién que asigna
a cada conjunto de Borel X C 0D un nimero complejo u(X) y

que satisface
(i) u(2) =0,
@ (U = 3o
n=1 n=1
donde (X,,)nen C 0D es una sucesiéon de conjuntos de Borel dos a
dos disjuntos.

(ii) Diremos que una medida p es positiva y lo denotaremos por p > 0
si u(X) > 0 para todo conjunto de Borel X C 0D.

Teorema 1.1 (Teorema de descomposicién de Jordan).
Cualquier medida de Borel se puede escribir como

p= (1 — p2) +i(ps — pa)

donde cada medida pu; es una medida positiva para k = 1,2, 3, 4.

Definicion 1.2. Para cada medida p sobre 0D definimos la variacion

total de pu por

|| pe]] = sup {Z l(Xp)| - {X4,..., Xk} esuna particién de 0]1)} :

k=1

Es sencillo ver que el conjunto de todas las medidas de Borel sobre

0D dotado con la norma de variacién total definida arriba es un espacio
de Banach.

Al conjunto de todas las medidas de Borel sobre 0D lo denotaremos

por Mp.



4 1. INTRODUCCION

Definicién 1.3.

(i) Diremos que una medida p € Mp es absolutamente continua con
respecto a la medida de Lebesgue m y escribiremos p < m, si
p(X) =0 donde X es un conjunto de Borel con m(X) = 0.

(ii) Una medida p es singular con respecto a la medida de Lebesgue
y escribiremos p L m, si existen conjuntos de Borel A y B tales
que AUB =0D y p(A) =m(B) =0.

Teorema 1.2 (Teorema de Radon-Nikodym). Una medida de Borel
€ Mp es absolutamente continua con respecto a la medida de Borel
m si y sélo si du = fdm para alguna funcién f € L', esto es, si

u(e)= [ 1dm,

para todo conjunto de Borel E C 0D.

Es usual llamar a la funcién f la derivada de Radon-Nikodym de p
dp
y es denotada por P f.
Para cada ¢ € dD y 6 > 0 definimos

A(C,0) = {Ce' | -0 <t <0}

el arco del circulo unitario subextendido entre los puntos (e™ y (e.
Si u € My es real, definimos para cada ¢ € dD,

u(AC0)
2ol0) = LAY

(Du)(¢) = lminf Ay(C)
D)) = limsup 29(C)

0—0+t
Cuando (Du)(¢) = (Du)(¢) decimos que pu es diferenciable en ¢ y
denotamos este valor por (Dpu)(¢). Para una medida compleja p =
1+ ipe donde pq y po son medidas reales, diremos que (Dp)(() existe
si (D) (€) ¥ (Dpua)(C) existen.

Teorema 1.3 (Teorema de Diferenciacién de Lebesgue). Para cada
€ Mp, (Du)(C) existe para casi todo punto ¢ € ID y

DO =20 m-ctp
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Teorema 1.4 (Teorema de Descomposicién de Lebesgue). Cualquier
u € Mp se puede descomponer unicamente como

M= fla + fhs

donde g, pts € Mp con pa <K m y s L m.

Para una medida positiva 4 € Mp y n € N, sea F,, = {( € ID :
w({C}) > 1/n} y observe que, como u es una medida finita entonces
F,, es un conjunto finito. Notemos que

{cea : u({¢h) >0t =~
n=1
y luego el conjunto de dtomos de una medida (esto es, ¢ € JD para los
cuales u({C}) > 0) es a lo mds un conjunto numerable.

Definicién 1.4.

(i) Para p € Mp, considere la unién U de todos los subconjuntos
abiertos U C 0D para los cuales p(U) = 0. El conjunto 0D — U
es un llamado el soporte de p.

(ii) Si existe un conjunto de Borel A C 0D para el cual u(AN B) =
p(B) para todo conjunto de Borel B C 9D entonces diremos que
1 estd concentrado en A.

(iii) Diremos que una medida g € Mp es una medida discreta si p
estd concentrado en un conjunto que es a loa méas numerable.

(iv) Una medida p € Mp es continua si u({¢}) = 0 para todo ¢ € ID.

(v) Para cualquier conjunto X C 9D, 6., denota la masa puntual en
x, que es la medida de probabilidad sobre X concentrada por {x}.

1 sizeA
0.(A) = ’
(4) {O sizg A.

Esto es,

Ciertamente, el soporte es un concentrado pero un concentrado no
necesariamente es un soporte. De hecho, el concentrado no es nece-
sariamente cerrado. Por ejemplo, si f es continua en D y du = fdm
entonces un conjunto concentrado de u es 9D — f~1({0}) (el cual es
abierto) mientras que el soporte de p es el cierre de este conjunto.
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Con estas definiciones se obtiene un refinamiento del teorema de de-
scomposicion de Lebesgue.

Teorema 1.5. Si u € Mp entonces

M= fla + fhe + fhd

donde 1, K m, fie, phg L m, p. es continua y pg es discreta. Mas ain,
Las e, fta Son dos a dos singulares.

Teorema 1.6 (Teorema de Representacién de Riesz). Si C'(9D) es
el espacio de Banach de funciones continuas sobre dD con la norma
del supremo, entonces el dual C(0D)* de C(ID) es isométrico a Mp
via

(9, 1) = / fdp.

Corolario 1.1. Si

i) = [Tdutc), nez,

es el n-ésimo coeficiente de Fourier de u € My, es igual a cero para
todo n € Z, entonces p = 0.

2. Funciones univalentes

Consideramos las funciones que son analiticas en el disco unidad
D= {z € C : |z|] < 1}. Una funcién es llamada univalente en un do-
minio 2 C C si es inyectiva. El teorema del mapeo de Riemann garanti-
za la existencia de una funcién univalente f : D — () para cada dominio
simplemente conexo €2 distinto de C. Mas ain, f estd inicamente de-
terminada excepto por la composicién con rotaciones p(z) = ¢z de
D.

Si (2,)nen €s una sucesién de dominios simplemente conexos con
a € Q,, n € N, entonces el mayor dominio ) que contiene a a y que
tiene la propiedad que cada subconjunto compacto K C ) satisface
que K C €, para todo n salvo finitos es llamado el kernel de (£2,,)nen-
En el caso en que un dominio como este no existe entonces el kernel
es {a}. Se dice que la sucesién (€2,)n,en converge al kernel €2, si toda
subsucesién de (€2,)en tiene el mismo kernel y escribimos 2, — Q. El
teorema de convergencia de Carathéodory establece que una sucesion
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(fn)nen de funciones univalentes con f,(0) = a y f/(0) > 0 converge
localmente uniforme a f, siy sélo si f,(D) converge a f(D).

Definicién 1.5. Sea S la clase de todas las funciones univalentes
(analiticas e inyectivas) en D con las normalizaciones f(0) = 0y f'(0) =

Si f es cualquier funcién univalente en Dy g(z) = (f(z) — f(0))/f(0),
entonces g € S, asi el estudio de la clase S proporciona informacién
acerca de cualquier funcién univalente en .

Una funcién f en la clase § tiene un desarrollo en serie de potencias

de la forma
2
f(z2)=z4axz"+...+a,2"+..., zeD.
La clase S no es cerrada bajo la adicion y la multiplicacién, sin embargo
es invariante o cerrada bajo una de serie de transformaciones:

i) Conjugacién:
Si feSentonces g(z) = f(Z)=z2z+a2>+...+@p2"+...€8S.

ii) Rotacién:
Si f € S entonces g(z) = e ¥ f(e?2) € S.

iii) Dilatacién:

1
Si f € S entonces g(z) = ;f(rz) € S para todo 0 < r < 1.

iv) Raiz Cuadrada:
Si f € S entonces g(z) = /f(2?) € S.

Si feSywé f(D) entonces g(z) = ———— € S.

w— f(2)

v) Valor Omitido:
wf(z)
f

vi) Transformacién de Koebe:
Si f € S para cada |a|] < 1

f () — /@)
(1 —=Taf*)f"(a)

g(z) = es.
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Un ejemplo importante de una funcién que pertenece a la clase S lo
constituye la funcién de Koebe

k(z) = =242+ +n" ...,

z
(1—2)?
la cual mapea D a todo el plano complejo salvo el segmento cerrado
del eje real comprendido entre —oco a —1/4, y juega un papel extremal
en la clase S.

Por ejemplo, Bieberbach probé que si f € S con f(z) = z + azz +
...+ a,z" + ... entonces |az| < 2y si hay igualdad entonces f es una
rotacién de la funciéon de Koebe. Una consecuencia de esta desigualdad
es el Teorema i de Koebe, que establece que toda f € & cubre al
menos un disco en torno al origen de radio 1/4 y si ademds no cubre
ningiin disco de radio mayor entonces f es una rotacién de la funcién
de Koebe. Otra consecuencia de la desigualdad |as| < 2 es el siguiente

teorema de distorsion.

Teorema 1.7. Si f € S entonces

f_" _ 2z 4
. 7O TR ST

Usando este teorema es posible deducir el teorema de distorsion de
Koebe.

Teorema 1.8. Si f € S entonces
11—z 1+ |z|
(1.2) s SIS — s
(1+]z[)? (1—1z[)?
Si hay igualdad para algin zy # 0 en alguna de las desigualdades
entonces f es una rotacion de la funcion de Koebe.

Mediante una apropiada integracién de la desigualdad (1.2) se obtiene
el teorema de crecimiento de Koebe.

Teorema 1.9. Si f € S entonces

] el
e = Vs a0

Si hay igualdad para algiin zy # 0 en alguna de las desigualdades

(1.3)

entonces f es una rotacion de la funcién de Koebe.
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Las demostraciones de estos teoremas y otros resultados de funciones
univalentes pueden ser hallados en el libro de Peter Duren [11].
Algunas condiciones necesarias y otras suficientes para la univalencia de
una funcion analitica y localmente inyectiva en ID dependen del tamano
de la derivada Schwarziana. Sea f : C — C una funcién analitica y
localmente univalente. Se define la derivada Schwarziana de f por

sr= (50) -3 (52Y = 5123 (412,

La Schwarziana es invariante bajo composicién por la izquierda con

transformaciones de Mobius

az+b
1.4 T(z) = ——
(14) (=21

es decir, S(T' o f) = Sf. Esto es un caso particular de la regla de

ad —bc =1,

composicién para la Schwarziana. Si f es cualquier funcién analitica y

localmente univalente en el rango de g, entonces
S(fog)=(Sfog)(g)’ +Sy.

Por consiguiente si f es una transformacion de Mobius entonces S f = 0.
Es posible demostrar que para cualquier f localmente univalente se
tiene que
2
e = ) S f(),
Esto sugiere que existe una relacion entre la Schwarziana y ecuaciones
diferenciales de segundo orden. En efecto, si Sf = 2p y u = (f')~/?

entonces
(1.5) u” +pu = 0.

Reciprocamente, si u,us son soluciones linealmente independientes
de (1.5) v f = wuy/uy entonces Sf = 2p. Debido a que la derivada
Schwarziana es invariante bajo composicién por la izquierda con trans-
formaciones de Mobius la solucion f no es tnica. Se sigue que si f
y ¢ son funciones analiticas en D y Sf = Sg, entonces existe una
transformacién de Mobis T' tal que ¢ = T o f. El siguiente resulta-
do es la caracterizacion fundamental de univalencia en términos de la

Schwarziana
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Teorema 1.10. Sea f : Q) — C una funcién analitica y localmente
univalente. Entonces la funcion f es univalente en €) si y sélo si toda
solucién no trivial de u” + (S f/2)u = 0 se anula en § a lo mds una vez.

El siguiente teorema fue demostrado en 1949 por Nehari.

Teorema 1.11. Si f € S entonces

6
(1.6) 1Sf(2)] < m
Reciprocamente, si f : D — C es analitica y localmente univalente tal
que
(17) SFE) €
(1—]z?)?

entonces f € S.
Una subclase de la clase S lo constituyen las funciones convexas C.

Definicién 1.6. Se dice que f es una funcién convexa si mapea
conformemente el disco unitario D sobre una region convexa.

Recordemos el importante Lema de Schwarz

Teorema 1.12. Si f : D — D es analitica con f(0) = 0 entonces
1£/(0)] <1 ylf(2) < |z| para todo z € D. Ambas desigualdades son
estrictas, a menos que f sea una rotacion del disco unitario.

Parte de la conclusién es que f es una rotacion, o bien f acerca
cada z € D — {0} al origen més de lo que inicialmente estaba. Es
posible obtener muchas variantes del Lema de Schwarz, como el lema
de Schwarz-Pick que establece que

rel
L= f(2)]? =~ 1|2

para cada z € Dy para toda funcion analitica que satisface las hipdtesis

del Lema de Schwarz. En el capitulo 4 daremos una demostracion del
lema de Schwarz-Pick apelando a una desigualdad triangular.

Definicién 1.7. Sean f,g : D — C analiticas. Decimos que f
estd subordinada a g, y escribiremos f < g, si existe una funcion
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analitica (no necesariamente univalente) w : D — D con w(0) = 0
tal que

para todo z € D.

Si f < g, como p(D) C Dy ¢(0) =0 se sigue que f(D) C g(D)
y f(0) = ¢(0). Por el Lema de Schwarz, para todo r €]0, 1] se cumple
que
{f(z) : [sl <r} c{g(2) : [2] <r}

y se sigue que max |f(z)| < max |g(z)].

|z|<r |z|<r

Definicién 1.8. Denotamos por P la clase de funciones g : D — C
con g(0) =1 y Re{g(2)} > 0 para todo z € D.

El siguiente teorema relaciona las funciones de la clase C con fun-
ciones en la clase P.

Teorema 1.13. Sea f : D — C analitica con f(0) =01y f'(0) =1.
Entonces, se tiene que f € C si y solo si la funcion

f"(2)
f'(2)

Para la demostracion de este iltimo teorema véase, por ejemplo [6].

cP.

g(z) =14z

Se sigue que si f mapea el disco conformemente sobre una regién

convexa, entonces g(z) = 1+ zf"(2)/f'(z) estd en la clase P entonces
estd subordinada al mapeo del plano superior ¢(z) = ﬁ, luego existe
¢ : D — D analitica con w(0) = 0 tal que g(z) = ¢(w(z)) para alguna
funcién w que satisface las hipétesis del Lema de Schwarz. En otras
palabras,

zf"(z) 14+ w(z) 2w(z)

) 1-wk) = 1-w()’

donde w es analitica y tiene la propiedad |w(z)| < |z| en D. Con la

notaciéon ¢(z) = w(z)/z, nos da la representaciéon

) 20(:)

f'(z) 1= zp(2)

para la pre-Schwarziana, donde ¢ es analitica y satisface |p(z)] < 1 en
D.

(1.8)
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Recordando la férmula de Herglotz, toda funciéon p con parte real
positiva puede ser representada como una integral de Poisson-Stieljes

Teorema 1.14. Si g : D — C analitica con g(0) = 1. Entonces, se
cumple que g € P si y solo si existe una medida positiva p € My tal

que
_ [ote
(1.9 o) = [ Eauc)
oD
con [ du(¢) = 1.
/
Sea f : D — C analitica con f(0) =0y f'(0) = 1. Entonces,
feC<=g(z) = 1+zf”(z) epP
f'(2)
(1.10) <= Existe una medida positiva p € Mp tal que
_ [&te _
o) = [ £ 2aue) eon [du(e) =1,
oD oD

3. Espacios de Hardy

Para una funcién f analitica en el disco unitario D = {z € C
|z| < 1} del plano complejo C y 0 < r < 1 considere

21 l/p
My(r, f) — (1 / |f<rei9>|Pde)  0<p<oo,
0

2

Meo(r, f) = méx|f(re”)].

|z|=r

Estas cantidades, usualmente llamados integral media de orden p cuan-
do 0 < p < o0, expresan diferentes formas de medir el crecimiento de
la funcién cerca del borde de . La acotacién uniforme de estas canti-
dades para 0 < r < 1 da lugar a los conocidos espacios de Hardy H?
(véase, por ejemplo, en [5]). Més explicitamente, para 0 < p < oo el
espacio de Hardy HP consiste de todas las funciones f analiticas en D
para la cuales

[ £l zr = sup My(r, f) < 0o

0<r<
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Definicién 1.9. (i) Una funcion exterior para la clase HP es una

funcion de la forma

2m it
F<z>=e%xp{%/o C og () dt }

ett

donde v € R, ¥(t) = 0, log®(t) € L' y (t) € LP.
(ii) Una funcidon interna es cualquier funcion f : 1D — D que tiene la
propiedad que | f(e?)| =1 c.t.p.

El teorema de Factorizacién de Riesz garantiza que toda funcién
interna tiene la factorizacién e B(z)S(z), donde B(z) es un producto

de Blaschke y
21 eit_'_z
= — , dv(t
s —ew - [ S ain}

donde v es una medida no negativa singular con respecto a la medida

de Lebesgue. Ver [5] para una descripcién completa de estas funciones
y sus propiedades.

El Teorema de Riesz se puede refinar obteniendo el clasico teorema

de factorizacién candnica

Teorema 1.15. Toda funcion f € HP (p > 0) no idénticamente
cero tiene una unica factorizacion de la forma

(1.11) f(z) = B(2)S(2)F(2)
donde B(z) es un producto de Blaschke, S(z) es una funcion interna

singular, y F(z) es una funcién exterior para la clase HP.

Especificamente, si {a,} son los ceros de f en D — {0} con 0 <
la,| < 1, asumiendo que Y (1 —|a,|) < 0o, la funcién definida por

L TT |l an — 2
=cz
H an, 1—a.2 Qn?
es un producto de Blaschke, donde ¢ es una constante de modulo uno
y k es el orden del cero de f en el origen.

El teorema de subordinacién de Littlewood establece que si f < g
entonces M,(r, f) < M,(r, g) para todo p €]0,00] y € [0, 1].
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Existen algunos criterios geométricos para que una funcion pertenez-
ca a la clase HP. Si el rango de una funcion analitica f estd contenido
en un sector angular o (0 < a < 27), entonces se sigue del teorema
de subordinacién de Littlewood que f € HP para todo p < 7/a (ver
[5], pdgina 13). Como la funcién de Koebe tiene rango en todo C sal-
vo el segmento cerrado del eje real comprendido entre —oo a —1/4,
tenemos que en el caso en que la funcién f pertenezca a la clase S en-
tonces f € HP para p < 1/2. Por lo tanto, f posee una factorizacion de
la forma (1.11) y se sabe que en este caso su factor singular es S(z) = 1.

Un resultado bien conocido en espacios de Hardy es el siguiente
teorema que tiene una demostracion sencilla usando el teorema de sub-
ordinacién de Littlewood

Teorema 1.16. Si f € P, entonces f € HP para todo 0 < p < 1.

DEMOSTRACION. Tenemos que f estd subordinada a la funcién
1+2

l(z) = T Se sigue del teorema de subordinacién de Littlewood
-z
que
2m ) 2m )
/ | f(re®)[Pdo </ [0(re?)|Pdf < oo
0 0
para cualquier p €]0, 1. O

Para f € H? el limite radial
f(e®) =1im f(re®)
r—1
existe para casi todo 6 € [0,27] y estd en LP(dD) y

1

21 ' 1/p
My1.0) = (5 [ Isepan) = ).

Toda funcién que tiene su derivada en H' es continua es continua en D
y absolutamente continua en 0. En particular, f/ € H' implica que
f € H®. Este ultimo resultado tiene una interesante generalizacion
debida a Hardy y Littlewood

Teorema 1.17. Si f' € HP para algin p < 1, entonces f € HY,
donde ¢ = p/(1 — p). Para cada valor de p, el indice q es dptimo.
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El reciproco de este teorema es falso y ademés si f € S mapea D
sobre algin dominio de Jordan acotado, entonces

f'e H' <= 0f(D) es rectificable .

4. Funciones con borde rotacional acotado

Definicién 1.10. Diremos que B es una funcion reqular sobre el
intervalo [a,b] si existen los limites laterales

plt—) = lim B(s)  y F(+) = lim 5(s)

s—t— s—t+

para a <t < b.

La funcién (8 es regular si y sélo si se puede aproximar uniforme-
mente por funciones escalén, esto es, si para todo € > 0 existe a =ty <
t; <...<t,=>by constantes vi,...,7, tales que

1B(t) — | < e para tp_ <t<t,, k=1,2...,n.

Tenemos [(t+) = [B(t—) excepto para posiblemente un nimero con-
table t.

En lo que sigue, asumiremos que ) es un dominio de Jordan y que
f mapea D conformemente sobre €2, luego f se puede extender como un

homeomorfismo de D sobre €. Usaremos la parametrizacién conforme
=00 : w(t)=f"), 0<t<2r,

esta curva puede tener muchos puntos multiples y puede pasar a través
de oo.

Presentamos tres definiciones ligeramente modificadas a partir de
[24], que a nosotros respecta, con dominios de Jordan.

Definicién 1.11. Diremos que 0S) tiene una esquina de abertura
ar, (0<a<2)en f(el) # oo, (€ €10,2n]) si

B cuando t — (+,
arg[f (") — h(e)] —
B+am  cuando t — ¢ — .
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Decimos también que 0f) tiene una semi-tangente hacia adelante
de dngulo S y una semi-tangente hacia atras de angulo S + am en este
caso. Una esquina en oo podemos definirla por medio de una inversion.
Decimos que 0f2 tiene una esquina de abertura am en oo si la imagen de
Q bajo w i tiene una esquina de abertura am en 0. Semi-tangentes
en oo son definidas de manera anéloga.

Definicién 1.12. Un dominio de Jordan ) es llamado un dominio

reqular si
lim arg(w(s) —w(t))  para w(t) # oo
s—t+
p(t) =
slggr arg(w(s)) +m para w(t) = oo

existe para todo t y define una funcion reqular.

El limite 5(¢) es la direccién del dngulo de la tangente hacia adelante
de I" en w(t). Luego un dominio es regular si estd acotada por una curva
I' con tangentes regulares. Como [ es continua excepto para un nimero
numerable de saltos se sigue que I' tiene una tangente excepto para al
menos un nimero contable de cispides o esquinas.

Siw(t) # oo es una esquina determinamos el argumento por f(t+)—
B(t—) = 7(1 — ), si w(t) = oo definimos B(t+) — B(t—) = 7(1 + ).

Definicién 1.13. Un dominio reqular €2 es de borde rotacional aco-

tado si 5(t) tiene variacion acotada, es decir si

/0 ’ |[dG(t)| = Supz 1B(tr) — B(tr_1)| < o0

donde el supremo es tomada sobre todas las particiones 0 =ty < t; <
- < t, =2m.

Teorema 1.18 (Paatero). Si f mapea D conformemente sobre un
dominio € de borde rotacional acotado, entonces

1 2T ]
log h'(z) = log h'(0) — - /0 log(1 — e~ "2) dj3(t)

para todo z € D.
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Esta es una integral de Stieltjes y el brazo del logaritmo esta deter-
minado tal que |arg(l — e "z)| < I para z € D.
Toda funcién de variacién acotada se puede escribir como

ﬁ = ﬁsalto + Bsing + ﬁabs

donde B0 €s constante excepto por una cantidad numerable de saltos,

Bsing €s continua y (., = 0 para casi todo ¢, y fups es absolutamente

sing
continua, es decir, la integral indefinida de su derivada.
Ahora vamos a considerar el caso en que hay solo un ntimero finito

de saltos y que Bging = 0.

Corolario 1.2. Si § es absolutamente continua excepto por los

saltos oy en 'ty (k=1,2,...,n) entonces
(1.12) (0) JJ(1 = eitrz)xeh),
k=1
1 27 ]
donde h(z) = ——/ log(1 — e™"2)3'(t)dt.
™ Jo

Esta es la generalizacion de la formula de Schwarz-Christoffel.

Todo dominio convexo es regular y méas aun de borde rotacional
acotado. El dngulo () de la semi-tangente hacia adelante es creciente
y satisface 3(2m) — 5(0) = 27 en otras palabras 5 027r p'(t)dt = 1. Se
sigue del Teorema de Paatero que, si f es convexa, entonces

f//( ) 1 2T 26—itz 1 /27r ezt + 2
=14 — ——df(t) = —
f'(2) - 21 Jo 1 —e iz bt) 27 et

para z € D. Como df(t) > 0 concluimos que

w10 e fi L0

f
para z € D. Reciprocamente, si f'(z) # 0y (1.14) se satisface entonces

(1 }32) - dB(t)

f es convexa y (1.13) se satisface.

5. Limites no-tangenciales y derivada angular

Para una funcién analitica f sobre Dy ¢ € JD, decimos que f tiene
un limite radial K en (, si

lim (r¢) =
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Para ( € D y a > 1, sea
Fo(@Q)={z€D: |z = (| <all-|z])}

una regién de aproximacion no tangencial, llamado region de Stoltz.
Note que I',({) es una regién triangular con un vértice en (.

¢

Definicién 1.14. Decimos que f tiene un limite no-tangencial A
en (, y escribimos

Zlim f(z) = A,

z—(

si f(z) = A cuando z — ( dentro de cualquier region de aprozimacion
no-tangencial I',(C).

Vamos a mencionar algunos resultados conocidos sobre limites no-
tangenciales (una discusién sobre estos conceptos se puede hallar en
[23])

Teorema 1.19 (Fatou). Si f es una funcion analitica acotada sobre

D, entonces el limite no-tangencial de | existe y es finito para casi todo
¢ € OD.

Para funciones analiticas acotadas, la existencia del limite radial

implica la existencia del limite no-tangencial.

Teorema 1.20 (Lindeldf). Si f es una funcidn analitica acotada
sobre D y f(2) = A cuando z — ( a lo largo de algin arco situado en
D y que termina en ¢ € 0D, entonces

Zlim f(z) = A.

z—C
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Definicién 1.15. Para una funcion analitica ¢ : D — D y un
punto ( € D, decimos que ¢ tiene una derivada angular en € JD si
para algin n € D,

1im £E) 1
z—( Z — C
existe y es finito. Denotamos el limite de arriba, cuando existe, por

¢'(€)-
Note que la existencia de la derivada angular implica que
£1im p(z) =n
y que |n| = 1. El siguiente resultado es la clave para la comprensién

de la derivada angular. Una demostracion de este teorema puede ser
hallada en [2].

Teorema 1.21 (Julia-Carathéodory). Para una funcién analitica
¢0:D =Dy edD las siguientes afirmaciones son equivalentes
(i) X
liminfM =0 <00,
z—(¢ 1— ‘Z|
(1i)
p(z)—n
lim ———— =
i == = ¢ (€)
existe para algin n € 0D,

(iii)

Zlim ¢ (2)
z—(¢
existe y
Zlimp(z) =n € dD.
z—(

Mds atn,
1. 6 >0 en (i)
2. Los puntos n en (i1) y (11i) son los mismos.
3. ¢'(C) =Cnd y

Zlim ¢ (2) = ¢'(¢) -
z—(
4. Si cualquiera de las condiciones de arriba se cumple, entonces

5:411'mm‘
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6. Integrales de Poisson

Definicién 1.16. Definimos el kernel de Poisson
¢+ z} 1—|z?
P.(¢) = Re{ = ,
N (e T
y la kernel conjugado de Poisson
C(+=z 2Im{Cz}
chsz{——— = o
=M=~ =P
Para ( € 0D fijo, las funciones z — P,(¢{) y z — Q.(¢) son
armonicas sobre D y para p € Mp, la integral de Poisson

(Pu)(z) = / P(O)dp(<)

oD

CedD, zeD

edD, zeD

y la integral conjugada de Poisson

(Qu)(z) == / Q.(Q)du(¢)
oD

son armonicas en ). Relacionado con estos kernel se encuentra el kernel

de Herglotz
H(Q) = 2 = PO +iQ.(0)

el cual es una funcién analitica sobre D con Re{H,(¢)} = P.({) >0y
luego la integral de Herglotz

(Hp)(z) = / H.(C)dp(<)
oD

es analitica en D y tiene parte real positiva para toda p € Mp.

Algunos hechos estdndar sobre integrales de Poisson pueden ser
hallados en texto de Hoffman [15] y un resultado importante que uti-
lizaremos es el Teorema de Fatou

Teorema 1.22 (Fatou). Si u € Mp y (Du)(C) existe, entonces
dim (Pp)(r¢) = (Dp)(C) -

A continuacién daremos algunos resultados técnicos que son cuida-
dosamente elaborados en [25]

Proposicion 1.1. Para u € Mp positiva se cumple
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(i) Du= Dy c.t.p (m)
(ii) Para cada & € 0D,
(D€)< lim3pf(P10)(r) < imsup(Pu) () < (D) (e)

r r—

(iii) Si p = pa + ps, donde p, K my pus L m, es la descomposicién de

Lebesgue entonces Dys =0y Dy, = Dy c.t.p (m).
(iv) ps esta concentrado en {Du = oo}.
(V) pa esta concentrado en {0 < Dy < 0o}

Observacién 1.1. Por el teorema de diferenciaciéon de Lebesgue,

d
Dy = O en casi todo punto y luego el limite radial de la integral de

Poisson es igual a la derivada de Radon-Nikodyn en casi todo punto.

d
Observacién 1.2. Si u L m, o equivalentemente, Dy = d_,u =0
m

en casi todo punto, entonces el limite en el teorema es cero.

Observacién 1.3. El limite radial en el teorema de Fatou se puede

reemplazar por un limite no-tangencial, es decir,
£1im(Pp)(z) = (Dp)(C)
cuando (Dp)(() exista.

7. Medidas de Aleksandrov

Definicién 1.17. Para una funcion analitica ¢ : D — D y un
punto a € D, la funcion

Ualz) = Re {a + W)} _1-e(x)?

a—pz) ) la—¢(x)
es una funcion armonica positiva sobre D. Por el Teorema de Herglotz,
Uq = Py para alguna medida p, € Mp. Definimos la familia

A, = {jia | @ € 0D}
como las medidas de Aleksandrov asociadas con .

Si p es cualquier medida en My, la transformada de Herglotz de p

o) = [ S 2auc),

oD
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satisface Re {g(z)} > 0. Como ¢ estd subordinada al mapeo del plano
superior £(z) = (1+2)/(1—2), existe w : D — D analitica con w(0) = 0
tal que

i
luego
T 1= fu(2)P

P = =——.
(Pi)(2) = Re {g(2)} = =i
Luego i es una medida de Aleksandrov para w, esto es, = 11y € A,.

Definicién 1.18. Diremos que p € Mp es la medida de Aleksan-
drov asociada a f si se satisface (1.10).

En adelante, salvo que se diga lo contrario, cada vez que se haga
mencion de las funciones f, g y la medida p € Mp supondremos que
satisfacen la relacion dada en (1.10).

Definicién 1.19. Para p, € Ay, sea
dig =dm +do, Y eL', oLlm,
la descomposicion de Lebesgue de p, con respecto a m.

Observe que por el teorema de diferenciacion de Lebesgue v = Dy,
en casi todo punto.

Proposicion 1.2. Para casi todo ¢ € D,

1 el
YO = T oOF

DEMOSTRACION. Usando el teorema de Fatou, vemos que para casi
todo ¢ € 0D

U0 = (Dpa)(©)
= lim (Ppa)(r¢)

_ o L eCOF

1 Ta— (0P

1 —le(QP
v = (Q)?
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Usando este hecho, vemos que (Dv)(¢) = 0 en casi todo punto
implica que v L m, y obtenemos el siguiente corolario

Corolario 1.3. Si ¢ es una funcion interna, entonces (i, L m para
alguna po € A,.

Los atomos de las medidas de Aleksandrov estéan relacionados con
las derivadas angulares de la funcion ¢. Una discusion de este concepto
se puede ver en [23] donde, en particular se puede encontrar el siguiente
teorema debido a Nevanlinna, que utilizaremos en el capitulo 3, cuya

demostracién incluimos.

Teorema 1.23 (Nevanlinna). Si pu, € A, y ¢ € ID, entonces
ta({C}) >0 siy sdlo si

Zlimp(z)=a y |¢(Q)] <oo.

z—(

Mds atn, en este caso,

1
HalCH) = 15T

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que

©(0) = 0. Primero observe que

a+ o(z) 42
= du(€) .

Para £ € 0D fijo, multiplicamos a ambos lados en la igualdad de arriba
por (¢ — z) y obtenemos

(€ —2) / (—2)
at+e(z) ———= [ ({+= dpa(§) .
(ot 2) - 2 = (e = ana(©
oD
Notemos que para cualquier £ € JD y cualquier z en un dominio de
Stolz fijo con vértice en ¢

’g:z < |<_Z| <c
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para algiin ¢ > 0 que depende solo de la abertura de el dominio de
Stolz. Como

. 2 siE=¢
linte+ )= -

Y

0 si&#¢

podemos aplicar el teorema de convergencia dominada de Lebesgue
para obtener

o da(6) = 2pal(C)).

Zlim [ (£+ 2)
z—(
oD
Se sigue que
=z
a—p(z)

Ahora bien, si 1, ({C}) > 0 por la ecuacién (1.15) vemos que

(1.15) £1im(a + ¢(2)) = 2Cpa({C}) -

Zlimp(z) = «
z—(

y luego

o e #E)—a_al
A2) = £lim = = ey

Por lo que |¢'(¢)] < co. Reciprocamente, si |¢'(¢)] < oo, vemos por el
teorema de Julia-Carathéodory que ¢'(¢) # 0. Si asumimos que

Zlimp(z) =«
z—(
vemos por (1.15) que

1 _
0 # W = aCpa({C}) -



Capitulo 2

Medidas de Aleksandrov absolutamente continuas

1. Introduccion

Resulta natural preguntar bajo que condiciones es posible obtener
las distintas descomposiciones de la medida de Aleksandrov asociadas
a mapeos convexos del disco. En este sentido es algtin interés decidir
para que tipo de suavidad en el borde del disco son tipicos de la parte
absolutamente continua y singular continua con respecto a la medida
de Lebesgue. En este capitulo estableceremos una condicién necesaria
y suficiente para que la medida de Aleksandrov p asociada a un mapeo
convexo f sea absolutamente continua.

Existe un resultado parcial debido a Koepf [19] para determinar
cuando aparece la parte absolutamente continua de la medida bajo
una hipdtesis de regularidad en el borde para el caso en que f es una
funcién de borde rotacional acotado.

El borde rotacional de un poligono es el cambio total de la direccién
tangente cuando es recorrida el borde del poligono una vez y podemos
calcularlo como la suma de los valores absolutos de los dngulos exteri-

ores
br (P) = 2|a|r .
k=1

El borde rotacional de un mapeo de Schwarz-Christoffel es definido
como el borde rotacional de la imagen del poligono. Una funcién f tiene
borde rotacional K, si se puede aproximar por mapeos de Schwarz-
Christoffel con respecto a la convergencia local uniforme, es decir, si

1)y [ Q)
Fle) = =

25

(2.1)
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donde p es una medida sobre JD con las propiedades

/ dp(z) = 1

oD

br (f) = 2n / du(¢)| = K.

Denotaremos por V(K) la familia de funciones de borde rotacional
alo mas K7 que son normalizadas por f(0) =0y f'(0) = 1. El teorema
de Koepf establece lo siguiente

Teorema 2.1 (Koepf). Sea f € V(K) con f(D) = Q tal que 0
es analitica excepto por un numero numerable de puntos donde OS2
tiene una direccion tangente. Entonces, la medida jv asociada a f por

la relacion (2.1) es absolutamente continua.

El resultado anterior es una condiciéon necesaria, pero no suficiente
para que la medida sea absolutamente continua. La condicién de regu-
laridad geométrica parece insuficiente para obtener una caracterizacion.
Otro aspecto interesante seria clasificar las partes singulares de la medi-
da de Aleksandrov que no son puntos masa, sin embargo, este problema
parece ser muy complejo y no se dispone de ningtin resultado realmente

relevante significativo en esta direccion.

2. Preliminares

Comenzaremos estableciendo algunos elementos provenientes del
analisis funcional para funciones pertenecientes a LP y para sucesiones

de medidas de Borel

Proposicién 2.1. Si (j,)nen €s una sucesion de medidas de Borel
definidas en 0D que converge a p débil-x entonces

sup || pn || < oo
n

el < M ing [l | -
n—oo
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DEMOSTRACION. Por el Principio de Acotacién Uniforme, sabemos
que

sup || pan| < 00
Sea L = liminf ||u,|| y elegimos una subsucesion (i, )ren tal que
n—o0
T [0, | = L.
—00
Dado ¢ > 0, existe K € N tal que

Il SL+e  VE>K.

1l = sup {' [ st + g€ Bcieny)

entonces existe g € B(C'(9D)) tal que

/gdu‘ ~

Por la convergencia débil-x, podemos asumir, sin pérdida de generali-

/ gdlunk

Por otro lado, como g € B(C(0D)), tenemos que

o

y luego para todo k < K, se tiene ||u|| — e < ||, || < L +e. O

Como

il =& <

dad que

il = < VE> K.

< [l

Proposicién 2.2. Suponga que p > 1 y (gn)nen €5 una sucesion de
funciones en LP con || gy, < C para todo n € N. Si g, — g para casi
todo punto cuando n — oo, entonces g € LP y g, — g débil cuando
n — oo.

DEMOSTRACION. Por el Lema de Fatou

/|g|pdm = /liminf|gn|pdm < h’minf/ |gn|Pdm < C? < 00
n—oo n—oo
oD oD oD

y luego h € LP.
Por otro lado, dado e >0y g € L con 1/p+ 1/q = 1, entonces existe
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d > 0 tal que para cualquier conjunto medible A C 9D con m(A) < §

se cumple que
1/q

/\g|qdm <c.
A

Por el Teorema de Egorov, existe un conjunto £ C 0D con m(0D—FE) <
0 tal que h, — h uniformemente sobre E. Entonces, tenemos que

/(hn —h)gdm| < /(hn — h)gdm| + / (hn, — h)gdm

D E D—E
1/q

/N

[ =g + g, =l | [ i

E D—-F

< / (ho — B)gdm| + (C + [Hl],)e
FE

La tultima integral converge a cero como h, — h uniformemente sobre
E. Por lo que, hemos obtenido que

imsup | [ (h — bgdm| < (C'+ ]2
n—oo
D

y como ¢ es arbitrario, el resultado se sigue. 0

3. Espacios de Hardy y clase P

Por una técnica estandar se puede obtener explicitamente una cota
para || f||g» cuando f estd en la clase P.

Proposicién 2.3. St f € P entonces para 0 <r <1 y0<p<1

se tiene que

21
/ Fre?)Pde < A,
0

Ap:0<i), p— 1"

donde
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DEMOSTRACION. Si f € P entonces f(z) = |f(2)]e"* con =% <
a < 7. Como f no tiene ceros en el disco, la funcién g(z) = f(2)? es

analitica en D y

9(2) = £ (2)[P(cos(pa) + isen(pa)) .

Para 0 < p < 1 se tiene que
Re {g(2)} = [£()]” cos(pa) > |£(=)]" cos (5F) .

Se sigue que

Aﬂmﬁww<@lwmw@wkﬂmﬂwm:@

en donde hemos usado el hecho que la funcién Re {g(z)} es armonica.
U

1 1
Observaciéon 2.1. Note que A, = m =0 (—1 —p)’ p—
1-.

Definicién 2.1. Para 0 < p < 1 definimos la funcion G, sobre C
dada por

Go(2) — { |z|P cos(pb(z))  siz#0,

0 siz=0.
donde
arctan(y/|x|) x #0,
0(z) =4« m/2 x=0,y>0,
—m/2 r=0,y<0.

Note que |0(2)| < /2 y que G, > 0.
El siguiente lema puede hallarse en [15]

Lema 2.1. La funcion G, es subarmonica sobre C.
El siguiente teorema puede encontrarse en [5] incluimos la demostracién

Teorema 2.2. Suponga que f € HP para todo 0 < p <1, f(0) € R,
Re{f(¢)} =0 en m-casi todo punto ( € 0D y

(2.2) lim inf(1 — p)[[ f||} < oo
p—1—



30 2. MEDIDAS DE ALEKSANDROV ABSOLUTAMENTE CONTINUAS

1) = [ 2 auto)

oD
para alguna medida @ € My que satisface

T, .
| < B hpniil}f(l =I5

Entonces

DEMOSTRACION. Para ¢ € (1,1/p) y r € (0,1) se tiene que

/ (G, o £)f(rO)dm(C) = / FrO) P (cos(pB(£ (r))))dm(<)
oD

oD

< / F(rO)Padm(C)
oD

= 715

la cual es finita como 0 < pg < 1. Luego la funciéon G, o f es sub-
armoénica sobre D con integral media uniformemente acotada en LY.
Por la desigualdad de Holder, esta integral media estd uniformemente
acotada en L'. Por el lema 1 la funcién que a cada niimero complejo a
le asigna

lim [ P, () (G o f)(r¢)dm(C)

r—1-
oD

es por lo menos una mayorante armoénica para G, o f. Entonces para
todo a € D, se tiene
(GyoDMa) < M | P(O)(Gyo HrCdm(C).
oD

Como lim, ;- f(r¢) = f(¢) en casi todo punto y G, es continua obten-
emos que lim, ;- (G, o f)(r¢) = (G, o f)({) en casi todo punto. Esto,
junto con la cota uniforme de la integral media de (G o f) en L9, us-
ando la proposicién 1, vemos que (G, o f)(r() — G, o f débil en L9
Luego,

(Gyof)la) < / Pa(C)(Gy o £)(C)dm(C)

oD

~ [Pl Peos () dmic), acD.

oD
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Note que en la integral de arriba, hemos utilizado el hecho que Re{ f({)} =
0 y luego arg f(¢) = £75. Ahora bien, como cos(pr/2) = (1 — p), pode-
mos usar la hipdtesis (2.2) y observar que

hmmf/|f |pcos ) m({) < oo .

Esto ultimo significa que para alguna sucesion p,, que converge a 1, la
medida

dvy, = | f|P" cos (%) dm

satisface

(2.3) hm | Vp, || = hmmf/|f )|? cos <p2 )dm((’)

Como estas medidas son uniformemente acotadas en norma de variacién
total, ellas tienen un punto de acumulacion dv débil-x. Ademas, de la
definiciéon de G, vemos que

0.< i (Gy, o (@) = |£(a)| cosarg f(a)) = Re {f(a)} .

De la estimacion

0< (G, o f)(a) < / PL(O)IF(C)

oD

P cos (%) dm((),

a partir de la convergencia débil-x que

(2.4 0<Re {f@)} < [ ROA).
oD
Mas atun,
Il = Jim |

= i [ 17 cos (227 dm(@)

n—o0

< llrgilgf / 1O cos (B ) dm(c)
. H%fwu—p)nfuz

T, .
_ §hgglf(1—p)”f||g'
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Por la ecuacién (2.4), Re {f} es una funcién arménica positiva que es
mayorada por una integral de Poisson de medida positiva. Luego la
sucesion de medidas positivas

(2.5) {Re {f(rnQ)}dm(C) : rn — 1}

satisface

IRe {£(ruC)dm(C)| = / Re {£(ra¢)dm(C)

< / / By e (w)dv(w)dm(v) = |v]

oD oD

y luego es uniformemente acotada en r. Tomando du como el punto de
acumulacién débil-x de la sucesion definida en (2.5) concluimos que

Re{f(a)} = liminfRe{f(ra)}

r—1-

— i [ Re {f0QO}R(Odm(C)

- / P(Q)du(z)

oD

Ademas, por la proposicién 1 tenemos que

il < minf Re {(raO)dm(C)]

il

<
< Zliminf b

Como f(0) € R la conjugada armonica de Re {f} es

Im {f(a)} = / Qu(O)dp(<)
oD

y luego

@) = Reff(@)}+itn{ (@)} = [ (BO+Qu(:dlO) = [ E2du(o)
oD
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4. Resultado

Antes de dar el resultado necesitamos un lema previo que demostraremos

usando un conocido teorema de Smirnov [29] (ver también [11]): Si
€ Mp entonces

[ pll < el

1
¢ du(€) es la transformada de Cauchy y
— &z

donde K(u)(z) = /

oD
ademds ¢, = O((1—p)~!). Observe que el niicleo de Herglotz estd rela-

cionado con el niicleo de la transformada de Cauchy mediante la relacién

§+z_ B
— 1_52 1_2Z§z

Lema 2.2. Si p < m entonces

liminf(1 — p)|[Hplls = 0.
p—1—

DEMOSTRACION. Por el teorema de Radon-Nikodym existe 1) € L!
tal que dp = Ydm. Dado € > 0, consideremos una aproximacion de
Cesaro polinomial

N

pl&) =Y a&", (€D,

n=—N

tal que ||v — p||1 < € donde a,, = /Enp(f)dg es el n-ésimo coeficiente

oD
de Fourier de pdm. Observe que

Hipdm)(:) = [ £2p(6)ig

=2y 2" / E'p(&)de + Cy
n=0
= QZZ Z ak/§k "d¢ + Cy

n=0 k=—N
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Entonces,

N p
[H(pdm)[l; < |Y anz"|| +C

n=0 D
N p

Z a2l + Ch

n=0 2

N p/2
> |an|2> +Cy

N

n=0
||pH‘g +

Ipll% + Ch

y se sigue que

1 _
gl =o (1) . por1
Usando el teorema de Smirnov, obtenemos que

1
[ H (pdm) — H(Ydm)|[} < Cﬂﬂpdm — tpdml||?

1
— O——|lp—|?
1— p“p 0l
1
< C eP.
L—=p
Por lo tanto, (1 — p)|[H (vdm)||? < o(1) + CeP y haciendo ¢ — 0 se
obtiene el resultado. U

Utilizando el teorema anterior encontramos una condicidén necesaria
y suficiente para que la medida p asociada a un mapeo convexo sea
absolutamente continua

Teorema 2.3. Sea f: D — C analitica con f(0) =0 y f'(0) = 1.
Entonces up < m donde p es la medida de Aleksandrov asociada a f si
y sdlo si Re{g} € L*(OD).

DEMOSTRACION. Considere la funcién

h@%—/§+zm%M)Mm@%

oD
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entonces h es una funcién analitica en I con Re {h(z)} = 0y por el
lema 2.2 se tiene que

lim inf(1 — p)|[A[[} = 0.
p—1—
y se sigue que
liminf(1 — p)llg — )7 < liminf(1 - p)|g|ls = 0.
p—1— p—1—

Por el teorema de Fatou

Re (h(O)} = lim [ Pe(©)Re {g(€)}dm(€) = Re {9(0)
oD
para todo ¢ € JD (m-casi todo punto). Por el Teorema anterior, el
analisis realizado a la funcién g — h nos permite asegurar que
C(+z

g(z) — h(z) = = Zda((’)

para una medida o que es un punto de acumulacion débil-x de la medida

oD

Re {g(r¢) — h(r{))}dm. Por el teorema de Herglotz tenemos que

9(z) = / g J_r zdu(C)

oD

de donde du = Re {g}dm + do y observe que la medida o satisface
o]l < G limint(p — 1)lg — [}y = 0

y por lo tanto du = Re {g}dm. Reciprocamente si y < m entonces por
el teorema de Radon-Nikodym dju = 1»dm para alguna funcién v € L*

y para ¢ € 0D tenemos que
_ 1+w(@) _1-w@P _
Re {g(¢)} = Re {m} " wOr ¥(C)

la ultima igualdad se debe a la proposicion 1.2 del capitulo 1, por lo
tanto Re {g} € L'(OD). O

Observacién 2.2. Las funciones con borde rotacional segin lo pre-
sentado en la seccién 1 estan caracterizadas por la relacion (2.1), puesto
que esta representacion también es satisfacida por las aplicaciones con-
vexas se tiene que el teorema de Koepf también es valido para funciones
convexas. De hecho, los procedimientos realizados en la demostracién
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del teorema en esta seccién utilizan solo el hecho que las funciones estén
en la clase P, por esta razén el teorema se generaliza de forma natural
para funciones con borde rotacional a lo mas K.



Capitulo 3

Mapeos convexos a Poligonos

En este capitulo estableceremos la descomposicién de Lebesgue para
la medida de Aleksandrov asociada a mapeos conformes del disco uni-
tario sobre poligonos con una cantidad finita de lados mediante el
mapeo de Schwarz-Christoffel y estableceremos generalizaciones de es-
tos mapeos para obtener la descomposion de sus respectivas medidas.

El punto de partida para establecer estos resultados se encuentra
en [6] en donde se revisa la relacién entre mapeos convexos y produc-
tos de Blaschke. La observacion crucial es que los mapeos convexos

corresponden exactamente a soluciones de
P(2) _ 20(2)
f(z) 1= zp(2)

para alguna funcién ¢ analitica en D y acotada por 1. El resultado es

el siguiente

Teorema 3.1 (Chuaqui, Duren, Osgood). La imagen de f(D) es
el interior de un poligono de n lados si y solo si ¢ es un producto de
Blaschke finito de grado n + 1.

En la seccién 3 estableceremos una generalizacion de este resultado
para un poligono de infinitos lados, lo cual nos permitira obtener una
caracterizacion de las medidas con puntos masas en cada vértice.

1. Poligonos convexos

Si f : D — C una funcién analitica en D cuya imagen Q = F (D) es
un dominio cuyo borde consiste de un ntimero finito de arcos lineales,
tal que la correspondencia en el borde 0D — 02 es uno a uno, en-
tonces decimos que €2 es un poligono. Sea €2 un poligono con n vértices
de angulos internos aym, k =1,2,...,n. En el caso en que f no es uni-
valente, los angulos internos pueden satisfacer o, > 2, en el caso en que

37
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f sea univalente entonces necesariamente oy < 2, para k=1,2,...,n.

Si tenemos un vértice acotado entonces oy > 0. Si el vértice esta en
el infinito la medida del angulo sobre la esfera de Riemann es ay > 0,
donde o = 0 ocurre cuando el borde de €2 corresponde a dos rayos
paralelos.

Sean f es una funcién convexa que mapea el disco unitario en el inte-
rior de un poligono convexo de n-lados y z; los prevértices, es decir,
las preimagenes bajo f de los vértices f(zy) del poligono. Entonces la
férmula de Schwarz-Christoffel establece que

n

(3.1) fiz)=CIJ(z = )",

k=1

donde C € C es una constante y

(1 —ag)m  si f(z) estd acotado
2Bk =
(14 a)m si f(zx) es no acotado

denota los angulos exteriores con —1 < B < 1y

(3.2) > B=1.

Observe que el poligono es convexo si y sélo si G > 0.

Por otro lado, si f satisface la relaciéon (3.1) y (3.2) con z € 0D
para k =1,2,... n entonces la imagen f(ID) es un poligono.

El siguiente teorema describe la descomposicion de Lebesgue para
la medida de Aleksandrov asociada a un mapeo conforme del disco
unitario sobre un poligono de n-lados.

Teorema 3.2. Sea f : D — C analitica con f(0) =0y f'(0) = 1.
Entonces, Q2 = f(D) es un poligono convexo de n-lados si y sélo si la
medida de Aleksandrov p asociado a f es discreta

(3.3) p&) = Bl (),
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donde z, € dD, kK = 1,2,...,n son las preimagenes de los vértices del
poligono y > 7, Br = 1.

DEMOSTRACION. Si f : D — C es un mapeo a un poligono convexo
de n-lados, por la formula de Schwarz-Christoffel

f”Z B
(2) Zz—zk'

Se sigue de la representacién de Herglotz que

S = 142l :1+i 2

Dg—z f'(2) = kT %
B - "L 2205, B u ZL+ 2
- Sy _Z_;ﬁk(%_z)

por lo tanto
+ z = 2+ 2
(3.4 [ o =Y n (22).
Tomando parte real en (3.4) obtenemos que
— 2P, 1|z
| fe= Zﬁ’ﬂzk—zw'
oD

Sea z =rt, 0 <r <1, |t| = 1 entonces

1—r 1—1r?
Cuando z; # t tenemos por el Teorema de Fatou que
(Dp)(t) = lm (Pp)(rt) = li / LT )
e 1m T = 11m
a r—1- 2 r—1- ) |€—7t]? At

1—r?
= l =
o Zﬁk |z — rt|?

Por la proposicién 1.1, esto dice que p no tiene masa sobre 0D — {¢ :
t# 2z, k=1,2,...,n} donde los puntos z; son las preimagenes de los
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vértices del poligono de n-lados. El andlisis de arriba nos dice que

k=1

Reciprocamente, si la medida de Aleksandrov p asociada a f es de la
forma (3.3) entonces

"(z 22p(z z .z
) so()):ié i 23

; _ k
fl(z)  1—zp(z §— — 2 — 2

= 2r(z)

donde z;, € OD y > Bx = 1. En particular, ¢ es una funcién racional
analitica en el disco unitario, dada por

r(z)
3.9 = —
(35) () = T3
Como Re {r(z)} = —% para cada z € dD con z # z, k= 1,2,...,n,
lo cual implica que |h(z)| = 1. Los puntos zj son polos de r(z) y luego
lp(zx)| = 1 por (3.18). Luego, |h(z)| = 1 sobre dD y h es un producto
de Blaschke por Teorema 1 en [6] f es un mapeo convexo a un poligono

de n-lados. O

Sip(z) =1+ chzk € P entonces |¢,| < 2 para cadan =1,2,...
k=1
y la igualdad ocurre si y sélo si

m ia+2mik/m
(3.6) P =3 b
para alguna constante oy Si,...,8, = 0 con Y f; = 1. En otras
palabras, las funciones extremales para la clase P lo constituyen fun-
ciones p que estan asociadas a una funciéon f convexa que mapean el
disco sobre un poligono de de m-lados y tal como vimos en el Teorema
anterior la medida de Aleksandrov o € Mp asociada a f es una medida

discreta con masa en las preimagenes del los vértices del poligono.

2. Poligonos curvilineos

Si 2 es un dominio de Jordan y f mapea D conformemente sobre

(), entonces podemos utilizar la parametrizacion conforme

L=00: w(t)=f"), 0<t<2r.
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Supongamos que [(t), la direccién del dngulo de la tangente hacia
adelante de ' en w(t), es de variacién acotada. Entonces la funcién
se puede escribir como

ﬁ = 6salto + ﬁsing + ﬁabs

donde B0 €s constante excepto por una cantidad numerable de saltos,

Bsing s continua y B, = 0 para casi todo t, y B es absolutamente
continua, es decir, la integral indefinida de su derivada.
En el caso en que hay solo un nimero finito de saltos y que Bsing = 0,

se tiene por la férmula de Schwarz-Christoffel generalizada

n
(3.7) Fi(2) = FO0) (1 = e rz)-2e?
k=1
1 [ , ,

donde ¢(z) = —%/ log(1 — e ™2)B'(t) dt y 2z, = €™ € ID son las
pre-imagenes de los \gértices, con 0 < Bx < 1. Observe que, si el dominio
Q) estd acotado por segmentos lineales entonces f'(t) = 0 excepto en
los vértices y se obtiene la férmula de Schwarz-Christoffel clasica.

Geométricamente las transformaciones f que satisfacen (3.7) ma-
pean D sobre el interior de un dominio acotado por los pre-vértices en
los puntos z, = e‘* € 9D y curvas que unen estos vértices que no son
necesariamente segmentos lineales, a este tipo de dominios les llamare-
mos poligonos curvilineos. En el contexto de aplicaciones convexas es
necesario que las curvas que unen estos vértices tengan curvatura con
signo positiva.

A continuacién establecemos un reciproco de esta situacion

Teorema 3.3. Sea f : D — C un mapeo convexo con f(0) = 0
y f(0) = 1. Entonces, si Q = f(D) es un poligono curvilineo con n
vértices entonces la medida de Aleksandrov u tiene parte absolutamente
continua

pa(e®) = B(5) = 3B (m )
k=1
y puntos masa en cada vértice.

DEMOSTRACION. Sea f : D — C el mapeo conforme definido en
(3.7).
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n 2m
Si h(z H(l e )2k v p(2) = exp <—% / log(1 — e "2)3'(t) dt)
= 0

entonces f'(z) = h(z)p(z) y la pre-Schwarziana da

donde

Observe que

log h(z) = Z(_Uk) log(1 — e " 2) 4+ log C

k=1
por lo que
W(z) = 2Bpe ™ “~ B N B
= 2 . =2
h(z) Z 1 _ e—ltkz Z 6Ztk —z Z z — eltk
k=1 k=1 k=1
Ademés

1 2 _6—it
'( - _ : / d
#(2) / gt dt

T 1—e ity
1 27 1 ,
= — . t) dt
W/O ()
1 2w 2ﬁ/(t)

= — . dt

2r Jo et —z

Entonces, la pre-Schwarziana para f es

TS N S N ()
17@)_—2222_Zk+§;A et

Note que si f(D) es convexo entonces

1 2w

— | Bdt=1.
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Luego, la representacion de Herglotz queda

f"(z) _ [C+=
f'(2) C—z

oD

9(2) = 1+=z dp(¢)

) 1 27r2 !
= 1+ Pe L AU

2k —2 2w )y, et—z

k=1

"2 1 [¥ et
S e e T ]

Zr— 2 27 et — z
=1 "k 0

Note que si z € JD entonces

z 1
Re {Zk—Z}__§

para z # z1,...,z, € OD.

43

Consideremos la descomposicion de Lebesgue para la medida de Alek-

sandrov j:
dp = Ydm + do

cony € L'(OD) y o L m. Por el Teorema de diferenciacién de Lebesgue

¥ = Dp m en casi todo punto y por el Teorema de Fatou
(D)(Q) = lim (Pp)(r¢)
Si ¢ = €% se sigue que

Y(C) = rlir{lf(Pu)(rC)

) 2T ezt +TC
h Tlig{ Re {/0 —1rC (t)}

B C ) 1 /27r 2t+rc
N rlif{l ZQBkRe {zk —1r( +rli>I{1* 21 Jo et —1rC

() dt

n C 1 /27r 1+ ,r,ei(s—t) ,
= 2 — 1 — f(t)dt
Z PrlRe {zk — (¢ o o 1 —reils—) g

k=1
n 2w
= =) B+ lim [ P(s—t)F(t)dt
—1 T r—1— 0
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La ultima igualdad, se debe al teorema de Fatou y por lo tanto,
P(e®) =p(s) =Y B (mctp).
k=1

Ahora bien, por el Teorema de Nevanlinna, u({(}) > 0, ( € dD si y
s6lo si

Zlimw(z)=1 y [W'(¢)] < oo,

z—C
donde
“\ 2 L[ 2
e e (O
O = R I
w(z) g(Z)—I—l — n 2+ 2 1 o
— P.(s —t)5'(t) dt
;ﬁk(%_z)wﬂ/o (s~ (1)
Considere el arco I',, = {rz; | 0 < r < 1} para £ = 1,2,...,n, vemos
que
2
20y +0(1)
; ; Zp —TZyp
hnqw(rzg) = hrr{ By (ot rad)
r— r—
R L 0(1)
20 —TZzy
2rzB + O(W)(2e —120) 225

= lim

r=1 Bo(zo +120) + O(1) (2 — r20) B2z =1

lo que implica por el Teorema de Lindel6f que £ lim w(z) = 1.
zZ—2zyp

Ahora bien, eligiendo 7 = 1 tenemos que
—1
W(z) = £ 1im CE =L
z2=ze 2 — 2y
Como w(z) = (g9(z) — 1)/(g(z) + 1) obtenemos que
lim w(rzy) —1 _ i -2 1

fm .
=1 Tz — 2 r—=1g(rze) +1 rze— 2

— lm —2(rze — 2¢) 7!

r—1 n 2m
S (22 o [ rte -]
k=1

= 220
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En virtud del teorema de Lindelof, w'(z¢) = 2245 luego |w'(z¢)| = 28, <
oo. Por lo tanto, por el teorema de Nevanlinna u({z,}) > 0 para cada
(=1,2,...,n. O

3. Poligonos convexos con una cantidad numerable de lados
Sean (tx)ren, (t_k)ren dos sucesiones de nimeros reales tales que

limt, =00 y limt_ = —00
k—o0 k—o0

y que satisfacen —oo < - <t < o< <th <t <<t <
< oo, ty = 0.
Sean (ag)ken, (—k)ken sucesiones de ntimeros reales tales que

lim ap = lim a_ = 1
k—00 k—00

y que satisfacen oy € (0,1) y a_y € (0,1).

Sea 2 un dominio acotado en el plano complejo y asumiremos que
0f) es una curva de Jordan constituida por segmentos lineales con una
cantidad infinita de lados. El angulo interior en un vértice del poligono
Ay, (respect. A_y) que corresponde al punto (t) (respect. (t_x)) lo de-
notamos por a7 (respect. a_x7). Los dngulos exteriores los denotamos
por opm =T — aum, 0_), = T — a_,7 y tienden a cero cuando k — oo.
La inclinacion del lado Ay Ay, al eje real es igual a 7 (ao + 2521 ak),
donde o7 es la inclinacion del lado A_;A; al eje real. La inclinacion
del lado A_j,_1A_; al eje real es igual a 7 (ao — Zle O'_k). Asumire-
mos que |op| < 1/2. También asumiremos que los limites existen y son
finitos

n n
(3.8) lim E op =04, lim E o =0_
n—oo n—oo
k=1 k=1

y por un teorema de geometria elemental, la suma de todos los dngulos
exteriores de un poligono cerrado es 2w, luego se cumple la siguiente

relacion
(39) 0'+—|—0'_:O':2,

para el caso en que §2 es un poligono cerrado y en este caso el angulo

interior en el vértice A, es igual a .
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Requeriremos la existencia de los limites

lon— .y
(3.10) lim L lim 2+ = cy

n—-4o0o t k n—-4o0o tn

donde 1 < ¢ y1<ey.
Definimos las funciones constantes a tramos
0, 0<xr<ty
nt(z) =4 =
+ Zaj, tee1 < x < tg, para k> 2
j=1

y la funcién
0, 0z < -t
» k—1
n-(r) =
(z) Za_j , —t 1< T < —t_y, para k>2
j=1
asumiremos que las siguientes condiciones se satisfacen:

a_(z)

o_—n'(z) = P a_(x) < M,
(3.11) axug
o —ni(x) = ;p ;o ag(z) < M,,

donde p satisface la desigualdad 0 < p < 1, M, es una constante
positiva, y x € (0, +00).
Sea 7. el exponente de convergencia de la sucesion (t;), asumimos

que el limite

1
(3.12) 7 = lim 2

n—oo 11’1 tn

>0

existe y que satisface la desigualdad 7, < 1;
1
T_:limL>0, T_<1.
n—oo In(—t_,)
El siguiente teorema es una generalizacién de la férmula de Schwarz-
Christoffel para un poligono de infinitos lados que se puede hallar en

[27] (ver también [26])

Teorema 3.4. Sea h un mapeo conforme del semi-plano superior
Im{C} > 0 sobre el interior de un poligono acotado Q2 con dngulos oy,
a_ym, k=1,2,...,00, que satisfacen (3.8) y (3.11). Sean (tx) y (t—x)
dos sucesiones mondtonas sobre el eje real que convergen a oo y —o0,
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respectivamente, que corresponden a los vértices del poligono. Si estos
puntos son dados y satisfacen (3.10) y (3.12), entonces

¢ > ~Ok
(3.13)  h(Q) :COeWO/O 1T (1—5) d¢ + Ky

k

k=—00

donde Cy > 0, Ky es una constante arbitraria y o9 € (—1/2,1/2).

Los detalles de la demostracion de este teorema se encuentran en
[27]
Mediante las transformaciones

C:Z,(lez) Z:C—i
1—2)" ¢+

las cuales mapean del disco unitario |z| < 1 sobre el semi-plano superior

Im{C} > 0, podemos también obtener desde (3.13) una férmula para
el mapeo conforme f del disco unitario sobre el poligono €2 de infinitos
(numerable) lados. Tenemos que

(9" - (e )"
tk N tk 1—2

_ ((tk —4) — 2(ty +i))2ﬁk

tk(l - Z)
to+i 17 (b —i 20
= - — z
tr(1—2) ty 41
y .
ac 2
dz (1 —2)%°
Si denotamos por z; los puntos
e — 1@
2. =
F tr +1

sobre el circulo unitario el cual es mapeado sobre el vértice de indice
k, se sigue de (3.9) y (3.13) que el mapeo conforme f del disco unitario
sobre () satisface

(3.14) f(z) =C /OZ H (z — z,) " PPrdz + K,

donde C; > 0, K; es una constante arbitraria y 5y = o/2.
A continuacién damos una generalizacién del teorema 1 en [6]
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Teorema 3.5. Sea f : D — C una funcion convera que satisface

/G 20()
F2) T 1= 2()

para alguna funcion analitica ¢ con |p(z)| < 1. Entonces ¢ es un

producto de Blaschke infinito si y solo si f mapea D sobre el interior
de un poligono de infinitos lados.

DEMOSTRACION. Sea f : D — C mapeo convexo al interior de
un poligono de infinitos lados. Sean 2z, € JD con k € Z los pre-
vértices del poligono de infinitos lados f (D) y denotamos por vy = f(2x)
los correspondientes vértices del poligono. Construimos la sucesién de
poligonos €2, (n > 3) de n+1 lados formados por el conjunto de vértices

{v_gy...,v_1,V0,01,...,05} sl n = 2k es par y formado por el conjunto
de vértices {v_g,...,v_1,00,V1,...,Vk+1} si n = 2k + 1 es impar. En-
tonces, la sucesion €, de poligonos converge a f(ID) en el sentido de
Carathéodory.
f(D) : g f(D)
V_o () V_2 V2
V_1 % U1 V-1 b U1

Debidamente normalizados los mapeos de Schwarz-Christoffel f,, de D
sobre €2, convergen localmente uniforme a f. Cada mapeo f, es de la

forma
fz) = Co [T (2= 2) %
k=—n
y satisfacen
£ 200(2)
fa(z) 1= zen(2)

para una sucesion de productos de Blaschke finito ¢, de grado n + 1.

(3.15)

Ahora bien, podemos expresar ¢, en términos de la pre-Schwarziana
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de la sucesion f,, como

pn(z)
2+ zp,(2)

donde p,(z) = f(2)/f!(z). Entonces, ¢, converge localmente uniforme

on(2) =

a ¢ y por construccién ¢ es un producto de Blaschke infinito. Recipro-
camente, si @ es un producto de Blaschke infinito,

ad lo| 2z — ag
QP(Z) = H—i_ ) |C¥k| <1.

o 1 — oz
ooy Ok k

Si consideramos el producto parcial

H o 1_%2, log| < 1.

entonces los mapeos f,, que satisfacen (3.15) mapean ID sobre un poligono
2, de n-lados y por el teorema de convergencia de Caratheodory f,
converge localmente uniforme a una funciéon f que mapea I sobre un

poligono de infinitos lados. U

El siguiente teorema describe la descomposicion de Lebesgue para
la medida de Aleksandrov asociada a un mapeo conforme del disco
unitario sobre un poligono de una cantidad numerable de lados que es
una generalizacion de lo obtenido en la secciéon 1.

Teorema 3.6. Sea f : D — C analitica con f(0) =0y f(0) =1
Si Q = f(D) es un poligono convexo de una cantidad infinita de lados
entonces la medida de Aleksandrov p asociado a f es discreta

(3.16) &) =" Bid., (&),

k=—o00
donde z, € dD, kK = 1,2,...,n son las preimagenes de los vértices del
poligono y Z Br = 1.
k=—o00

DEMOSTRACION. Si f : D — C es un mapeo a un poligono convexo
de n-lados, por la formula de Schwarz-Christoffel

f” Br
:z_: Z — Zk '
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Se sigue de la representacién de Herglotz que

2 = 140 gy B

| £ o T

= e Y ey a2

k=—00 =—00 k=—00

por lo tanto

om [ S (25)

oD

Tomando parte real en (3.17) obtenemos que

1-— ,z|2 1— |z

Br——5 -

|§— |2 Z |2 — 2[?
Sea z =rt, 0 <r <1, |t| = 1 entonces

1—r? 1—r?

\5 — 7‘t|2 Z B |ze — 1t
Cuando z # t tenemos por el Teorema de Fatou que

(Dt = lim (P(r)
1—r
= rliril/|g—rt|2 He)

2

1—r
pr— 1/ 7:0

r—1-

Por la proposicién 1.1, esto dice que p no tiene masa sobre D — {¢ :
t # 2z, k € Z} donde los puntos z; son las preimagenes de los vértices
del poligono. El analisis de arriba nos dice que

k=—00



4. POLIGONOS CURVILINEOS CON INFINITOS VERTICES 51

Reciprocamente, si la medida de Aleksandrov p asociada a f es de la
forma (3.16) entonces

f"(z)  22¢(2) 2/ z du(€) = 2 f:
oD k=—o0

Z%z = 2r(z)

z = =

f(z) 1=2zp(z) -z 2k
donde z;, € D y > Bx = 1. En particular, ¢ es una funcién analitica
en el disco unitario, dada por

r(z)

(3.18) zp(z) = 7

Como Re {r(z)} = —% para cada z € dD con z # z, k= 1,2,...,n,
lo cual implica que |p(z)| = 1. Los puntos z; son polos de 7(2) y luego
lp(zx)| = 1 por (3.18). Luego, |¢(z)| = 1 sobre 0D y h es un producto
de Blaschke por Teorema 3.6 f es un mapeo convexo a un poligono de

infinitos lados. O

4. Poligonos curvilineos con una cantidad numerable de

vértices

Si h es un mapeo conforme del semi-plano superior sobre un poligono
de infinitos lados que satisface las condiciones del teorema 24, entonces
asociada a esta aplicacion tenemos la aplicacion f que mapea el disco
unitario sobre un poligono de infinitos lados y que satisface la relacion
(3.14).

Teorema 3.7. Sea f un mapeo conforme de D sobre un dominio €2
de borde rotacional acotado. Supongamos que existen sucesiones (o)
y (a—k), k € N que satisfacen (3.8) y (3.11). Sean (tx) y (t_x) dos
sucesiones monotonas sobre el eje real que convergen a oo y —o0, re-
spectivamente, estos puntos son dados y satisfacen (3.10) y (3.12). Si la
direccion de la tangente hacia delatante B de I' = 082 es absolutamente
continua excepto por una cantidad infinita de saltos mo, = T — oy,
k € Z en €' entonces

7 = £10) T (- ety exp (—% / log(1 - e‘“z)ﬁ’(t)dt) |

k=—00
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DEMOSTRACION. La convergencia del producto infinito queda garan-
tizado por el teorema 3.4. Por otro lado, en la descomposicién de la
funcién de variacién acotada, 8 es absolutamente continua excepto en
los saltos en los puntos t;. Como
1
m

o0

2T
/ log(1 — e "2)dBsaiio = Z orlog(l —e " z) .
0

k=—o0

(3.19)

Ahora bien, por el teorema de Paatero tenemos que

27
o £(2) = 1og £0) = = [ log(1 = e )5

para todo z € D, la igualdad se sigue exponenciando esta igualdad y
usando (3.19). O

Usando las mismas técnicas utilizadas en el Teorema 3.3 se ob-
tiene una generalizacién de este resultado para mapeos a poligonos
curvilineos con una cantidad infinita de vértices, omitiremos su de-

mostracion ya que se sigue textual de lo hecho en el Teorema 3.3.

Teorema 3.8. Sea f : D — C un mapeo convexo con f(0) =0y
1'(0) = 1. Entonces, si Q2 = f(D) es un poligono curvilineo con infinitos
vértices entonces la medida de Aleksandroc i tiene parte absolutamente
continua

pa(€®)=B'(s) = > B (m c.tp)

k=—o0

y puntos masa en cada vértice.



Capitulo 4

Resultados sobre espacios H”

1. La desigualdad de Schwarz-Pick

Si f € C entonces, sabemos que, g(z) =14 zf"(2)/f'(z) pertenece

a la clase P. Como ¢(0) = 1, esto dice que g es subordinada al mapeo
1
del plano superior ¢(z) = 1j, luego existe w : D — D analitica con
—z

w(0) = 0 tal que

En otras palabras,

z2f"(z) 14w
fllz) 1-w

Por el Lema de Schwarz, |w(z)| < |z| en D. Con la notacién p(z) =

(), _ 2w(z)
& T TowE)

w(z)/z, esto da la representacion

/12 20(2)
F2) T 20(2)

para la pre-Schwarziana, donde ¢ es una funcién analitica que satisface

(4.1)

lp(2)] < 1 en D. Se sigue de la representacion de Herglotz que

o) ") [ @)

filz) ") (-
r

donde I' = 0D. Para ¢ € I sea

-]z 1-%C

bC:bC(Z):g C—z C—Z‘

Observe que |b¢| = 1.

53
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Teorema 4.1. Con las notaciones de arriba se tiene:

(b — by)*dpcdp,

(1— 12

b M )| //|b<—bn| dpcdyy

r r

(4.3)

DEMOSTRACION. Calculamos la Schwarziana de f en términos de
la funcién ¢ y de la medida pu, obteniéndose

2¢'(2) dp(Q) dp(Q)
Si=) = (1—zw(2))22/(C—z)2_2(F <—z)

r

= //(Ciz—niz)zdu(é)du(n)
= e [ i,

r r

por lo tanto

(1—12*)?
|1—zso

(4.4) 2 (C)dp(n)| -

Rescribiendo el término de la izquierda como

(1= 12— fe(x)]*) (1= [z)€'(2)]
1= 20(2)]? 1—lp(z)]*

(4.5) 2

y afirmamos que

(1) 2= 010D //Ibc—bldu( ).

y por (4.4) y (4.5) se sigue el teorema.
Para probar (4.6), observe primero que

L= =l (- ' olz) -~
1= 2(2)P
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y por (4.1) y (4.2) se ve facilmente que es igual a
2
dp (<)

=2(1-|z—(1— |2 —
FC ©

Por otro lado,

[ [ = bilan@dnn = 2 (1| [ bedu(©

r

como habiamos afirmado. O

Hemos deducido una expresion para (1—|z|?)|¢'(2)]/(1—|¢(2)[*) man-
ifiestamente acotado por 1 por la desigualdad triangular. En otras pal-
abras, se ha obtenido el Lema de Schwarz-Pick como consecuencia de
la desigualdad triangular.

2. Automorfismos del disco

Observe que en general toda automorfismo del disco se puede de-

scomponer como en la siguiente proposicion

Proposicién 4.1. Siw : D — D es analitica conw(0) = 0, entonces

(+z
(—z

w(z) = B(z)exp | — dp(¢)
oD
donde B es un producto de Blaschke formado por los ceros de w y

,U/EM]D)-

DEMOSTRACION. La funcién h(z) = w(z)/B(z) es analitica en D y
satisface 0 < |h(2)| < 1. Entonces, — log |h(z)| es una funcién arménica
positiva, luego por el teorema de Herglotz, existe una medida p € My
tal que

~log|h(z)] = / "0 — )du(t)
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la completacién analitica nos da

he) = exp(—:éwrét+zdu<>—ihn{h«»})

et

(+z
(—z
D

donde v = —Im {h(0)}. O

= eexp | —

du(C) |

Por lo que, si la medida p en la proposicion anterior es singular con
respecto a la medida de Lebesgue entonces el segundo factor es una

funcién interna singular y w es una funcion interna.

Teorema 4.2. Sea f un mapeo convexo a un poligono curvilineo
de n vértices con
f"(z) _ 2¢(z)

fi(z) 1= zp(2)

para alguna funcion analitica ¢ con |g0(z)| < 1 en D. Entonces, ¢ es

una funcion interna si y sélo B'(s) Zﬁk m-c.t.p.

En otras palabras, la funciéon ¢ es interna si y sélo si los lados no
rectilineos del poligono son arcos de circulo.

DEMOSTRACION. Si ¢ es interna entonces w(z) = z¢(2) es interna
luego

lim(1 - () =0 ctp
y se sigue que

o 1—Jw(r¢)|?
= 3 A= (i) = lim T

lo que implica que f'(s) = > Bk es constante m-c.t.p. Reciprocamente,
si B'(s) = > Br m-c.t.p, entonces

1= w0
PO

=0

=0 m—ctp.

Pero como
lim |1 —w(r{)| > 0
r—1
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para casi todo ¢ € 9D por lo que necesariamente se cumple que
lim(1 — |w(r¢)]) =0 c.t.p
r—1

es decir, w es interna y luego ¢ lo es. O

3. Dimension de Hardy

Para funciones f que estdn en H? para algin p € ]0, co] definimos
la dimensién de Hardy de f por

dimpy» (f) = sup{p €]0,00] | f € H"}.

En [18] se determina la dimensién de Hardy para mapeos conformes
del disco unitario sobre un poligono de n-lados dados por la féormula
de Schwarz-Christoffel. Generalizamos este resultado para el caso de
mapeos conformes del disco unitario sobre un poligono con una canti-

dad numerable de lados.

Teorema 4.3. Sea f un mapeo de Schwarz-Christoffel de una canti-
dad numerable de vértices Ay = f(z1) de dngulo exterior 2pym (k € 7).

Entonces
1

dime (f/) = 25

donde Bmax = MAax fy.
keZ

DEMOSTRACION. Si f es un mapeo poligonal con una cantidad
infinita de lados normalizada f(0) = 0 y f(0) = 1 entonces ba-
jo las hipotesis del Teorema 3.4 la férmula generalizada de Schwarz-
Christoffel satisface

o0

f(z) = H m, 2z, € 0D (k € Z), Z Br=1.

k=—o0 k=—o0

En virtud del criterio geométrico, vemos que f' € HP para todo p <
1/2, luego f'(e®) existe para casi todo 0 € [0,27] y
27

27
lim |f’(7’eie)|pd9 = / |f’(ei0)|pd9 )
0

r—1 0
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Ahora bien dado ¢ > 0, por la convergencia localmente uniforme de

H 5 , podemos elegir m € N tal que
L [e = 2P

5 vt e ()

|k|=m+1

para una cualquier constante M > 0 fija. Por la construccion del mapeo
de Schwarz-Christoffel de una cantidad numerable de vértices, los pun-
tos 2z (k € Z) estan ordenados sucesivamente sobre 0D y definimos

d=min{|zx — zx_1| : |k|=1,2,...,m}.

Claramente d > 0 como los puntos zj son aislados si |k| =1,2,...,m.
Ahora tomando ¢, = 1 (arg(z;,)+arg(z,—1)) (|k| = 1,2,...,m) y observe
que

; d
|6Z6_Zk|>§ (|k|:172aam)

para 0 ¢ [tp_1,t;]. Tenemos que

"~ 1 - 1
H |60 — 2 2Bep exp | 2p Z P log e — 2
|k|=m+1 |k|=m+1
[o¢]
< exp | 2p Z By log ———
= |0 — 2]
|k|=m+1
< 1
=~ M2€p
Entonces, para |j| =0,1,...,m — 1 tenemos que
ZS I tiyr M o
/ |f/(629)|pd6) _ / H |629 Zk| 2B8Lp H |629 _ Zk|—25kpd6)
tj k=—m |k|=m+1
2\ P e >
< (8) / | — ;| 72PP H e — 2| 72PePdp
t |k|=m+1

/N

2 Kp 1 2 : .
<g> M2€p/(; |€€ - Zj‘ 2ﬁjpd9
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Por otro lado, note que si 6 € [t,,t_n] v |k| = 1,2...,m entonces
le? — 2| = C > 0 luego

tm tm m i
1(,i0 i0 —284 0 —2
/ 1f'(e?)Pdo = / IT 1€ =zl T e — 2| **%do
t=m t-m k=—m k|=m+1
t’UL m O
< / H C—28kp H |620_2k|—26kpd9
t-m k=—m k|=m+1
t’UL OO
— / e? _ Zk|—2ﬁkpd9
tem k)= m+1
< M2€p|tm t—m|
Se sigue que
m—1

2r ' J+1 tm )
/ PP = / ¢V P + / /(66
0 t_m

m— ) Kp 1 27 0 25
= = e — z;|~Pdh
d) w1

HOM

<

CEr

+M2€p

el cual es finito si y sélo si p < ﬁ Podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que la sucesion (By)rez es decreciente, y vemos que

fledr Bmax = MAX Sy
keZ

|tm _t—m|

O
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