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Resumen

A.—ALGEBRAS EN GEOMETRIA RIEMANNIANA

Maria José Moreno Silva
Mayo /2019

Director: Dr. Enrique Reyes Garcia

Probaremos una relacién entre la estructura candénica de A, —algebra en una
variedad Riemanniana compacta n—dimensional inducida por el complejo de De
Rham y una A estructura “torcida” definida con ayuda de endomorfismos de

1—formas. Estas estructuras seran obtenidas con el teorema de Zhou-Merkulov

sobre las dga’s (A,d,-) and (A, dp, ).

Mas generalmente, probaremos que a partir de las mismas algebras graduadas,
pero con diferenciales distintos, es posible construir estructuras cuasi-isomorfas,
a nivel de A, —algebras, en sus respectivos complejos de cohomologia. Como
una aplicaciéon probaremos que si M es una variedad Riemanniana sin frontera,
compacta, orientable y de dimension n, el complejo de cohomologia de De Rham
asociado a los espacios de k—formas (2(M), d, A), donde d es la derivada exterior
y A el producto exterior, y la cohomologia asociada a (Q2(M),dp, \) en que h es
un endomorfismo de 1—formas, son estructuras A, —cuasi-isomorfas cuando h es

invertible o induce una equivalencia de cocadenas.

Palabras Claves: A, —algebras; Descomposicién de Hodge; Geometria Rieman-

niana.
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Abstract

A.—ALGEBRAS IN RIEMANNIAN GEOMETRY

Maria José Moreno Silva
May /2019

Advisor: Dr. Enrique Reyes Garcia

We show a relation between the canonical structure of A, —algebra in a compact
n—dimensional Riemannian manifold induced by the De Rham complex and a
“twisted” A, structure defined with the help of endomorphisms of 1—forms.

These structures will be obtained with Zhou-Merkulov’s theorem on the dga’s

(A,d,-) and (A, dp, ).

More generally, we show that from the same graded algebras, but not the same
differential, it is possible to construct quasi-isomorphic A, structures on their
respective cohomology complexes. As an application we show that, if M is a
compact orientable n—dimensional Riemannian manifold without boundary, the
De Rham cohomology associated to k—forms spaces (Q(M),d, A) where d and
A are a exterior derivate and exterior product, respectively, and the cohomology
associated to (2(M), dp, A) in which A is an endomorphism of 1—forms, are quasi-

isomorphic A, —structures when h is a invertible or induces a cochain equivalence.

Keywords: A, —algebras; Hodge decomposition; Riemannian Geometry.
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“Mathematics, rightly viewed, possesses not
only truth, but supreme beauty - a beauty cold
and austere, like that of sculpture, without
appeal to any part of our weaker nature,
without the gorgeous trappings of painting or
music, yet sublimely pure, and capable of a
stern perfection such as only the greatest art
can show.”

(Las Matemdticas, consideradas correctamente, poseen
no solo la verdad, sino también una belleza suprema -
una belleza fria y austera, como la de la escultura, sin
apelar a ninguna parte de nuestra naturaleza mas débil,
sin los hermosos adornos de la pintura o la musica,
pero sublimemente pura y capaz. De una perfeccion

severa como la que solo el mejor arte puede mostrar.)

Bertrand Russell (1872-1970)

Filésofo, matematico, escritor y critico social
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Introduccién

La nocién de estructura de A.-algebra o algebras de homotopia fuerte (abreviado
sha-algebra, por sus siglas en inglés) fue introducida por James Dillon Stasheff
en su articulo titulado “Homotopy Associativity of H—spaces. II” publicado en
Agosto de 1963 en Transactions of the American Mathematical Society, ver [18].
En mas detalle, Stasheff define A, —algebras como una herramienta para el es-
tudio de leyes asociativas desde el punto de vista de la teoria de homotopia en
H —espacios, como una generalizacion de un grupo topolégico, donde la carac-
teristica esencial que se conserva es una multiplicacién continua g : X x X — X
y un elemento neutro e € X tal que las dos funciones X e y X M) x
sean homotopicas a la identidad. De manera poco precisa una A, —algebra es
un espacio vectorial graduado equipado con una cantidad infinita de operaciones
multilineares i1, ito, pis, . . . satisfaciendo ciertas condiciones de compatibilidad,

una definicién rigurosa puede ser consultada en el capitulo 2.

Autores como Kajiura [5,6], Palmieri et al. [26,27], utilizan A, —estructuras co-
mo herramientas para sus estudios. Kajiura en su articulo “An A, —Structure for
lines in a plane”, [6], construye explicitamente una A, —estructura para una ca-
tegoria de Fukaya de un ntimero finito de lineas (en una subvariedad Lagrangiana
de una variedad simpléctica) en R?. Palmieri et al. [26], en el articulo “Regular al-
gebras of dimension 4 and their A,,—Ext-algebras” construye algunas familias de
algebras regulares Artin-Schelter de dimensién 4, donde una de las herramientas
principales son las A, —Ext—algebras. También Stasheff [18, p. 301] sefiala que
las A, —estructuras sobre la cohomologia de un espacio topolégico determinan
espacios de loops, y Kadeishvili [4] aplica estas estructuras en la cohomologia de

los espacios fibrados.

Un problema importante es la construccién de ejemplos de A, —élgebras. Mer-



kulov en el afio 1999, en su articulo “Strong homotopy algebras of a Kahler
manifold” [13] construye una estructura de A.-algebra en la cohomologia aso-

ciada a un complejo como un caso especial (y explicito) del siguiente teorema de
Kadeishvili.

Teorema de Kadeishvili: Sea A un A, —dlgebra y sea H(A) el grupo de coho-
mologia de A. Eriste una estructura de Ao,—dlgebra en H(A) con p; = 0, po
inducido por la multiplicacion en A, y las multiplicaciones superiores construidas
desde la estructura A.,—dlgebra de A, tal que existe un cuasi-isomorfismo de
As—dlgebras F' - H(A) — A, que es levantamiento del As,—morfismo identidad
de H(A). Esta estructura de An—dlgebra sobre H(A) es unico salvo Ay, —iso-

morfismos.

El teorema de Kadeishvili es un teorema de existencia, y no presenta explici-
tamente las multiplicaciones de orden superior. En cambio Merkulov construyd
una clase especial de multiplicaciones superiores para H(A,d), que pueden ser
definidas inductivamente. Interesantemente, el articulo de Merkulov contiene un
error que ha limitado un tanto su uso. Una de las metas de esta tesis es corrigir

este error y re-hacer el Modelo de Merkulov.

Zhou [29] demostré que el Modelo de Merkulov puede usarse para construir una
estructura de A, —algebras en el espacio de las formas armoénicas de cualquier
variedad Riemanniana cerrada orientada, y revisé la teoria de Hodge abstracta
de un dlgebra diferencial graduada (DGA). La teoria de Hodge, ver [25], fue desa-
rrollada alrededor de 1930 por el matematico escocés William Vallance Douglas
Hodge. Es una herramienta importante en geometria diferencial, para el estudio
de formas diferenciales en una variedad diferenciable M. Wagner [25] afirma que
esta teoria proporciona informacién sobre los grupos de cohomologia de M, me-
diante el uso del operador laplaciano asociado a una métrica de Riemann definida
en la variedad. Del teorema de Zhou es posible desprender que si una dga pre-
senta una descomposicién de Hodge, entonces es posible dotar a su complejo de
cohomologia asociado una estructura natural de A,,—&lgebra, pero no se especifi-
ca explicitamente cada operaciéon de orden superior. En cambio del teorema de
Merkulov es posible, conociendo la existencia de la estructura de A, —algebra en
el complejo de cohomologia asociado, construir inductivamente cada una de las

operaciones de orden superior.



Consideraremos como un solo teorema los resultados principales de cada uno de
estos autores: Zhou y Merkulov. Ellos no tienen un trabajo en colaboracién, pero
sus ideas respectivas son pertinentes, para nuestro trabajo, para juntarlas en un

solo resultado, que llamamos Teorema de Zhou-Merkulov.

Teorema de Zhou-Merkulov: Para toda dga (A,d,-) con métrica euclidia-
na o hermitiana tal que d tiene un adjunto formal d*, A tiene descomposi-
cion de Hodge A = H @ img d @ img d*, y existe una estructura de A —dlge-
bra en H con multiplicaciones superiores my = d, ms = o, y para n > 3
my, = (id — [[d, Gqd*]]) A\ = prygha, con A, ver difinicion 2.7.

Eiseman y Stone, inspirados por el trabajo de Frolicher y Nijenhuis [16], en 1974
obtienen una generalizacién del clésico teorema de descomposicion de Hodge en
el contexto de variedades Riemannianas M, ver [20]. Para esto, consideraron una
1—forma vectorial A no singular, tal que el tensor de Nijenhuis, introducido en
la tesis de doctorado de Albert Nijenhuis, se anula. Ellos probaron que existe
una derivada exterior dj, asociada a M, distinta a la derivada exterior usual.
Los autores probaron que la derivada exterior dj tiene un adjunto d, que respeta
el producto interno usual entre formas diferenciales, ver [19,20]. Este hecho les
permitié definir un operador diferencial de segundo orden Ay, que es una gene-
ralizacion del operador Laplace-Beltrami. Y consecuentemente obtuvieron una

generalizaciéon del clésico teorema de la descomposiciéon de Hodge.

Inspirados en los trabajos de Stasheff, Merkulov, Zhou, y Eiseman y Stone, surge
la siguiente pregunta ;Se podrd “algebreizar” lo realizado por Eiseman y Stone y
obtener, usando el teorema Zhou-Merkulov, estructuras A, diferentes (o quizés

cuasi-isomorfas) a la obtenida de la cohomologia de De Rahm?

Uno de los puntos principales en la motivacion para responder esta pregunta, y
por lo tanto realizar este trabajo, fue profundizar en el estudio de estructuras
A-algebra con el objetivo de otorgar al complejo de cohomologia asociado a un
espacio vectorial graduado cualquiera una estructura de A..-algebra. Otra moti-
vacién, dada la dificultad en construir ejemplos de A, —algebras, fue determinar,
en caso de existir, una estructura de A..-algebras sobre variedades Riemannianas
compactas diferente a la que se puede obtener a partir de la cohomologia de De

Rham. Y si existe, compararlas y contrastarlas.



El objetivo de este trabajo es, por lo tanto, mostrar una relacién entre la estructu-
ra candnica de A,,—algebra en una variedad Riemanniana compacta n—dimensional
inducida por el complejo de De Rham y una A, estructura “torcida” definida
con ayuda de endomorfismos de 1—formas. Estas estructuras son obtenidas con
el teorema de Zhou-Merkulov sobre las dga’s (A,d,-) and (A,dp, ). Mas gene-
ralmente, probamos que a partir de las mismas algebras graduadas, pero con
diferenciales distintos d y dj,, es posible construir estructuras cuasi-isomorfas, a
nivel de A, —algebras, en sus respectivos complejos de cohomologia. Como una
aplicaciéon probamos que si M es una variedad Riemanniana sin frontera, com-
pacta, orientable y de dimensiéon n, el complejo de cohomologia de De Rham
asociado a los espacios de k—formas (2(M), d, A), donde d es la derivada exterior
y A el producto exterior, y la cohomologia asociada a (2(M),dp, \) en que h es
un endomorfismo de 1—formas, son estructuras A,,—cuasi-isomorfas cuando h es

invertible o induce una equivalencia de cocadenas.

A continuacién se enuncian nuestros resultados principales:

Teorema A:
Sea h : AY — A una funcién lineal tal que existe ht y [h,h] = 0; entonces
existe un cuasi-isomorfismo de dga’s, h : (A,d,-) — (A, dp,-). Ademds, h induce

un cuasi-isomorfismo de As—dlgebra entre (1, {mn},~1) ¥ (Ha, {ftn}tns1)-

Teorema B:

Sea h : AL — A' un endomorfismo tal que el morfismo h es una equivalencia
de cocadenas y suponga ademds H de tipo finito y [h,h] = 0. Entonces existe
un cuasi-isomorfismo de dga’s h : (A,d,-) = (A,dy,-). Ademds, h induce un
cuasi-isomorfismo de Ax—dlgebra entre (H,{mn},~1) ¥ (Ha, {ttn}1)-




Aplicacion:
Sea M una variedad compacta diferenciable de dimension n, considere el espacio

de las k—formas diferenciables, Q" (M) = @ QF (M) con diferencial d y producto
k=0

A, derivada exterior y producto exterior, respectivamente. Sea ademds
h: QY M) — QY(M)

un endomorfismo tal que el morfismo h es una equivalencia de cocadenas Y
[, h] = 0. Entonces existe un cuasi-isomorfismo de dga’s h : (Q*(M),d, \) —
(Q*(M), dp, N). Ademds, h induce un cuasi-isomorfismo de As—dlgebra entre
(Har(M), {mn},=1) ¥ (Hn {tin}ns,), donde Hyp(M) es la cohomologia de De
Rham.

La tesis es organizada como sigue:

En el capitulo 1 estableceremos definiciones y convenciones basicas sobre algebras
graduadas. Comenzaremos definiendo qué entendemos por un espacio vectorial
graduado, un algebra graduada y un algebra diferencial graduada. También defi-
nimos complejo de cocadena y cohomologia de complejos. Al finalizar este capitulo
presentamos como ejemplo al complejo de De Rham, complejo construido en el

conjunto de las k—formas diferenciales de una variedad diferenciable.

En el capitulo 2 definimos cuando un complejo tiene estructura de A, —algebra.
Ademas definimos morfismos entre espacios vectoriales que tengan estructura de
A, —algebra, expondremos algunos casos particulares de morfismos y definimos
un cuasi-isomorfismos entre estas estructuras. Luego, se construird el Modelo de
Merkulov. Al finalizar el capitulo probamos que el Modelo de Merkulov puede ser

visto como un teorema de transferencia homotopica.

En el capitulo 3 mostramos que una dga A con métrica (euclideana o hermitiana)
siempre posee descomposicién de Hodge. Ademas mostramos, usando la idea de
Zhou, que el complejo de formas arménicas asociado a la dga A tiene una estruc-
tura natural de A, —algebra. Mostramos también que si una dga esta dotada de

métrica euclidiana o hermitiana, siempre admite una descomposicion de Hodge.

En el capitulo 4 presentamos los resultados principales de nuestra investigacién

que es: a partir de las mismas algebras graduadas, pero con diferenciales distintos,



uno “perturbacién” del otro, es posible construir estructuras cuasi-isomorfas, a

nivel de A, ,—4&lgebras, en sus respectivos complejos de cohomologia.

La decisién de escribir esta tesis en espanol y de describir, dentro de lo posible, de-
talladamente cada capitulo, fue debido a que después de una revision bibliografi-
ca, el estudio de algebras diferenciales graduadas, de estructuras A, —algebras
y de descomposicién de Hodge generalizada es practicamente inexistente en este

idioma.



Capitulo 1

Algebra Diferencial Graduada (dga)

El presente capitulo tiene como objetivo establecer las definiciones y convenciones
basicas sobre dlgebras graduadas. Comenzaremos definiendo qué entenderemos
por un espacio vectorial graduado, un algebra graduada y un algebra diferencial
graduada. También definiremos complejo de cocadena y cohomologia de comple-

jos.

En este capitulo trabajaremos sobre un cuerpo arbitrario K de caracteristica

diferente de 2.

Para simplificar la notacién, diremos “lineal”, “bilineal”, “espacio vectorial”, etc.
en vez de “K—lineal”, “K—bilineal”, “espacio vectorial sobre K”; y a los funtores

Homg(—,—) y — ®k — los denotaremos simplemente por Hom(—,—)y — ® —.

1.1 Espacio Vectorial Graduado

Las definiciones y propiedades que estableceremos en esta seccién son esencial-
mente las mismas a las utilizadas por Félix, Halperin y Thomas [21] y May [12],
con algunos cambios y con detalles no tan evidentes que haremos notar a medida

que aparecen.



Definicién 1.1 (Espacio Vectorial Graduado):
Un espacio vectorial graduado V, es una familia {V"},cz de espacios vecto-
riales sobre el cuerpo K. Un elementov € V* es un elemento del espacio vectorial

graduado V' de grado i. Denotaremos el grado de v por |v| = 1i.

Notemos que podemos ver como un espacio vectorial graduado como una sucesion

de espacios vectoriales:

V={ VA VZyv Ly vy

Con esta definicién, podemos ver un elemento perteneciente a V' como un par
(v,7) donde v € V' y denotamos su grado como |v| = i. También diremos que V'
es concentrado en grados j € J C Z si Vi = 0, i ¢ J; en este caso, escribimos
— J
vV ={V’} et
Notemos que si M es un espacio vectorial, los siguientes espacios vectoriales gra-

duados A, B son diferentes:

M, ifi=0
0, ifi#0

M, ifi=1
0, ifi#l

A:{Ai}:{ B:{Bi}:{

A esta concentrado en grado 0, mientras que B estd concentrado en grado 1.

Las nociones estandar para espacios vectoriales se heredan al contexto graduado.
Asi:

Definicién 1.2 (Subespacio vectorial graduado):
Sea V' un espacio vectorial graduado. Un subespacio wvectorial graduado
V! C V es un espacio vectorial graduado {V''}icz donde V'' es un subespacio

vectorial de V*.




Definicién 1.3 (Cociente):
Sea V' un espacio vectorial graduado y V' un subespacio vectorial graduado de

V', el cociente AV/\// es una familia de espacios vectoriales, donde para
. A% Ve
cada 1 € 7, (/V) = /‘//i

Definicién 1.4 (Suma Directa):

La suma directa @ V () de espacios vectoriales graduados V (o), o € A, es

= {EBV(&)Z} :

la familia (@V(a))
aEA
Definicién 1.5 (Producto Directo):
El producto directo H V () de espacios vectoriales graduados V (a), o € A,

(H V(a)) :{va} :

El producto directo entre dos espacios vectoriales graduados V- y W es escrito

V xW.

1EL

es la familia

1EL

Mas detalles (explicaciones y ejemplos) sobre estos tépicos pueden ser encontrados
en Moreno [14, sec. 1.1]. La siguiente definicién proporcionard una relacién entre

espacios vectoriales graduados.

Definicién 1.6 (Funcién Lineal Graduada de grado 7):
Sean los espacios vectoriales graduados V y W. Una funcion lineal graduada
f V. — W de grado v, es una familia de funciones lineales {fj}].EZ donde

fi: VI = Wit para cualquier j € 7.

Es interesante observar como la definiciéon anterior determina los siguientes subes-

pacios vectoriales graduados: ker(f) C V e img (f) C W, donde
ker(f) = {(ker f);} ez = {ker(f5)}ez

img (f) ={(mg f);};cp = {img (fj-i)};cz -



Observacién 1.7: La expresién “funcién lineal” se usara para referirse a una
funcién lineal graduada. Ademads, el simbolo |f| se usara para denotar el grado

de la funcién lineal f. *

Proposicién 1.8:
Sif: V=V yg:V' — W son funciones lineales entre espacios vectoriales

graduados, entonces la funcion go f : V. — W es una funcion lineal de grado

1+ 1gl-

Demostracién: En efecto, (go f); : VI Iy yuin Witlfl+lal - de modo que
lgo fl =|f|] +|g|. La linealidad es inmediata. O

Definicién 1.9 (Producto Fibrado):
Sean {Vuo}oen una familia arbitraria de espacios vectoriales graduados sobre el

mismo cuerpo K, Z un espacio vectorial graduado sobre K y {fo : Vo = Z}, ca

una familia de funciones lineales graduadas de grado 0.

El producto fibrado H (Vo) es un subespacio vectorial graduado de
acA/) 7
H (Va) que consiste en los elementos v = {vUa}taea satisfaciendo fo(ve) =

a€A
fs(vg), con a, B € A. El producto fibrado entre V. y W es escrito V x z W.

Notemos que si v = {v,, v3,0,...} € <H> (V) es de grado n, entonces n =
aEAN/) 7
|va| = |vg| = |v,| = ..., esto queda implicito por la definicién de producto directo.

Por ejemplo, si A = {a, 3,7, 9, €}, entonces

l_I(VCL):VaxVﬁxV(fy)><V5><VE
acA

es el producto directo. Suponga f, : Vo, = Z, fg : Vg = Z, f, : V, = Z,
fs Vs = Z vy fo: Ve — Z funciones lineales de grado 0. Sea v € H (V) luego

aEA

v = {va,vs,v,,vs,0.}. Entonces v € (H) (Vo) si se cumple que f,(v,) =
z

f3(vg) = fy(vy) = fs5(vs) = fe(ve). ach
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Graficamente, si m, es la funcién proyeccién en V,, con a € A, el siguiente dia-

grama conmuta:

<H (Va)
acAN/ 7
[ - Ty o €
V., Vi v, Vs V.
I fs
fa F fe
Z

En la siguiente definicién, presentamos el objeto principal que se necesita para

definir las estructuras A,,— algebras, que veremos en capitulo 2.

Definicién 1.10 (Producto Tensorial):

El producto tensorial VW de espacios vectoriales graduados es definido por

Vew)y =@ (Vewk).

k=i

Podemos definir la 1—ésima componente del producto tensorial de V' y W como
Vew) =V ew).

J
A®™ denota el espacio vectorial graduado A®" = A®A®...® A , desde que

n veces
la i—ésima componente de A®™ es definida como

(A=) = P UAeA .. oA

i1+...Fin=t

Proposiciéon 1.11:
Sean f:V = V' g: W — W' funciones lineales graduadas de grado |f| y |g|,
respectivamente. La funcion lineal f @ g:V @ W — V' @ W' definida por

(f®g) vew) = (-1)"I"f() @ g(w)
tiene grado | f| + |g|.
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Demostracién: Debemos probar que ((f @ g) (v@w))' € (V@ W) W9 para
todo i € Z. Notemos que un elemento bésico v ® w de (V ® W)', satisface que
veEVIiyweWFeconj+k =i Sigue que f(v) € VIt y g(w) € W9l asi
(=D f) @ g(w)| = j+k+Ifl+1gl =i+ [fl+]gl. O

Nota: El signo (—1)19'*! de la definicién de la funcién f ® g es importante para
respetar la regla de Kozul en algebras graduadas conmutativas y en algebras

diferenciales graduadas conmutativas, que presentaremos més adelante.

1.1.1 Complejo de Cocadena y Cohomologia de Complejos

El objetivo de esta subseccion es definir un diferencial sobre un espacio vectorial
graduado, introducir su cohomologia y establecer propiedades de esta cohomo-

logia.

Definicién 1.12 (Diferencial):
Un diferencial en un espacio vectorial graduado M = {Mi}iez es una funcion
lineal d : M — M de grado (+1) tal que d* = 0.

Tenemos el diagrama

R ViSRS NN Y Ly S

Notemos que d = {d;}, 5, d; : M — M y d;y od; = 0, a saber img d;_; C
ker d;.

Definicién 1.13 (Complejo de Cocadena):
Sea M un espacio vectorial graduado y d un diferencial en M. El par (M,d) es

un complejo de cocadena.

Ejemplo 1.14:
Sean (M,d™) y (N,d™) complejos de cocadenas, entonces (Hom(M, N),d"™) y
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(M ® N,d®) también lo son, donde los diferenciales d"™ y d® se definen como:
dmm(f)y = dN f — (=) faM y  d®men) =d"meon+(=1)"mnmedVn.
Probaremos que efectivamente d"™ o d"™ =0 y d® o d® =0

Como d""(f)(m) = dfY; o fi(m) — (=1) fis1 0 d}'(m), entonces d¥"(f) : M; —
Nij y |di"(f)| = j + 1, por lo que di*"(f) € Hom(M,N);1 y asi |[d""| = 1.
Ahora,

Az (@) (m) = a2 (d2en( ) (m)
= dﬁm (dHO’”(f)),(m)—( D7 (o (f)) 1, di (m)
= z+]+1 z+]fl( m) — (— 1) z+]+1fl+1d (m)
—(=1)*(dY 1 firad! (m) = firodlyd} (m))
= 0= (=1VdY ;1 find! (m) + (=1)7d7 ;1 fisad! (m) + 0
= 0
Observemos que dif ;(m®@n) = dM*m @n+ (=1)'m @ dn
dﬁ]+10dgj<m®n> = dﬁ]Jrl (dsz®n+ (_ )im®d1‘vn)
dij (difm@n) + (=1)™dg ;, (m @ d'n)
= d},dYm@n+ (-1)*dYm @ dYn
+H(=1DidMm @ d¥n —m @ d¥, d¥n
= 0—(-1)'d}'m®@dyn+ (=1)'d}m @ di¥n+0
= 0

Ademds, |d®*(m @ n)| =14+ |m @ n| =14 |m|+ |n|.

Por lo tanto d"™ y d® son diferenciales.

Definicién 1.15 (Suspensién de un Complejo):

Sea un complejo de cocadenas (M,d). Se definen sM = {(sM)'},., un espacio
vectorial graduado donde (sM)' = M1 y (sd) = {(sd);},cy una funcion lineal
graduada de grado 1, definida por (sd); = d;y1. La suspensién de (M,d) es el
complejo s (M, d) = (sM, (sd)).

Notemos que si x € M tiene grado 7, entonces como elemento de sM, denotado
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como sx, sz tiene grado ¢ — 1.

Es posible definir morfismos entre dos complejos de cocadena (diferentes o no).

Definicién 1.16 (Morfismo de Complejos):
El morfismo de complejos ¢ : (M, d™) — (N,d™) es una funcién lineal o : M —

N de grado cero satisfaciendo p o d™ = dN o .

En otras palabras, el diagrama conmuta:

M M M M
i—9 di”s ; di”q ; d; ; dit1 ;
G M2 2 Vi M M M2
hwz h¢i1 ‘%02’ l%ﬂ l%ﬁ
.. Ni—2 Ni—1 N? N+ N2 ..
¥, aly ay ap,

7 7+1

Esto es @i 0 dM = dY o p; para todo i € Z.

Definicién 1.17 (Morfismo Homotépico):
Sean ¢ y ¢ dos morfismos de complejos @, : (M,d™) — (N,d"). Diremos
que o y ¢ son homotopicos si existe una funcion lineal h : M — N de grado

(—=1) tal que ¢ — = hod” + dN o h. Esto es, para todo i € 7 tenemos
Y — ¢z = hi—i—l Odzzu +dzj\£1 (@) hz

En otras palabras, el diagrama conmuta:

aM aM M
—2 i—2 7—1 di
M M, M
hi*l h¢+1
Pi—2—Pi—2 ©i—; Pit1—Pit1

Note que la definicién asume la propiedad siguiente si ¢, 1) son morfismos de

complejos, entonces ¢ — ¢ es un morfismo de complejos. Esto se sigue de la
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linealidad de d™ y d".

Denotamos por ¢ ~ ¢ : (M,d™) — (N,d") a los morfismos homotdpicos y la

funcién linear h la llamamos homotopia de cocadenas.

Definicién 1.18 (Equivalencia de Cocadenas):
Un morfismo de complejos ¢ : (M,d™) — (N,dY) es una equivalencia de
cocadenas si existe un morfismo ¢ : (N,d") — (M, d™) satisfaciendo ¢ o 1) ~

idn Yy oo ~idy.

Notemos también que ¢ o9 y ¥ o ¢ son morfismos de complejos, pues

(porp)od™(x) = potpod™(z) = podor(z) = d¥ opoi(z) = d¥ o (pov)(x)).
Andlogo para 1) o .

Consideremos un complejo de cocadenas (M, d). Los elementos de ker d son lla-
mados cociclos y los elementos de img d son llamados cobordes. Recordemos que
(kerd)" = ker d; e (img d)* = img d; 1, puesto que img d es un subespacio vecto-
rial graduado de ke{{ d, é)odemos considerar el cociente ke%g qd=H (M, d),
donde H(M,d)" = er/img diy - Este nuevo espacio vectorial graduado es la
cohomologia de (M, d).

Cuando no exista duda del diferencial usaremos H(M) en vez de H(M,d) y
HY (M) en vez de H(M)" = H(M,d)".

El morfismo de complejos ¢ : (M,d) — (N,d") induce un morfismo a nivel de

cohomologia H (y):
H(p): H(M,d™) — H(N,d")

] = (o)

Es facil comprobar que H(p) esta bien definida, ya que para [o] = [0/] = [0 +
d¢] € H(M)', implica o(o + d€) = (o) + ¢(d€) = (o) + d(p€), entonces
[o(o)] = [p(o + dE)].
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Definicién 1.19 (Cuasi-isomorfismo):
Si H(p), el morfismo inducido de ¢ : (M,d™) — (N,d™), es un isomorfismo,

entonces @ es llamado cuasi-tsomorfismo.

Teorema 1.20:
Sean ¢ : (M,d™) — (N,dY), ¢ : (M,d™) — (N,dY) morfismos de complejos
tales que ¢ ~ 1), entonces H(p) = H(v).

Demostracion: Si ¢ ~ 1, entonces existe h : M — N, |h|] = —1 tal que
o —1 = hod” +d" oh. Como [0] = o+ img d” con o € kerd™, tenemos
(p =) (0) = d¥ o h(o) y (¢ — ¢¥)(0) € img d. Por lo tanto [(¢ —¢)(0)] = [0]
y ast [p(0)] = [v(0)] y H(p) = H(¢). O

Teorema 1.21:
Si: (M,d™) — (N,dN) es una equivalencia de cocadenas, entonces H(p) es

un isomorfismo.

Demostracion: Para probar que H(y) es un isomorfismo debemos probar que

cada H(y;), i € Z, es un isomorfismo.

Como ¢ es una equivalencia de cocadena, existe v : (N,d") — (M, dM) tal que
poth ~idyy o~ idy. Del teorema (1.20) tenemos H(p o1)) = H(idy) y
H(po p) = Hlidu).

Notemos que H ((¢ 0 1);) = H (¢;) o H (), pues

, ker d¥ ker d¥
Hidw)i: ™ Amga, = “img dY,
[o] — ]
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H(idnr); : 4ng M, 4ng dM,
[7] — [7]
ker d¥ ker d¥
H(pev):: %g Yy, — 4ng Y,
[o] — [is 0 1hi(0)]
y ademas,
ker d¥ ker dM ker d

Por lo tanto H(p; o ¥;) = H(p;) o H(1;). Analogamente podemos probar que
H(4i 0 i) = H(ys) o H(gs).

Concluimos que H(idy); = H(p; o ;) = H(p;) o H(¢;), y ademds H(idy); =

1

de modo que tenemos H(p;) o H(1;) = idm n;). Analogamente, H(1);) o
H(p:) = idm,,,,, por lo que H(p;) es un isomorfismo y H(p) también lo es. O

Observacién 1.22: Cada equivalencia de cocadena es un cuasi-isomorfismo, este

resultado deriva del teorema 1.21. *

1.2 Algebra Diferencial Graduada (DGA’s)

Dedicamos esta seccion al estudio de dlgebras diferenciales graduadas y sus propie-
dades. Para abreviar, también usaremos DGA o dga para referirnos a un algebra

diferencial graduada.
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Definicién 1.23 (Algebra Graduada):
Un dlgebra graduada es un espacio vectorial graduado A = {A"},>o junto con

una funcion lineal g de grado 0,

pa: AA —» A
rTRY = T-yY

que satisface: Para cada x,y,z € A y A € K:

(1) & (y-2) = (x-y) -2, es decir ja(z @ (y.2)) = pal(c - y) @ 2)

(2) Eriste 14 € A° tal que 142z = x-14 =z, es decir pa(14®@x) = pa(r®@1,) =

T

(8) Az -y) = (Ax) -y =z (\y), es decir \pa(z®@y) = pa(Az®y) = pa(z @ Ay)

Notemos que se cumple la propiedad distributiva, es decir (z+vy) -z =z-z24y-z
Va,y,z € A Puestoque, (z+y)-z2=pua((z+y)®2) =pua(z®@z+2®2) =
pa(z@2)+pa(z®z)=x-24+y- 2.

Denotamos (A, p4) al dlgebra graduada. Como p4 actiia como un producto, en
adelante, cuando hablemos de algebra graduada, omitiremos la notacion p 4, ex-
cepto cuando sea necesario. Y en algunas ocaciones omitiremos la notacién pun-

tual (-).

Notemos que ahora el espacio vectorial graduado A estd concentrado en grados

mayor o igual a 0.

Definicién 1.24 (Algebra graduada conmutativa (cga)):
Un dlgebra graduada A es conmutativa si la igualdad de Koszul es vdlida, es

decir © -y = (=1)1*MWly . 2 para todo x,y € A.

Cuando la caracteristica del cuerpo K es distinta de 2, y |z| es impar, la igualdad

de Koszul implica 22 = z - = 0, puesto que z - v = (—1)2Hely . 2 = —2 . 2.

Necesitamos definir subdlgebra graduada e ideal de un algebra graduada para
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establecer una proposiciéon que nos dice que el cociente, entre un algebra gradua-
da A y un [ ideal de A, es también un algebra graduada. Esta propiedad nos

A
permitird afirmar que ker d/

img ¢4 € un algebra graduada.

Definicién 1.25 (Subélgebra Graduada):

Sea A ={A", patn>o un dlgebra graduada. A" es una subdlgebra graduada de
A si A es un subespacio vectorial graduado de A, 14 € A y para cada v € A"
ey € A7 tenemos pa(x,y) =z -y € A" 4,5 > 0. En otras palabras, A’ es un
subespacio vectorial graduado de A y pa|a(A") C A

Definicién 1.26 (Ideal):
Sea A = {A", ua}n>0 un dlgebra graduada. I es un ideal de A si I es un subes-
pacio vectorial graduado de A tal que para cadax € A,y € I se tiene que x-y € 1

y tambiény -z € I.

Notemos que si 14 € IV, entonces [ = A.

Proposicién 1.27:
Sea A = {A"},>0 un algebra graduada e I = {I"},>0 un ideal de A, entonces el

cociente /[ es un dlgebra graduada.

. . . A
Demostracion: Como I es un subespacio vectorial graduado de A, entonces /[

es un espacio vectorial graduado.

]

Debemos definir la funcién multiplicacion pu4,; : A/] ®
o) ® [B] = a0

Notemos que 14/ estd bien definida, pues si [a] = [a + I'], [b+ I’], con |a| =iy

|b| = j grado j, tenemos que:
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(a+1I%) - (b+ I7)]
pa((a+1%) @ (b+ 17))]
pala@b+a@ +1'®@b+I'® IV)]
pala®@b) + pala®@ ) + pa(l? @b) + pa(l' @ I7)]
a-b+a-I+1-b+ 1 1]
a - b+p+]+p+]+p+]]
a-b+ 1]
0]
= payr ([o] @ [0])

pa(la+ 1@+ 1)) =

[
[
[
[
[
[
[
[a-

Asi A/] junto con g 4,7 es un algebra graduada. O

Definicién 1.28 (Algebra Diferencial Graduada (dga)):

Un dlgebra diferencial graduada (dga o DGA para abreviar) es un dlgebra
graduada A = {A"},>0 junto con una funcion lineal d = {d,},>0 de grado 1
(dn : A® — A" satisfaciendo dod = 0 y d(x - y) = d(x) - y + (=1)lz - d(y)
para cada x,y € A.

Proposicién 1.29:
Si (A, d) es una dga, entonces ke%g 4 €S un dlgebra graduada.

Demostracion: De la proposicion 1.27 basta mostrar que ker d es una subalgebra

de A y que img d es un ideal de ker d.

Notemos que ker d es un subespacio vectorial graduado de A y que 14 € kerd,
pues d(14) =d(1a-14) =d(14)-1a+14-d(14) =2d(1,4), de donde d(14) =0
si caracteristica de K es distinta de 2. Y como para cualesquiera a,b € kerd, se
tiene que a - b € kerd, pues d(a - b) = da - b+ (=1)l%a - db = 0, concluimos que

ker d es una subalgebra graduada de A.

Notemos que img d es un subespacio vectorial graduado de ker d. Sean a € kerd
y b € img d, entonces da = 0 y existe ¢ € A tal que dc = b. Tenemos que

mostrar que existen x,y € A tales que dr = a-by dy = b - a. Basta considerar
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= (—1)la-cey=c-a; tenemos:

de = d((-1)la-¢) =(=1)llda-c+ (-1)ll(-1)lla-dc=a-dc=a-b.
dy = d(c-a)=dc-a+(-1)¥lc-da=dc-a=b-a.

Por lo que img d es un ideal de ker d. Asi, ke%ng 4 ©sun dlgebra graduada. O

Definimos el complejo de cohomologia asociado a la dga (A, d*) como:

H(A,d) = H(A) = ke%g d

Para relacionar los dga’s necesitamos definir morfismo entre algebras diferenciales

graduadas.

Definicién 1.30 (Morfismo entre dga’s):
Un morfismo entre dlgebras diferenciales graduadas ¢ : (A,d*) — (B,d?) es
un morfismo de complejos (esto es, o satisface ¢ o d4 = dP o ), tal que para

todo x,y € A se cumple que p(x -y) = p(z) - ©(y) ¥y ¢(la) = 1p.

De esta definicién se desprende que si x € A, entonces ¢ o d*(z) = d® o p(z), es

decir, para cada n > 0 el siguiente diagrama conmuta:

An d4 AnJrl
St

B" - Bn+1

El morfismo ¢ : (A, d*) — (B, d?) induce un morfismo de algebras diferenciales

en cohomologia:

La funcién H(p) esta bien definida, pues

H(p) ([a+ d¢]) = [p(a+ dE)] = [p(a) + (dE)] = [p(a) + d(p€)] = [p(a)] = H(p) ([d])
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Ademas es un morfismo de dga en cohomologia, pues de la proposicién 1.27,
tenemos que: H(¢p) ([a] @ [b]) = H(¢) ([a - b]) = [p(a - b)] = [p(a) - ©(b)]
= [p(a)] @ [p(b)] = H(¢p) (a]) @ H(¢p) ([b])

Finalmente notamos que (A, d4) y (B, d?) son dga’s, entonces el producto tenso-
rial (4,d*) ® (B,d?) también es un dga con multiplicacién (a ® b) - (¢’ @ V') =
(=D)PPHelg . o/ @ b- ¥ y con diferencial d®(a ® b) = d*(a) @ b+ (—1)19a @ dB(b).

1.3 Cohomologia de De Rham

En esta seccién desarrollaremos un ejemplo basico de DGA en geometria.

Georges De Rham desarrolla en el capitulo III “Variétes. Intégrales multiples” de
su tesis de doctorado “Sur I’analysis situs des variétés a n dimensions”, ver [1],
20 de junio de 1931, lo que hoy en dia se conoce como complejo de De Rham.
Usaremos la definicién de complejo de De Rahm dada por John Lee en [10, p.
441].

Sea M una n-variedad diferenciable sin borde y sea k un entero no negativo. Con-
sideremos Q2%(M) el espacio de las k—formas diferenciales con Q°(M) = C>(M).
Existe un producto A definido puntualmente entre formas diferenciales satisfa-
ciendo que el producto entre una k—forma y una [—forma es una (k + [)—forma
diferencial. Ademas, si f es una O—forma y 7 es una k—forma, podemos interpre-

tar el producto f An como fn.

Si definimos Q" (M) = EB QF (M), entonces obtenemos un producto A en Q*(M)
k=0

que es asociativo y anticonmutativo, es decir para w € QM) y n € QY(M),
wAn=(=1)knAw.

Sea d: Q (M) — Q*(M), dy : Q*(M) — Q¥ (M), la derivada exterior, como de-
finida en Lee [10, p. 363]. Luego, tiene sentido establecer el complejo de cocadena

(M), d).

Coo(M) = QO(M) —2s . QF1(M) 22 R (M) — % QML (M) ——
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Definamos:
ZF(M) = ker {dy, : Q(M) — Q"' (M)} := {k — formas cerradas de M}

B*(M) = img {dj_; : Q"' (M) — Q*(M)} := {k — formas exactas de M}

Por convencién, consideraremos QF(M) = 0 si k < 0 y notemos que siempre

QF(M) =0sik>n.

Ahora, si w € Z¥(M), entonces dw = 0y si w € B¥(M), entonces existe n €
QFY(M) tal que w = dn. Concluimos que toda forma exacta es cerrada y

B*(M) C Z¥(M).

Por la definicién de Z¥(M) y B*(M) tiene sentido considerar la cadena de cohomo-
logia asociada al complejo (Q*(M),d). El k—grupo de cohomologia esté definido

CcOomo: .
00 = = g

Llamamos a H (M) el complejo de De Rham de formas diferenciales.

El producto exterior A en Q*(M) es asociativo y anticonmutativo o conmutativo
en el sentido gruadado, es facil verificar que A satisface las condiciones de la multi-
plicacién de una dga, ver [10, p. 356], y la derivada exterior d : Q*(M) — Q*(M) es
una derivacién de grado 1 que satisface d = 0, ver [10, p. 364]. Asi, (Q*(M),d, N)
es un algebra diferencial graduada y por tanto (H;n(M),0,A) también lo es.

En los complejos definidos sobre una variedad diferenciable, una homotopia de
cocadenas es conocida como un operador de homotopia. Ejemplos importantes
de estos operadores aparecen en [25, p. 157, 190] y [10, p. 444]. Asi, si considera-
mos M y N dos variedades diferenciables, donde (Q*(M),d™, A) y (Q*(N),d™, A)
son sus respectivos espacios de formas diferenciables. Las aplicaciones diferencia-
bles F,G : M — N seran homotodpicas si existe A una familia de aplicaciones

diferenciables h : QP(N) — QP~1(M), tal que para cada w € QP(N) se satisface
dM™(h(w)) + h(dV (w)) = G*w — F*w.

En el caso particular de FF =ig: M — M x Iy G =14 : M — M x I con
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I =[0,1] C R y las aplicaciones i,, ¢; son multiplicacién interior por 0 y 1, res-
1
pectivamente; el operador de homotopia esté definido por h(w) = iy (S1 w)dt,

0
con Sis) = (0,0/0s|s) donde s son las coordenadas estandar sobre R.

24



Capitulo 2

Aoo—Algebras y Modelo de Merkulov

En este capitulo definiremos una estructura de A, —élgebra (dlgebra A-infinito)
sobre un complejo de cocadenas, y a partir de una estructura particular de A..-
algebra construiremos otra, en la cohomologia asociada al complejo. Esta cons-
truccién fue la que elaboré Merkulov en [13] como un caso especial (y explicito)

de un teorema de Kadeishvili,

Teorema (Kadeishvili):

Sea A un A, —algebra y sea H(A) el grupo de cohomologia de A. Existe una es-
tructura de A, —algebra en H(A) con py = 0, po inducido por la multiplicacién
en A, y las multiplicaciones superiores construidas desde la estructura A, ,—alge-
bra de A, tal que existe un quasi-isomorfismo de A, —élgebras F': H(A) — A,

que es levantamiento del A, —morfismo identidad de H(A). Esta estructura de

A, —4élgebra sobre H(A) es tnico salvo A, —isomorfismos.

El enunciado del resultado anterior no corresponde al original en [4, Teorema 2],
pues utiliza estructuras de A,,—modulos. De igual forma la construccion realizada
por Kadeishvili es muy general. Es por esta razoén que realizaremos lo hecho por
Merkulov, donde él construy6 una clase especial de multiplicaciones superiores
para H(A), que pueden ser definidas inductivamente. Notamos, que ademds de
construir una estructura de A, ,—algebra asociada al complejo de cohomologia,
Kadeishvili muestra que existe un cuasi-isomorfismo entre la estructura original
y la nueva estructura. Este paso no esta en el trabajo de Merkulov y nosotros no
lo consideraremos aqui. Ademads de [4], podemos referir al lector a Kajiura [5]: en
este articulo Kajiura explica cémo estructuras de A,,—algebras aparecen en teoria

de cuerdas, algo que no consideraremos en esta tesis. Interesantemente, Merkulov
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definié erréneamente una funcién lineal que es base para su construccién: aqui
corregimos este error y probamos, usando la idea de Merkulov, que su construccién

es igualmente valida.

A lo largo de todo el capitulo: espacios vectoriales, funciones lineales, conmu-
tatividad, entre otros, serdn espacios vectoriales graduados, funciones lineales
graduadas, conmutatividad en el sentido graduado, entre otros, a menos que se

especifique lo contrario.

2.1 A, —algebras

La nocién de A, —algebras fue introducida por Stasheff en 1963 [17], [18], defi-
niendo A, —espacios y A, —algebras como una herramienta en el estudio de las
leyes asociativas desde el punto de vista de la teoria de homotopia en H —espacios.
El concepto de H—espacio, H es por Hopf, surgié como una generalizacion de
un grupo topoldgico, donde la caracteristica esencial que se conserva es una mul-
tiplicacion continua g : X X X — X y un elemento neutro e € X tal que las
dos funciones X MX y X MX sean homotépicas a la identidad. Una

motivacion del trabajo de Stasheff puede encontrarse en Keller [7].

Stasheff en la definicién 2.1 (pag. 294) de su articulo “Homotopy associativity of
H—spaces 11", [18], define A,—algebra o A(p)—4élgebra como sigue:
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Sea A un anillo conmutativo con unidad. Una A(p)—algebra (R, my,...,m,)
sobre A consiste en un A—mdédulo graduado R = Z R, y funciones m,, : "R —

R satisfaciendo las siguientes propiedades.

(1) m, tiene grado n — 2, i.e., m, [(@"R)q} C Ry4n—2 donde ®"R tiene la usual

graduacion del producto tensorial;

(2) Sia=a1®a:®...® a, € "R, entonces

Z X(r, s,a)my (a1 ® ... Q@ ar @Ms(Ar41 ® ... @ Upgs) ®Urpst1 ® ... R ay) =1

u+s=n+1
1<r+1<u

donde x(r, s,a) es £1 de acuerdo a la paridad de

e(rys,a) = (s+1)(r+1)+s (n—i—idim aj>

j=1

Notemos que cuando Stasheff dice que x(r, s,a) es =1 dependiendo de la paridad

de £(, 5, a), esta definiendo x(r,s,a) = (—1)*"%% pues

(_l)e(r,s,a) _ (_1)1+s(|a1 |[4+...F|ar)+(s—=1)r4+(u—1)s

Observemos que cuando Stasheff considera el grado de las funciones m,, de n — 2,
es porque esta considerando m; de grado —1 como el diferencial para obtener el

complejo de homologia asociado.

Stasheff luego generaliza esta definicién a A(oco)—algebra como una estructura
(R,my1,mg,...), que consiste en un A—modulo graduado R y funciones m,, :

Q"R — R con n € N, satisfaciendo las condiciones antes descritas.

Algunos autores, incluso el mismo Stasheff y Merkulov, utilizan el concepto de
“strongly homotopy associative algebra, sha-algebra” para A, ,—&lgebras. En este

trabajo utilizaremos la siguiente definicién de A, ,—algebra:
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Definicién 2.1 (A, —élgebra):
Sea A un espacio vectorial graduado, A = {A'};>o. Un dlgebra de homotopia

fuerte o Ay, —dlgebra, es A junto con las funciones lineales graduadas:

my, A®" — A

GUR...0a, — My ®...Qa,) =myp(ar-... ay)

para n > 1, cuyo grado estd dado por |m,| =2 —n y que satisfacen la igualdad

St(n) =0, con

u—1
St(n) = Z Z(—l)kmu(al e Uy Mg (g e Q) Qg1 et Q)

u+s=n-+1 r=0

donde k = s(lar| + ...+ |a;|) +r(s = 1)+ (u—1)s, con s > 1.

Definiciones equivalentes pueden ser encontradas en los articulos de Lu, Palmie-
ri, Wu y Zhang [27], Merkulov [13] y Keller [7,8]. Y en [14] se prueban estas

equivalencias. A continuacién calcularemos las primeras identidades St(n) = 0.

St(1)=0: Sin=1,my: A— A, |my| =1y St(1) =my (my (a)) = 0.

St(2)=0: Sin=2,my: A A— A, |me| =0y
St(2) = —(—1)|a‘m2 (a,my (b)) — mgy (my (a),b) +my (Mg (a,b)) =0,

es decir my (mgy (a,b)) = mg (my (a), b) + (=1)1%my (a, m; (b)).

Si consideramos my como una multiplicacién del complejo A y escribi-
mos ma(a,b) = a-b, St(2) implica que m;(a-b) = my(a)-b+ (—1)1%a-
my(b). De St(1) y St(2), m; es un diferencial de grado 1, con respecto
a my. Asi, my desempena el rol de multiplicacién, aunque puede no ser

asociativa.

St(3)=0: Sin = 3, mg : A®® — A, |ms| = =1y St(3) = my (m3(a,b,c)) —
ms (m{? (a,b,¢))+a-(b-c)—(a-b)-c=0,esdecira-(b-c)—(a-b)-c =

ms (m{? (a,b,c)) — my (m3 (a,b, c)).

Notemos que mg actiia como una homotopia de cocadena (u operador

de homotopia) y por lo tanto la multiplicacién msy es asociativa sélo
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salvo homotopia.

Notacion: Si A es un espacio vectorial graduado con multiplicaciones my, ms, ms, . ..
satisfaciendo St(n) = 0, obtenemos una A, —algebra denotada como (A, {m,},-,)-
De aqui en adelante, asumiremos que (A, m;, my) es una dga, con msy asociativa

salvo homotopia.

Definicién 2.2:
Un Ay —dlgebra A es llamada minimal st my; = 0. Es llamada contractible si
m, = 0 para todon > 2 y H(A,my) = 0.

Esta definicién es usada en las notas de Kontsevich y Soibelman, [11], como

también en Kajiura [5].

2.2 Morfismos entre A, —algebras

En esta secciéon estableceremos morfismos entre espacios vectoriales graduados
que tengan estructura de A, —algebra, ademas de exponer algunos casos par-
ticulares de morfismos, por ejemplo un morfismo entre A, —algebras que es un

cuasi-isomorfismo.

Ejemplos de A, —4élgebras seran construidos usando el modelo de Merkulov (teo-

rema 2.9) y Zhou (teorema 3.20), ver seccién 2.3.

Aqui asumiremos que cada A, —algebra A contiene un elemento unidad 1, € A°
y que 14 satisface la siguiente condicion, llamada condicién estrictamente

unital:
Sin # 2y a; =1, para algin i, entonces m,(a; ... a,) =0

En este caso el elemento 14 es llamado unidad estricta o identidad de A.
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Definicién 2.3 (A, —morfismo):

Sean (A, {mfz‘}mo) Y (B, {mf}n>0> dos As—algebras. Un As.—morfismo o
morfismo entre A, ,—dlgebras es una familia de funciones lineales graduadas
[ = A{fu}n>1, donde f, : A®" — B de grado 1 — n, satisfaciendo la siguiente
identidad, M 1(n), de morfismos de Stasheff.

S (U)o @mieid®) = Y (—1)mPo(fy ®...® fi)

donde, u=r+1+t, m2: A" = A mB :B*" = B, n=i1+...0, y
0 st g=1
q

(@=4)0=1) si g=2

Notemos que para cada m > 1, la funcién lineal graduada f, es una familia
fn = {(fn)i}icz de funciones lineales, donde (f,); : (A®")" — B1™" se tiene
que si i < n— 1 la funcién (f,); = 0. A continuacién calcularemos las primeras

identidades M1 (n).

MI(1): Sin =1, tenemos que f; : A — B con |fi|=0y

MSt(1) - (=110 £ o (id®° @ m? @ id®°) = (—=1)°mP o f,

es decir, f; omft = mP o f;. Por lo que f; es un morfismo entre (A, m4!)

y (B,mYy)
MI(2): Sin =2 tenemos que fo: A® A— Bcon |fa] =—1y
—mj o fi? = (= fiomy) =mP o fo + fyomi™

Asi, si definimos ¢ = —m& o f&? y 1) = —f; o m4, tenemos que ¢ — ) =
®2 . ,
mP o fo + foomf™, es decir f» es una homotopfa de cocadenas entre ¢

y .
A ®2

Notemos que si fo = 0, se tiene f; oms = m¥ o f°, es decir, el siguiente
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diagrama conmuta para todo i > 0

A7 B8N pe

7 7

B

1

MI(3): Sin =3 tenemos f3: A® A®3 — Bcon |f3| = -2y
fz0(id®@idomi' +mi ®idRid+idomsi' ®id)— fro(id@ms +mi®id)+ froms'
=mPofs+mfo(fi®fr—fo® fi) +mfo(fi® fi® fr).

Ahora, si fo =0y f3 =0, se tiene fioms =mP o (fi @ fi ® f1) es decir,

el siguiente diagrama conmuta para todo ¢ > 0

A®3 f[ivfi’fi B3

7 7

A B
m3 J Jms

1

En general, paran > 25si fo =0, f3=0,..., f, = 0 se tiene que

MSt(n): fiom?=mPo(fi®...®f).

A los A, —morfismos que cumplan con esta condicion se les denomina A, —morfis-
mos estrictos. Diremos ademas que f es un A, —isomorfismo estricto si f es
un A, —morfismo estricto con f; un isomorfismo entre los espacios vectoriales

graduados A y B.

Si las A, —algebras A y B poseen unidades estrictas, entonces un A, —morfis-
mo entre ellas es llamado morfismo unital y satisface las siguientes condiciones:
fi(14) = 1p, donde 14 y 1p son las respectivas unidades estrictas, y ademads

fala1 ®...®a,) =0sin>2ya; =14 para algin i.

Definicién 2.4 (Cuasi-isomorfismo de A, —algebras):
Sea f : A — B un Asx—morfismo; f es un cuasi-isomorfismo si f; es un

cuasi-isomorfismo entre los complejos (A,m%) y (B, mP).
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2.3 Construcciéon explicita de una A, —algebra

En esta seccion construiremos explicitamente las multiplicaciones de orden su-
perior correspondiente a la cocadena de cohomologia asociada a una dga dada.
Esto es, dada una dga (A, my, my), se construiran funciones lineales pq, po,. ..
a partir de mq, my de tal manera que (H(A), u1, pi2, - . .) tenga una estructura de
A, —4lgebra, donde H(A) = ker ml/img m, - El Modelo de Merkulov [13, S. 3]
es un caso especial (y explicito) de Kadeishvili [4], pues considera una dga A que
tiene estructura A, —algebra con multiplicaciones m,, = 0 para n > 3. Asi, todo
espacio de cohomologia asociado a una dga tiene estructura de A, —algebra. En
el Modelo de Merkulov las multiplicaciones de orden superior de la A, —algebra

que se construye se definen de manera recursiva.

Antes de realizar la construccion del Modelo de Merkulov, mostraremos que

dada una A, —élgebra (A, mq,ms,...) y su complejo de cohomologia asociado
erm

H(A) = 1/img my» 1& funcién inducida de my en H (A) es siempre asociativa.

Proposicién 2.5:

La funcion ms : A® A — A induce una multiplicacion asociativa en H(A)

dada por:

H(my): H(A)® H(A) — H(A)
[l @] = H(ms)([a] @ [B]) =: [a] % [b] = [ma(a @ b)] = [a - b]

Demostracién: La funcién H(ms) estd bien definida, pues sean (a + da’) € [a] y
(b+db') € [b], con a,b € kerd. Luego,

(a+dd)- (b+db) = mo((a+da)® (b+db))
mse ((a®b)+ (a@db) + (da' @ b) + (da' @ db'))
= mz ((a®Db)) +mz((a®db)) +ms ((da’ D))
+my ((da’ @ db'))
= a-b+a-db+dd-b+dd-dv

Para que [a + da'] % [b+ db'] = [a - b] la expresién a - db' + da’ - b+ da’ - dV = dc
para algiin ¢ € A. Tomando ¢ = (—=1)l%la -V +a'-b+d - db se tiene

de = (—1)1da-t/'+-a-db'+da’-b+(—1)1la-db+da’-db +(—1) 1"’ -ddb = a-db'+da’-b+-da’-dV’
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Por lo que (a+dda’) - (b+dV) =a-b+dce |a-b.

Para probar la asociatividad de H (ms) consideremos [al, [b], [c] € H(A), queremos

que
(la] * [b]) * [c] = [a] * (6] * [c]) -

Dados (a + da’) € [a], (b4 dV') € [b] y (¢ + d) € [¢] con a, b, c € kerd, se tiene:
[(a+dd) - (b+dV)] - (c+dd)=(a-b+d) - (c+dd)=(a-b) -c+d

(a+dd)-[(b+dV)-(c+dd)]=(a+dd) (b-c+dV)=a-(b-c)+d#

donde ¢ = (=Dlla-¥ +a' -b+d -dVf Q=) +¥-c+¥-dd
*:(—1)‘<>|<>.C,_|_<>/.C+<>,.dcl ‘:(-1)‘a|a.©/+a,.©+a,.d©

Luego (a-b)-c—a-(b-c) =d(d—&) y[(a-b)-c] =]a-(b-c)]. Porlo que
([a] * [b]) = [c] = [a] * ([b] % [¢]) y H(ms3) es asociativa. O

Un punto importante es que Merkulov no considera explicitamente H(A), sino
s6lo un subcomplejo W del complejo A invariante bajo my; el considerar cualquier
subcomplejo, invariante bajo my, le hizo afirmar que (W, my, my) no era asociativa
en general. Zhou en [29, pag. 74] afirma que esta observacion es errénea, probando
que si es asociativa en un subcomplejo particular. Sin la intencién de “Merkulov
ab omni naevo vindicatus” ), notamos que Merkulov afirma que (W, m;, ms) no
es asociativa en general, asumiendo sé6lo que W es un subcomplejo invariante
sobre el diferencial del complejo A, lo que es correcto. Sin embargo, si es posible
afirmar, como fue mostrado en la proposicion 2.5, que ms es asociativa a nivel de

cohomologia y por lo tanto con W = H(A) si tenemos asociatividad.

El Modelo de Merkulov es posible resumirlo en los siguientes pasos:

= Comenzamos con una dga (A, my,ms), con m; = d y ms un producto
asociativo. Se define Z = kerd, B = img d y se descompone A =7 & L =
H@® B® L, donde Z = H & B. Se pruecba que H(A) = H.

= Definimos la funcién lineal graduada G : A — A,de grado —1, tal que G =0

(UReferencia a Hieronymo Saccherio por su libro “FEuclides ab omni naevo vindicatus” (“Eu-
clides liberado de toda falla”) publicado en 1733 en la ciudad de Mildn, el cual intenta probar
(erréneamente) como teorema el quinto postulado de Euclides.
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cuando restringida a L y H, vy G = d~! cuando restringida a B. La funcién
lineal GG no es unica, pero puede ser escogida cuidadosamente. De hecho G
sera una homotopia de ids a pry, donde pry : A — A es proyeccion sobre

H, es decir se cumplird que idy — pry = dG + Gd.

= Definimos una sucesién de funciones lineales graduadas A, : A®" — A, de

grado 2 — n.

= Definimos la sucesién de funciones lineales graduadas p, como p; = d
Y fn = prg o A, = (id, — (dG+ Gd)) N\, para n > 2, en H = H(A).
Probaremos que las funciones lineales p,, satisfacen la condicién de Stasheff
St(n) = 0.

= Probar que las funciones lineales graduadas cumplen la condicién de Stasheff
es no trivial. Siguiendo a Merkulov, recurriremos a definir funciones lineales
graduadas @, : A®" — Ay 0, : A®" — Ay estableceremos propiedades

que las involucran junto a yu, y a \,. Estas propiedades implicarrdn St(n) =
0.

Sea d := my; consideremos B =img d y Z = kerd, de modo que B C Z. Luego

existen subespacios H y L tales que
kerd=7Z=B®H y A=kerd®d L= L=B®HDL

Por el primer teorema de isomorfimo podemos identificar H y Z/B = H(A).

Observemos que las elecciones para H y L no son unicas.

Sea pry : A — H la proyeccién sobre H y sea G : A — A, de grado —1, una

homotopia de cocadenas desde ids a pry, idy ~ pryg, es decir
idg —prg=doG+God

La funcién G puede no ser unica o no existir. La construiremos explicitamente

como sigue:
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Definicion 2.6:

La funcion lineal graduada G : A — A de grado —1 se define como:
s G =0, cuando restringida a L y H.

= G =(d|.)"" cuando restringida a B.

Observemos que d|; : L — B es inyectiva, pues d(a) = 0 sblo si a € Z, pero
a € Ly LnZ = {0}, por lo que a = 0. Luego es correcto pedir que la funcién
G actie como funcién inversa del diferencial d en B. El diagrama de la izquierda

muestra como actia d, y el diagrama de la derecha cémo actia G.

Anfl dn—1 An dn An+1 An_l Gn An Gn+1 An+1
Il I I I Il I
0 0 0 0 0 0
©® ©® ©® S¥) @ S¥)
anl Bn Bn+1 Bn—l Bn Bn+1
S¥) s> S ©® ©® ¥
H"= 1 H" Hn+1 Hn— 1 H" Hn+1
©® ©® ¥ © ® S
I 1 )L Ln+1 = 1 n Ln—l—l

Un elemento de a € A serd escrito como a = (b,h,l) oa=b@®h®l, con b € B,
h € Hyl € L. Notemos que b € B implica que existe v/ € L tal que b = db’. Si
b=0, entonces t =0y G(a) =0.Sib#0,

G(a) = G(b,h,1) = G(dV, h,1) = (ddV',0,0) = (¥/,0,0) = I/

De aqui, tenemos que la imagen de G esta contenida en L. Realmente tenemos
que G(A) = L, puesto que si a € L, entonces da = 0 y por lo tanto Gd(a) =
d~'d(a) = a es decir a € G(A).

La funcién G definida en 2.6 cumple que idy — pry = [[d,G]] := do G + G o d.

En efecto, sea a = (b, h,l) € A, tenemos

[d, G (b,h,1) = doG(b,h,1)+God(bh,1)=d0,0,d"'b) + G(dl,0,0)
= (b,0,0)+ (0,0,1) = (b,0,1) = (b, h,1) — (0, h, 0)
= ida(b, b, 1) — priz(b, h,1) = (ids — pry) (b, b, 1)
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Por lo que id4 — pry = [[d, G]] y pru = id4 — [[d, G]]. Por lo tanto, la imagen de
(ida — [[d, G]]) estd contenida en H.

A continuacién definiremos las funciones lineales A, como en [14].

Definicién 2.7:

Las funciones lineales graduadas X\, : A®™ — A de grado 2 —n conn > 1, estdn
definidas como sigue: GA(ay) = —ay, y para n > 2,

Anlar ... ap) = Z (—=1)*GAs(a1 - ... - as) - Gruc1(Gsq1 - - .. - Gn), (%)

st+u=n+1
s>1, u>2

donde k =1+ s+ u(la| + ... +|ag]).

A continuacién calcularemos las primeras funciones de A\(n).

A(2): Sin =2, tenemos que Ay : A® A — A con |\y] = 0y (%) tiene un tnico

sumando:

)\2(&1 . a2) = —<—1)1+2|GI‘G)\1(CL1) . G)\l(a2> = Qa1 a9 = m2<CLs X a2)

A(3): Sin =3, tenemos que \3: A® A® A — A con |A\3] = —1y (%) tiene dos

sumandos:

)\3(&1 a9 (1,3) == —(—1)1+3‘“1|G)\1(a1) . G)\Q(a,g . a3)
—(—1)2”('“1|+‘“2|)G)\2(a1, CLQ) . G)\l (a3)
= G(a1 . CL2) caz — (—1)"“'&1 . G(CLQ . CL3)

A(4): Sin =4 tenemos que \y : AQ A® A® A — A con |\y| = =2y (%) tiene 3

sumandos

Map-...-ay) = —(=D)"HalGN (a)) - GAs(ay - as - ay)
—(—1)2+3(‘“1|+‘“2|)G>\2(a1 - ag) - GXo(as - ay)
—(—1yF2alHoal D Gy (ay - as - ag) - G (a)

= —ay-GXs(ag - az-ay) — (—1)9HelGa; - ay) - Glas - a4)

—G>\3(a1 a9 - a3) * Ay

Con la definiciéon de las funciones A, podemos definir las candidatas a multi-

plicaciones de orden superior para H = H(A). Esto nos permitird otorgar una
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estructura de A.-dlgebra a la cohomologia H(A), como hemos dicho antes.

Definicion 2.8:

Sean las funciones lineales p,, : H®™ — H, definidas por:
w1 =d y py, = (id — [[d, G]]) o A\, = prg o A\, para todo n > 2,

con [[d,G]]=doG+God

En esta definicién las funciones d, id, [[d,G]| y pry, restringidas a H, serén
miradas como las funciones inducidas a H(A). Ademés por como H = H(A)
(ver pagina 34). Las funciones \, también seran restringidas a H, y por tanto
inducidas a H(A). Debemos demostrar que para todo n > 1, las funciones pu,
satisfacen la condicion de Stasheff para las multiplicaciones de orden superior. El

siguiente teorema, de Merkulov, establece esto:

Teorema 2.9 (Teorema de Merkulov):
Las funciones lineales p, ¥Yn > 1 satisfacen la igualdad de Stasheff St(n) = 0. Es

decir, para ay - ... -a, € H

u—1
Z Z(—l)k,uu (@ . ap ps(@ryr oo Qpys) Qrysyr o Q) =0

st+u=n+1 r=0
s,u>1

con 'k =s(lai| + ...+ ]a.]) +r(s—1)+ (u—1)s.

Para la demostracion del teorema de Merkulov, requerimos establecer dos lemas

previos:

Lema 2.10:
Sea @, : A®" — A, tal que &y = 0 y paran > 3 y toda n—upla a; - ...-a, € A
se define:

u—1
b, (ar-...-a,) = Z Z(—l)k)\u(al-...-ar-)\s(arﬂ-...-ar+5)-ar+s+1-...-an)

u+t+s=n+1 r=0
u,s>2

con k= s(lai|+ ...+ |a.|) +r(s—=1)+ (u — 1)s. Entonces ®,(a; ... a,) =0
para todo n > 3.
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Demostracion: El grado de ®,, es 3 —n para todo n > 3.

Para n =3 y a1, a9, a3 € A tenemos que:

(I)g(a,l'a,g'a,g) = )\2()\2(&1-ag)-ag)—)\z(al)\g(ag-ag)) =

- a, € A, tenemos

u—1
u+s=n+1 r=0
u-s>2

_ Z (—1)@ X, (A (aq

u+s=n-+1
u-s>2

PG

u+s=n+1
u-s>2

+Z§<—

u+s=n+1 r=]1
u-s>2

Paran>4ya;-...

(I)n(al : : an) = < Qp e )\s(arJrl :

.as).a8+1.

sllorlbtau-1 D=1y (g

c Ay - )\s<ar+1 :

(0,1'(1,2)'(1,3—(11'((12'(13) = O

: arJrs) *Apyst1 e

.an)

TQy—1 - )\s(a'u '

: ar+s) *Apgst1

(2.1)
De los dos primeros sumandos de la ecuacién (2.1) se tiene:
(D= > DN a) g a)
u+s=n+1
u,s>2
+ Y (ke Dy gy A(a s a)
u+s=n+1
u,s>2
= (_1)(u_1)8 _(_1)t+l(\)\s(a1~...~as)\+|as+1|+...+|aa+s,1\)
u+;+l t+;+l
u,s>2 t>1, 1>2
G)\t()\s(al .t a,s) gy et a5+t_1).G>\l_1(a,8+t et (ln)
+ (_1)s(|a1\+...+|au_1|)+u71 _(_1)t+l(|a1\+...+\at|)
u+;+1 t+;+1
u,s>2 t>1, 1>2
G’)\t(al CLt>.G)\l,1<CLt+1 HRTPINRL ¢ PR ) B )\s(aHl,l Lt an))
Z Z pG)\t ( . a,s), (V7N IR a5+t_1).G>\l_1(a,8+t o (ln)

u+s=n+1 t+l=u+1
u,s>2 t>1, 1>2
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Z Z QG)\t (lt).G)\l_l((lt+1 ta. .'(lt+l_2‘)\8(at+l_1 ta. .'a,n)),

u+s=n+1 t+l=u+1
u,s>2 t>1, 1>2

donde (—1)P = (—1)=DsttHlXs (o1 as)lHlasl+otlacrs-1l) — (_1)Dstttllor [+ Harroon]+s)

v (=1)7 = (=1)s(arltotlawma)bu= Lt tar)

Del tercer sumando de (2.1) tenemos:

(K= > z_:(—l)k)\u(al o AUyt e Opg) - ppggt e )

u+t+s=n+1 r=]1
u,5>2

Z § Z (_1)k‘+a

uts=n+1 r=1 t+l=u+1
u,s>2 1<t<r

Ghe(ay . .vap) - GN_q(agrr oo - Ag(Qpyq - oo Qpgg) * Qpyggn s o e Q)

Z UZQ Z (_1)k+b

ut+s=n+1 r=1 t+l=u+1
u,s>2 t>r+1

G)\t((ll L ¢ A )\S(aT‘-i-l ot aT‘+S) cQpypgyl et (lt+5_1) . G)\l_l((lt+5 Lt a,n),
donde a =t +I(Jay| + ...+ |a]) y b=t +1(Jar| + ... + |asrs_1| + 5).

Asi, @, (a;-. . .-a,) =(x)+(*). Agrupando el primer sumando de () con el primer

sumando de (%) se obtiene:

— > (mplaltteDEy - a,). Gy (Gugr - )

u+s=n+1
u>2, s>2

Y también, agrupando el segundo sumando de (x) con el segundo sumando de

(%) tenemos:

Z (_1)u+s(\a1|+...+|au|)Gq)u(a1 EE au) . GAS,1(GU+1 .t an)

u+s=n+1
u>2, s>2
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Y por lo tanto ®,, se puede escribir de forma inductiva como:

D, (ay-... a,) = Z (_1)u+s(\a1\+...+\au\)Gq)u(a1 coay) G (Quyr - .- ap)
u+s=n+1
u>2, s>2
= Y (1 laltAmDEN (ar - a,). G (G - - a)
u+s=n+1
u>2, s>2
Usando induccién sobre n, es facil ver ®,(a; - ... a,) =0 para todon > 2. O

Lema 2.11:

Sea ©,, : A" — A, tal que n > 2 y toda n—upla a; - ...-a, € A se define:
n—1

On(ay-....ap) = dAn(alu..-an)%—j{:(——1)"‘l*ﬂa”4““+““4An(a1-..sar-dar+1-ar+2-.”-an)
r=0

u—

1
- ) (=)™ (a1 - .- ap - [[d, G As(Qra1 - - - o) - Qpggg1 - - - -
0

ut+s=n+1 p=
u,s>2

conm = s(|la| +...+|ar]) +7(s — 1)+ (u—1)s.

La funcion lineal \,, con u > 2 satisface que ©,(ay-...-a,) = 0 para todo n > 3.

Demostracion: El grado de la funcién ©,, es 3 —n. Para n = 2 y n = 3, se tiene:

@2((1,1 . (lz) = d)\z((ll . 0,2) + (—1)2+1)\2(da1 . 0,2) + (—1)2+1+|a1|)\2(a1 . da,g)
d(a1 . (12) — da1 sy — (—1)‘“1|a1.da2
= d(a1 . (12) - d(a1 . a2) =0

@3((11 - ag - 0,3) = d)\g((ll - ag - 0,3) + Ag(dal - ag - (lg) + (—1)‘0”‘)\3((1,1 . da2 : 0,3)
+(=1)llFla2l\s (ay - ay - das) — Mao([[d, G]] A2(ay - a2) - as3)
+A2(a1 - [[d, G]] As(a - as))

an))

= dG(a, - ay) - az — (=1)laH2lG(a;.ay) - dag — (—1)4lda; - G(ay - a3)

—ay -dG(ay - a3) + G(day - az) - a3 + (=1)llda; - G(ay - a3)
(—1)larlGlordaz) as—ar Gldazas) | (_q)larl+lazl (g, - ay) - dag

(—D)le2la; - G(ay - das) — dG(ay - az) - a3 — G(day - ay) - as
—(=1)llG(ay - day) - asz + a1 - dG(ag - as) + a; - G(day - a3)
+(=1)le2la; - G(ay - dasg) =0
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Para n > 4, consideremos los sumandos de

n—1

On(ai-....apn) =dry(ay ... ap)+ Z(—1)"_1+‘“1|+"'+|‘“|)\n(a1 Covr Qo dpgy Qg Ay)
r=0

)

u—1
— > > ED™ N (ar e ae - ([ G s e Grs) Gt - ()

uts=n+1 r=0
u,5>2

&
Del primer sumando se tiene:

(&) = d\(ay-... ap))
- — Z (—1)stellarl+tlaDg (GA (ay - ... ag) - Ghy_1(tssr - - .. - ap))

st+u=n+1
s$>2, u>3

= — ) (—uprelleltted (d@x (ay - as)) - Ghuca(Gsgn - an)

st+u=n+1
s>2, u>3

_ Z (_1)s+u(|a1|+...+|as|)+|G’)\s(a1-...-as)|G>\S(a1 coeay) - (dGAu_1 (g - - an))

stu=n+1
s>2, u>3

o — Z (_1)S+U(|al|+---+|as|) (dG)\S<a1 PR as>> . G)\u71<as+1 L. an>

stu=n+1
$>2, u>3

— Z (_1>(u—1)(|a1\+...+|as|)+1G)\s<a1 oL CLS) . (dG)\u,l(asﬂ ot CLn))

st+u=n+1
s>2, u>3

Del segundo sumando:

=

n—

(b)) = (1) iHarlredtlanly ay o oy dapgy  Gpys - an)

33
=}

— E E (_1)n71+\a1|+...+\ar|+s+zL(\a1|+...+|ar|+\dar+1|+\ar+2\+...+\as\)
r=0

st+u=n+1
$>2, u>3, s>r+1

Ghs(ay ... ap-dapgr - Grag- .. as)  Ghy_1(As1 .- ap)
n—1
+ E E (_1)n—1+|a1|+...+|a7«|+s+u(\a1|+...+|as\)
r=0 stu=n-+1
$>2, u>3, 1<s<r
Ghs(ay ... ag) - GAy_1(@ss1 - p - dapyy - Qrag - ..o ay)
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i
L

= Z (—1)arl+-Harhtu(lorl+.. +las)

r=0 stu=n-+1
$>2, u>3, s>r+1
Ghs(ay ... ap-dapgy - Grag- .. as)  Ghy_q(Asp1 .- ap)
n—1
+ E § (_1)U+(\a1\+---+|ao~\)+U(\a1\+---+|as|)
r=0 stu=n-+1
s>2, u>3, 1<s<r
Ghs(ay - ... ag) - GAy_1(@ss1 - - Qp - dapyy - Qrag ..o ay)

Y del tercer sumando:

u—1
O = = > D (=D™lar- . ar - [[d Gl As(@rgr - - s Grpsgt - )

u+s=n+1 r=(

$>2, u>3
u—1

- _ Z Z Z (_1)m+l(\a1|+---+|ak+571|+3)
stu=n+1 r=0Q k+l=u+1
s>2, u>3 k>1, 1>2, k>r+1
GXg(ar ... ap - [[d,G]] As(@rg1 - ov Qras) - Qrgst1-oe - Ars—1)) - GN—1(Qgs - - - -

B Z “Z:l Z (_1)m+l(|a1\+...+|ak\)

s+u=n+1 r=( k+l=u+1
$>2, u>3 k>1, 122, 1<k<r

GXg(ay - ...~ ag) - GN—1(aks1 .. ap - [[d,G]] As(@pg1 - oo - As) - Qrysyr -

= — > (—psrellelttlaD @G (ar - as))  Gruci(asyr e an)

i
(#1)
- Z (=)@ DlaltHasD G (ar ... - ay) - (dGAy—1(ass1 - - - . - an))
it
(©1)
n—1
+ Z Z (_1)(|a1\+...+\ar\)+u(\a1\+...+\as\)
T S e
GXs(ay ... ap-dapgy - aryo- ... ag) - Ghy—1(agq1 ... - ap)
(42)
_ nzl Z (_1)u+(1+\a1|+...+|ar|)+u(|a1|+...+|as|)
r=0 s U e
Ghs(ay - ... as) Ghy—1(asy1 .. Qp - dapyy - Qryo ... ap)
(©2)
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YT Y e

s+u=n+1 r=0 k+l=u+1
$>2, u>3 k>1, 122, k>r+1
G)\k(al Ceel Qe [[d, G]] )\S(ar“ Ceeat ar+5) cQpgg4] et akJrs,l)) . GAlfl(akJrs Ceeat an)
(#3)
u—1
SIDDIDSEED SEENCE
s+u=n+1 r=0 k+l=u+1
s>2, u>3 k>1, 1>2, 1<k<r
G)\k(al et ak) . G)\lfl(aqul Cee. Ay [[d, G” )\S(GT_H et as) cQpgg4] et an)
(©3)
Luego,
On(ar ... ay) = (41) + (#2) + (#3) — ((O1) + (42) + (©3))
Por lo tanto es posible escribir recursivamente la funcién ©,, como sigue:
Onlay-...-a,) = Z (_1)s+u(\a1|+...+|as\)G@S(al coeag) Gt (Ggy - - ay)
st+u=n+1
s>2, u>3
— > (—WlmlHe DG (ag - ag) - GOuy (A - - ay)

stu=n+1
s>2, u>3

Usando induccién sobre n, tenemos ©,(a; - ... - a,) = 0 para todon > 2. O

Demostracién: [Teorema de Merkulov (2.9)]

Definamos la funciéon ¥,, como:

u—1
U, (ai-....a,) = Z Z(—l)kuu (a1 ... p - ps(@ryg oo Qrag) * Qrisy -

stu=n+1 r=(
s,u>1

Probaremos que ¥, (a; - ... a,) = 0 para todo n > 1.

Notemos que para n = 1:

Wy (ar) = (=) (a1)) = —d o d(ar) = 0
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Para n = 2:

Uolar-az) = i (p2(ar - az)) = po (p(ar) - ag) — (=1)! s (a1 - pua(a2))
= d[(id — dG — Gd)\3(ay - az)] + (—id + dG + Gd)As(day - as)
—(=D)l(id — dG — Gd)As(as - das)
= dfay-ay — dG(ay - az) — Gd(ay - as)] — day - as + dG(day - ay) + Gd(day - as)
—(=D)llay - day + (—1)1dG (a; - day) + (—1)1*1Gd(a; - day)
= d(ay - az) —dGd(a; - az) — d(ay - az) + dGd(ay - a2) + Gdd(ay - az) = 0.

Para n > 3, notemos que si s = 1, entonces u = n y el sumando, correspondiente,
de ¥, es:

n—1

Z(—l)"‘“‘“”*“”“r'pu (@1« ooo p ps(Qryy v oo Qrpg) s Qragit - Qy)
r=0

n—1

= (=) ttlalHalGag ld, G Ap(ay - .- ay - dapyy - Gy - ... - ay)

\3
Il
o

Si s = n, entonces u = 1 y el sumando, correspondiente, de V,, es:

pa(pn(ar - ... an)) = d((id = [[d,G]))An(ar - ... - an))
= Mfay ... a,) —dGd ,(as - ... ay)

Ahora, con k = s(|ai|+...+|a;|) +7(s—1)+ (u—1)sy paran > 3 notemos que:
0 = p(®,+06,)(ar-... ap)
= (id—[[d,G]]) (Pr, + Op)(ay ... ay)

u—1
= (d—[dG) | D D (=DFrular- .. ar As(@rp1 o Grps)  Grpsrr- .. an)

s+u=n+1 r=0
s,u>2

u—1
+d p(ay ... an) + Z(—l)"71+|“1|+"'+|“T|)\n(a1 et dApgy Qg Gy)
r=0

u—1
= >0 > D e [[d G As(@rgr e Grgs) - Gt e Gn)

s+u=n+1 r=0
s, u>2
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u—1

= (id—[[d,G])) |dAn(ar - ... ap) + Y (=1 HHlabtHorly (o) ap - dapg - argpa . an)
r=0

u—1
+ > D> =D Aar - a e (id = [[d, G As (@t - Grs) - Grgsg1 - )

stu=n+1 r=(
s,u>2

= (id—[[d,G]) d(as - ... - an)

u—1
+ 3 (=t Horl g — [[d, ) An(ar - .- ar - daggy - apga - an)
r=0

+ Z 2(—1)k (id —[[d,G]]) Aulay ... ap - ps(@rgn oo  Qrps) * Qrgsgl - - - Qp)

s+u=n+1 r=0
s,u>2

= dh\y(ay ... ap) —dGdN\, (a1 - ... ay)

u—1
+ ) (=t Horl (g — [(d, Gl)) Ana - ... ar - daggy - apga - an)
=0
" u—1
+ (—1)kluu(a1 e s (@1 e Qpgs) sl e Q)
s+u=n+1 r=0
s,u>2
u—1
= pi(pun(ar ... an)) + Z(—l)"flﬂalH"'Har‘,un(al e Oy 1 (A1), Qg e ag)
r=0

u—1

+ Z Z(—l)k,uu(al e Oy s (Apg1 e Qpgg)y Qpgsg] et Gp)

stu=n+1 r=(
s,u>2

u—1
= Z Z(—l)k,uu(al e Oy s (Qpg1 e Qpgs)y Qpgsg] et Gpy)

s+u=n+1 r=0

s,u>1
= Uy(ag-... ap)
Asi, U, (ay - ...+ a,) =0, lo que tenfamos que demostrar. O

2.4 Modelo de Merkulov y Teorema de Transferencia Ho-

motopica

En esta seccion probamos que el Modelo de Merkulov puede ser visto desde
otro punto de vista, como un teorema de transferencia homotopica. Los teoremas
de transferencia homotopicas fueron introducidos por Gélvez, Tonks y Vallete en
[24] y reformulados por Vallete en el ano 2014, ver [23]. Las primeras afirmaciones,

son extraidas de Buijs, Moreno-Ferndndez y Murillo [15] y de Buijs [3].
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Definiciéon 2.12:

Una contraccion son los datos de un diagrama

q

KC(Ma dM):(N7 dn)

7

donde (M, dyr) y (N, dy) son complejos de cocadenas, q e i son funciones lineales
graduadas de grado 0 y K es una funcién lineal graduada de grado —1 (una

homotopia de cocadenas, ver 1.17), satisfaciendo las siguientes condiciones:

» Retracciones por deformacion (DR):
qgi=1Iy (DR1) y Iy —iq=dyK+ Kdy (DR2),

donde In e Iy son las funciones identidad de N y M, respectivamente.

» Condiciones de anulacion (AC):

K*=0 (AC1), Ki=0 (AC2) y qK =0 (AC3)

Proposicién 2.13:
Dos funciones lineales q e i, que satisfacen las condiciones de la definicion 2.12,

S0n cuasi-1somorfismos.

Demostracion: Tenemos que mostrar que las funciones inducidas
H(q): HM) — H(N)y H(i): H(N) — H(M) son isomorfismos

Notemos que para [z] € H(N), la funciéon H(q) o H(i) : H(N) — H(N), queda
definida por

H(q) o H(i) ([z]) = H(q) ([i(2)]) = lgi(=)] = [In(2)] = [2]

Por otro lado para [z] = x + dy (M) € H(M) con x € kerdy,, la funcién H(i) o
H(q) : H(M) — H(M) queda definida por:

H(i)o H(q) ([«]) = H() ([q(2)]) = [ig(x)] = [In(z) — dy K (2) — Kdpr ()]
= [z —duK(z)] = [2]
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Asi, H(q)o H(i) = H(In) y H(i) o H(q) = H(Ip). Por lo tanto ¢ e i son quasi-

isomorfismos. O

Definicién 2.14:
Sea (A,{m;}) una As—dlgebra. Un retracto homotdpico (o simplemente re-
tracto), denotado por (A,i,q, K), es una contraccion con su cohomologia H(A)

equipada con diferencial trivial.

x C(4, i)~ (H(4),0)

Proposicién 2.15:

Dado un complejo de cocadena (M,d) siempre existe un retracto homotépico
(M,i,q,K) de M. Ademds, cualquier retracto homotdpico puede ser identifica-
do con una descomposicion del espacio vectorial graduado M = L & B ® H,

donde H = H(A), B=1img (d) y L & ker(d) = M.

Demostracion: Sea (M, d) un complejo de cocadena y consideremos la descompo-
sicion M = L @ ker d. Note que d : L — img d es un isomorfismo y dL = dM =
img d.

Sea la descomposicion ker d = dLé H, donde H es el complemento de dL, respecto
a kerd. Asi M = L & dL @ H. Tenemos que H = H(M), por teoremas de

isomorfismos de espacios vectoriales.

Definamos ¢ : (M,d) — (H,0) por ¢(x) = h, donde z =1 & dI’ & h; y definamos
i:(H,0) = (M,d) pori(h) =0&0®h = h. Tomemos h=000® h € H, luego
la condicién (DR1) gi(h) = q(h) = h = Ig(h) se cumple.

Seax = Il®dl'®&h € M y definamos K : M — M por K(z) =K (l&dl' ®h) =1.
Notemos que la funcién K esta bien definida, pues I’ es inico, ya que si no lo fuera,
tendriamos que x =l @ dl' @h=1®dl" © h con dl’ =dl" y asi (I' —1") € kerd,
pero (I' =1") € L'y d: L — img d es isomorfismo. Por lo que concluimos que

I'=1".
Asi,
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(DR2): (Iyy —iq) (x) = z—ig(x)
lodl ®h—ig(lodl®h)
= l@dl

(dK + Kd)(z) = (dK+ Kd)(1®dl' & h)
dK (1@ dl' ® h) + Kd (1 ® dl' & h)
dl' ® Kdl
— led

(AC): K*(z) = K(K(lodl®h)=K{l'®0®0)=0
¢K(z) = q(K(ledl®h)=q(l'®060)=0
Ki(h) = K(KO®0®h)=K0®0Dh) =0

Tenemos que las condiciones (DR2) y (AC) se satisfacen. Y por lo tanto

xC (M.d) = (H,0)

(2

es una contraccién y por consiguiente (M, i, ¢, K) un retracto homotépico.

q
Ahora probaremos que cualquier retracto homotépico & C (M, d) (H,0) pue-

de ser identificado con una descomposicion.

Definamos L := Kd(M); B := dK(M) y H := iq(M). Basta probar que M =
LeB®H.

De la condicién (DR2) Iy, —iq = dK + Kd tenemos que ¥V x € M,
r=Kd(x)+dK(x)+ig(zr) e Lo B H (x1)

Ahora nos basta probar que BNH = {0} y LN (B ® H) = {0} para afirmar que
M=L®BoH.

Sea x € BN H, entonces existen x’, 2" € M tales que
n (+2) oy
dK(z") =z e ig(2") ==

Luego, KdK(2') = K(x) y K(z) = Ki q(2") =0, pero Ki = 0, por la condicién
=0
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de anulacién de la definicién 2.12, y de (x1), se tiene que Ya € M
a = Kd(a)+dK (a)+iq(a) = K(a) = K*d(a)+KdK (a)+Kiq(a) = KdK (a)

Asi, K(2') = KdK(2') = K(x) = 0. Tomando d y usando (*2) se tiene que z = 0.
Y por lo tanto BN H = {0}.

Ahora, sea z € LN(B @ H), entonces existen a’, 2", 2" € M tales que x = Kd(x')
y = dK(2") 4+ iqg(2"). Entonces K(x) = KdK (z") + Kiq(z") ® K (2") puesto

que Ki =0y K(z) = K*d(z) = 0, luego K (z) = K(2") = 0.

Por otra parte, x = dK (2") +iq(z") = iq(z").
——

=0

Como z € L, x = Kd(2') y de Iy —iq = dK + Kd, tenemos:

(I — iq) () = (dK + Kd) (z) & (Iy —iq) (Kd(z')) = (dK + Kd) (Kd(z'))
& i gk d() - Kd(@') = KdE (') + A K (')

—— -
=0 K =0
& —Kd(2') = Kd(2))
& Kd(@')=0

Pero Kd(z') = x, luego z = 0. Y por lo tanto LN (B® H) = {0}. O

Ahora consideremos (M, dy) = (A,d) = (H® B® L,d) y (N,dy) = (H,d) =
(H,0) como definido en el Modelo de Merkulov 2.9. En el siguiente teorema
mostramos que las funciones lineales graduadas G, pry del teorema de Merkulov
y la inclusion ¢ : H—— A satisfacen las condiciones de K, ¢ e 7 de retracto

homotodpico, respectivamente.

Teorema 2.16:

ker d )
Sea una dga (A,d) = (H ® B® L,d) con H = e%ngd , B = imgd
y consideremos las funciones lineales graduadas: G, como definida en 2.6; pry,
como en 2.9; vy, la inclusion i: H—— A . Entonces G, pry e 1 satisfacen las

condiciones de retracto homotopico de la definicion 2.12.
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Demostracion:

(DR1): VazeH, pryi(z) =pru(z@®0®0) =z = Iy(z).
(DR2): VaeA, (Ia—iprg)(z) = hdbdl—1i(h)
hebdl-hd060
= 000D
Vee A (dG+Gd)(z) = (dG+Gd)(hdbdl)
= d0B0BT)+G0d0d)
= 0edle0)+G0a0al)
0pbdl
= (La—ipru)()
donde b=dl' eimgdy Gb=1€ L.

(ACl): VzeA GGx) = GGhaobal)
— GO®GI®0)
= (08 G0&0)
= (000®0)

(AC2): VazeH, Gizx) = Gi(ha0a0)
G(ho0®0)
= (00 GO®0)
— (0®00)
(AC3): VazeA pryGx) = pryG(hdbDI)
= prg(0& Gl 0)
= 0=0®0®0)

Asi tenemos el diagrama:

PrH

¢(C(A,d)__(H,0).

)

Por lo que concluimos que el Modelo de Merkulov puede ser visto como un

retracto homotopico. O

El siguiente teorema de transferencia homotdpica es equivalente al teorema de
Merkulov.
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Teorema 2.17 (Teorema de Transferencia Homotdpica):
Sea (A,d,-) una dga y considere un retracto homotopico de A sobre su cohomo-
logia H. Entonces, existe una As—dlgebra {m,} de H y Ay — cuasi-isomorfismos

estrictos Q@ = {q,0,0,...} eI ={i,0,0,...}, tales que

(A, d)ﬁ(ﬂ, )

Las multiplicaciones de orden superior transferidas se pueden definir recursiva-
mente de la siguiente manera. Definir KA\i = 14, Ao la multiplicacion de A, y

paran > 3, sea my, = q\,, donde:

n—1
An = A2 <Z<_1)S+1K)\s ® K)\ns,‘)

s=1
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Capitulo 3

Teoria de Hodge y el Teorema de Zhou

En este capitulo mostraremos que una dga A con métrica (euclideana o hermi-
tiana) siempre posee descomposicion de Hodge. Ademds mostraremos, usando la
idea realizada por Zhou en su articulo titulado “Hodge theory and A, —Structures
on Cohomology” [29], que el complejo de cohomologia asociado a la dga A tiene
una estructura natural de A, ,—&lgebra. En el primer apartado, realizaremos una
breve descripcién de la descomposicién de Hodge en Geometria, y en el segundo
apartado un estudio algebraico de este topico. De hecho, mostraremos que si una
dga esta dotada de métrica euclidiana o hermitiana, siempre admite una descom-
posicion de Hodge; este resultado es importante para el resultado principal de

este capitulo.

3.1 Descomposicion de Hodge

La teoria de Hodge fue desarrollada en la década de 1930 por el matematico
escocés William Vallance Douglas Hodge como una herramienta en geometria
diferencial, especialmente en el estudio de formas diferenciales en una variedad
diferenciable M. La teoria de Hodge se utiliza en el estudio de los grupos de
cohomologia de De Rham de M, mediante el uso del operador laplaciano asociado

a una métrica de Riemann definida en M.

Warner en el capitulo 6 de su libro “Foundations of differentiable manifolds and
Lie groups” [25, pdg. 219], presenta una demostracién del teorema de descom-

posicién de Hodge. Wagner consider6 M una variedad de Riemann compacta
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orientada de dimensién n, y muestra que el laplaciano usual tiene una generali-
zacion a un operador A sobre el espacio de formas diferenciales, conocido como
el operador de Laplace-Beltrami. El teorema geométrico de descomposicion de
Hodge dice que la ecuacién Aw = « tiene una solucién w en las p—formas dife-
renciales en M si y sélo si la p—forma « es ortogonal, en un producto interno
adecuado en EP(M) = {p — formas diferenciales de M} (aquellas para las cuales

Ap = 0), al espacio de las p—formas armonicas H?(M).

El teorema de descomposicién de Hodge y las definiciones previas, que expondre-

mos sucintamente en esta seccién, son las consideradas por Warner [25]

Sea (M, g) una variedad Riemanniana compacta orientada sin frontera de dimen-
sién m, p un ndimero entero tal que 0 < p < ny EP(M) el espacio de todas
las p—formas diferenciales sobre M. Se define ademéas E(M) = EBEP (M). g

p20
determina un tnico producto interno <,>, sobre E¥(M).

Definicién 3.1:
El operador x de Hodge es un operador lineal que asigna a cada p—forma dife-

rencial sobre M una (n — p)—forma diferencial que satisface:
WA ) =<w, N>y

B okk — (_1)17("*1")‘

El operador de Hodge se define localmente por
*(ETALANER) =k AL NI

en términos de una base ortonormal (g%), donde los indices jy, . . ., jn_k son elegidos

para que (i1, ...,1%, j1, - - -, Jn_k) S€a una permutacién de .S,,.

Sea un operador & : EP(M) — EP~Y(M) definido por § = (—1)"P+D+1 xdx donde

d es la derivada exterior.

Observemos que sobre 0—formas, ¢ es simplemente el funcional lineal cero. El
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operador Laplace-Beltrami A, llamado laplaciano, es definido por
A = dd + db.

Consideremos el producto interno, <,>;, en el espacio EP(M). Se puede probar

que para todo «, 5 € EP(M) se tiene:

<a,ﬁ>g:/ a N xf
M

Warner prueba las siguientes afirmaciones:

1) ¢ es el adjunto de d sobre E(M), es decir, <do, f>=<a, 3>.
2) Para cada «, f € EP(M), se tiene <Aaq, f>,=<a, AF>,.

3) Aa=0 < da=0y da=0.

Definicién 3.2:
ker A es el conjunto de todas las formas armonicas y HP(M) el conjunto de todas

las p—formas diferenciales armonicas, es decir

HP?(M) = {w € EP(M) | Aw = 0}

Teorema 3.3 (Descomposicién de Hodge):
Sea M una variedad Riemanniana compacta. Para todo 0 < p < n, HP(M) es
de dimension finita y tenemos la siguiente descomposicion del espacio EP(M) en

suma directa:

EP(M) = HP(M)® A(EP(M))
HP(M) @ do(EP(M)) @ dd(EP(M))
= HP(M)®d(EP~Y(M)) ® 6(EPTL(M))

Como dijimos al comienzo de este apartado, una consecuencia del teorema de
descomposicién de Hodge es que la ecuaciéon Aw = « tiene solucién w € EP(M)

si y sélo si la p—forma « es ortogonal al espacio de las p—formas armonicas,
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[25, p. 223]. Pues, si w € EP(M) es solucién de Aw = «, tenemos que para cada
g € HP(M), se cumple <a, f>= 0, pues <a, f>=<Aw, f>=<w, Af>=<w, 0>=
0. El reciproco no es directo de probar, en el libro de Wagner se expone una

demostracién detallada.

Otra consecuencia importante es el lema de Poincaré:

Lema 3.4 (Lema de Poincaré):

Sea U un conjunto abierto y estrellado en R™. Entonces Hi(U) = 0 para cada
1 <p<mn, donde Hj,(U) es el p—ésimo grupo de cohomologia de De Rham. En
otras palabras: Para cada p—forma cerrada o € EP(U), existe una (p —1)—forma
w e EPYU) tal que dw = «.

Recordemos que un conjunto abierto U C R”™ es estrellado si existe un punto
xo € U tal que para cada punto x € U el segmento que une zy con x estd
completamente contenido en U. Una demostracion geométrica de este lema puede

ser revisada en [2, pag. 20].

3.2 Descomposicion de Hodge y A, —algebra

En esta secciéon presentaremos una version algebraica de la teoria geométrica de
la seccién 3.1 y probaremos, usando el teorema de Merkulov, que si una dga posee
una descomposicion de Hodge, podemos construir una estructura de A,,—algebra

en su complejo de cohomologia asociado.

Consideremos (A, d, A) una dga y supongamos que A estd dotada con una métrica
<, > (euclidiana o hermitiana) tal que d tiene un adjunto formal d*, es decir <, >

es una forma bilineal

<>_: AxA — K
(a,b) +— <a,b>

que es definida positiva, no degenerada y tal que d, d* satisfacen <da,b>=<
a,d*b>. La forma bilineal <, >= {<v>i}n20 actua solamente sobre elementos de
igual grado, es decir

<>t Alx AN — K
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Observemos que para a € A" y b € A tales que |da| = |b], tenemos que

la| = |d*b| y por lo tanto |d*| = —1.

Proposicién 3.5:

El adjunto formal d* es una funcion lineal de grado —1 que satisface d* o d* = 0.

Demostracion: Se sabe que |d*| = —1 y recordemos que <a,db>=<d*a,b>y
<a,a>> 0y <a,a>= 0 si y solo si a = 0.

Sean a,b € A tal que a € A" y b € A2, tenemos que 0 =<0, a>=<ddb, a>=<
db, d*a>=<b, d*d*a>. Considerando b = d*d*a, tenemos 0 =<d*d*a, d*d*a> y por
tanto d*d*a = 0. O

Definicién 3.6 (Funcion [,):
La funcion Oy : A — A, estd definida por Uy = dod*+d*od. Ademas definimos
el espacio H :=kerO; = {a € A | Oga = 0}.

Notemos que el grado de [J; es cero. Ademas es posible observar que [y es un

operador autoadjunto con respecto a la métrica <,>, pues

<Uga,b> = <dd*a+ d*da,b>=<dd*a,b> + <d*da,b>=<d*a,d*b> + <da, db>
= <a,dd*b> + <a,d*db>=<a, dd*b + d*db>=<a,;b>

Observacion 3.7:

= La funcion [y conmuta con los diferenciales d y d*, dado que
doy =d(dd" + d*d) = dd*d = (dd* + d*d)d = Oy 0 d
d* oy =d*(dd* + d*d) = d*dd* = (dd* + d*d)d* = Oy o d*

= El espacio H es igual a ker d N ker d*. Notemos que la contencién siem-
pre se cumple, en cambio la contencion no es evidente. Como <, > es
definida positiva, siempre tenemos que <d*a,d*a>> 0y <da,da> > 0 para
cualquier a € ‘H. Ahora, si a € H,

0 =<Uya, a>=<dd*a + d*da, a>=<dd*a,a> + <d*da,a>=<d*a,d"a> + <da, da>
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y por tanto da =0y d*a = 0; asi, a € kerd N ker d*. *

Definicién 3.8 (Descomposicién de Hodge):
Sea (A, d) un espacio vectorial graduado con diferencial d y dotado de una métri-
ca <,> tal que d tiene un adjunto formal d*. Diremos que A admite una des-

composicion de Hodge si

A= (kerdNkerd") ®img d ® img d* = H @ img d ® img d*

De la definicién podemos observar que si A admite una descomposiciéon de Hodge,
para cada a € A existen a € H,ay aen A con |a| = |al, |a] = |a|]—1y |a| = |a|+1
de tal manera que a = a® da P d*a. Ademés, observemos que si da = 0, entonces

a=a®da®0ysida=0setiene que a=a® 0 d*a.

Lema 3.9:
Sea (A, d) un espacio vectorial graduado que admite una descomposicion de Hod-

ge. Entonces si a € A, ezisten a, a € A tal que da = dd*a y d*a = d*da.

Demostracion: Como a = a @ da @ d*a € A, entonces da = 0@ 0 ® dd*a = dd*a
yd'a=06dda®0=dda. O

Esta afirmacién es comentada por Zhou al final de la seccion “Hodge theory
and cohomological splitting” del articulo “Homological perturbation theory and
mirror symmetry”, [30]. El lema es importante porque caracteriza elementos de la
imagen de d y de la imagen de d*. Esta caracterizacion nos permitird demostrar

que Oy restringida a 0 @ img d @ img d* es sobreyectiva (ver proposicién 3.12).

En la siguiente afirmacién probamos que cualquier espacio vectorial graduado
con diferencial (y en particular cualquier dga) dotado de métrica euclidiana o
hermitiana, siempre admite una descomposiciéon de Hodge; este resultado no fue

considerado por Zhou [29].

Teorema 3.10:

Sea (A, d) un espacio vectorial graduado con diferencial d, dotado de una métrica
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(euclidiana o hermitiana) tal que d admite un adjunto formal d*. Entonces, (A, d)

admite una descomposicion de Hodge.

En este teorema exponemos un resultado més fuerte que el enunciado por Zhou,
dado que probamos H = H(A, d) y no lo exponemos como una hipétesis. Demostracion:
Probaremos que para todo ¢ > 0 se cumple lo siguiente: el complemento ortogonal
C' de img d;_, ®img di, , es H; = ker d; Nker dj. Para esto, primero mostraremos

que img d;—; L img dj .

» Sean a,b € Atal que |a] =i—1y |[b] =i+ 1, luego
<da, d*b>=<dda,b>=<0,b>= 0

por lo tanto img d;_; L img d;_ ;.
Luego A* = C" @ img d;_; @ img d},,, con C" complemento ortogonal de
1mg di—l P 1mg df—i—l'

» Por demostrar que H' = C", es decir ker d; N ker d; = C".

Sea x € C'. Entonces para todo a € AL, se tiene 0 =<da,x>=<
a,d*x>. Puesto que <,> es no degenerada, concluimos que d*z =0y
x € kerd;.
Por otro lado para todo b € A", se tiene 0 =<z, d*b>=<dz, b> y por
lo tanto dz = 0 y x € kerd,. Por lo que z € ker d; Nker df = H".

Sea x € H' y sea a € img d;_; @ img df,,, luego a = d;_1a & d}a.

<r,a> = <wx,dia®dia>=<x,d;i_a>+ <z,di 0>
= <djz,a>+ <dir,a>=<0,a> + <0,a>= 0
Luego z € C".
Asi, H! = C".

Concluimos que para cada ¢ > 0, A" = H' @ img d;_y & img df ,, y asi A =
H ®img dDimg d*. Por lo tanto (A, d) admite una descomposicién de Hodge. O

Teorema 3.11:

Si A admite una descomposicion de Hodge, entonces kerd = H @ img d. Y por
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lo tanto H = H(A,d), donde H(A,d) es el espacio de cohomologia asociado a A

con respecto a d.

Demostracion: La contencién D siempre se cumple.

Sea a € A, luego a = a @ da & d*a. Como a € kerd, entonces da = 0,
pero da = 0 @ 0 & dd*a, por lo que dd*a = 0 y d*a € kerd. Ademés d*d*a = 0
y d*a € kerd*. Asi d*a € H. Como a € H, tenemos que a + d*a € H, luego
a = (a+ d*a) ® da. Por lo tanto a € H @ img d.

Luego, H = ke%ng dg=H(Ad). O

Nuestro objetivo es construir una estructura de A, —algebra en el complejo de
cohomologia de una dga con descomposicién de Hodge. Queremos usar el resul-
tado de Merkulov, teorema 2.9, por lo que necesitamos construir el operador de
homotopia G definido en 2.6. Para esta construccién requerimos del operador de

Green, (ver 3.13), y para definirlo es necesario establecer la siguiente proposicion.
Proposicién 3.12:

La funcion Uy = dd* + d*d restringida a 0 @ img d & img d* es invertible.

Demostracion: Probaremos la biyectividad de

Oalosimg deimg ¢« : 0 @ img d @ img d* — 0 & img d & img d*

1) 04 (0 ®img d @ img d*) C 0 @ img d @ img d*.
Sea a € 0 @ img d & img d*, luego a = 0 & da  d*a.
O4(a) = dd*a+ d*da
dd*(0 & da & d*a) + d*d(0 & da & d*a)
dd*0 & dd*da & dd*d*a + d*d0 ® d*dda & d*dd*a
0D dd*da®0+0® 0D d* dd*a
= 0&dd*da ® d*dd*a € 0 @ img d @ img d*

Por lo tanto Og|ogimg deimg 4+ : 0 @ img d @ img d* — 0 & img d & img d*.

29



2) Esinyectiva: SiOy(a) = 0, entonces a € HHO0D0 y como a € 0dimg ddimg d*,

concluimos que a = 0.

3) Es sobreyectiva: Sea b € 0 @ img d @ img d*, por demostrar que existe a €
0 @ img d @ img d* tal que Oy(a) = b. Para probar esto usaremos el lema 3.9.

Caso 1: V/ = 00 db®0 = 0@ dd"b®0 = 0@ dd*db® 0 = 0 dd*db+d*ddb B 0

~

=0y (O ®db® O). Entonces si a/ =06 dli)@(), se tiene y(a’) =0'.

>

Caso 2: V' = 0p0@d*b = 000@d*db = 0&0@d*dd*b = 080 dd* d*b+d*dd*b

=y <O e0& d*b). Entonces si a” = O@O@d*l:), se tiene [y(a”) =
b

En general sea b = 0@ db @ d*b = 0@V @V = 0y(0 @ d & o). Basta
tomar a = 0@ a’ @ a” y se tiene que Oy(a) = b. Por tanto Ug|osimg deime d+ €S

sobreyectiva.

Luego por 1), 2) y 3) Oi|omimg deimg 4+ €s invertible. O

Sea D;l = (Hd|osimg dsimg d*)_l, la funcion inversa de [, restringida a 0@img d®

img d*.

Definicién 3.13 (Operador de Green):
Se define el operador de Green Gg : A — A, como Gy = 1 o D;l o pry,
donde pr§, : A = H ®img d ® img d* — 0 ® img d @ img d* es la proyeccion

complementaria a H e i es la inclusion.

En diagrama tenemos,

c -1 ‘
ALO@imgd@imgd*LO@imgd@imgd*gznél

H

Observemos que el grado del operador de Green es 0. Denotamos por a' la

proyeccién a H de a = a ® da ® d*a, es decir a” = pry(a) =a® 0@ 0.

Proposicién 3.14:

Las funciones lineales d y d* conmutan con el operador de Green.
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Demostracidn: Probaremos que dGy = Gqd. Sea b=b@® Y & " con V/ € img d y
b" € img d*. Existen o’ € img dy a” € img d* tales que Uy(a’) =0 y Oy(a”) =",
como establecidos en proposicién 3.12. Como y(a”) = " y ddy4 = Oyd, tenemos
dOg(a") = db" y Ogda” = db”, pero da”,db"” € 0 @ img d @ img d*, por lo que
da" = O;'dV". As,

dGy(b) = dil;'prs,(b @b @) Gad(b) = 07 pré,dbdt @)
did;' (0ot @b = i0; pr5, (0@ 0 db")
di(0®ad @®a”) = i0;' (0@ dV ®0)
d0® d & a’) = (06 da" & 0)
= 0®da"®0 = 0®da" 0

Por lo que concluimos que dG; = G4d. De manera andloga se muestra que d*

conmuta con G4. O

Corolario 3.15:

El operador de Green conmuta con Uj.

Demostracion: La demostracién es inmediata a partir de la proposicién 3.14. Pues,
G4Oq = Gy(dd* + d*d) = Gadd* + Gyd*d = dGad* + d*Gad = dd* Gy + d*dG4 =
(dd* + d*d)Gd == Dde. O

Proposiciéon 3.16:

Sia €0®img d®img d*, entonces 0;G4(a) = a.
Demostracion: Sia € 0&img ddimg d*, entonces a = 0B a® a, donde a € img d
y a € img d*.

» Como @ € img d, tenemos que existe b € img d tal que Ozb = a. Luego,

O4Gaa = GqOga = (i 0 O3 " o prsy) (Qaa) = (ioO;") (Laa) =i (a) = a.

= Como a € img d*, tenemos que existe b€ img d tal que Ogb = a. Luego,
0,Gqa = Ggga = (z ) D;l op’r%) (Oga) = (z o D;l) (qa) =i (a) = a.

Por lo que concluimos que OyGy(a) = 0;Gy (0@ ada) = 0yGq (0@ ad 0) +
0.Ga (0000a) =00ad0+0B0Pa=0Ba®a=a O
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Corolario 3.17:
Sia € A, entonces 0yGg(a) = a — a”.

Demostracion: Como a € A =H @ img d @ img d*, a = a @ a ® a, tenemos
O4Gy(a) =04Ga(aD0@0) +HiGa (0P a®a)=00000+0Dada

Asi, concluimos que (yGy4(a) = a —af?l. O

Del corolario anterior tenemos que si a = a @ a @ a, entonces:
a—a’ = 0,G4a = d (d*Ga) + d* (Gyda)

Esto muestra que el operador de Green determina una descomposiciéon de Hodge

explicita, pues a = a’ ® d (d*Gya) ® d* (Gyda) € H © img d @ img d*.

Ahora, supongamos que tenemos una dga (A, d, A). Sabemos que el producto de
la dga es cerrado. Sin embargo el producto de dos elementos de H puede no

pertenecer a H. Pues sean a,b € H,

Oag(aNb) = dd*(a Ab)+ d*d(a AD)
dd*(a Ab) + d* (da A b) + (—1)l9ld* (a A db)
dd*(a Ab) + d* (0 Ab) + (—1)lld* (a A O)
= dd*(a AD).

Asi, nada garantiza que Og(a A b) = 0. Entonces definimos, para a,b € H el
producto o usando la proyeccién: aob = (a A b)¥. El siguiente lema nos muestra

que el producto o es asociativo.

Lema 3.18:
Sean a,b,c € H, entonces ((aob)oc) = (ao(boc)), y por tanto (H,o) es un

algebra asociativa.

-, H H H
Demostracion: Notemos que ((aob)oc) = ((a Ab)" o c) = ((a Ab)T A c) y
H m\ 4

que (ao(boc)) = (ao(b/\c) ) = (a/\(b/\c) ) .
Tenemos, de la descomposicién de Hodge otorgada por el operador de Green, que
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(aNb)— (a AND)T = dd*Gya(a A b) + d*Gqd(a A D), luego
(a A" = (a Ab) —dd*Gy(a Ab) — d*Ged(a A D) (%)

Notemos que d*Gqd(a A b) = d*Gq (da Ab+ (=1)l"la Adb) = 0, pues da =0y
db =0, ya que a,b € H. Asi,

(aND)H = (a Ab) — dd*Gyla A\ D) (%)
Ahora,

(anb)TIANe = ((aAb) —dd*Gy(a D)) Ac
= (aNb)ANc— (dd*Ga(a Nb)) Ac

= aAbAc— |(d(d*Gygla D)) Ac+ (—1)TCaadlg=G (a Ab) A _dc
=0

= aANbANc—d((d*Gg(and)) Ac).
Entonces, usando (+x) para ((a A b)7 A C)H, tenemos:

((a/\b)H/\c)H = (aAb)F Ne—dd*Gq ((aAb)F Ac)
= (aNb)ANc—d(d*Gala AND) A c)
—dd*Ga(a NbAc—d(d*Gala Ab) Ac))
= aANbAc—d(d*GalaNb) Ne) —dd*Gg(a NbAc)
+dd*Gy (d (d*Ga(a AND) A c))
= (aADA )T — (d(d*Ga(a nb) Ac))
= (anbAc)H

donde hemos usado que (d (d*Gq(a Ab) Ac))™ = 0, pues d (d*Ga(a AD) Ac) €
img d.

Andlogamente se prueba que (a A (b A C)H)H = (a AbA ). Entonces,
(aob)oc= ((a/\b)H/\c)H =(anbnrc) = (a/\(b/\c)H)H =ao(boc)

Por lo tanto, (#, o) es asociativo. O

Otra forma de mostrar que (#, o) es asociativo es a través del isomorfismo entre
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H 'y H(A,d) como se muestra en el siguiente resultado:

Lema 3.19:
El isomorfismo entre espacios vectoriales ¢ : H — H(A,d), a — a], es un
isomorfismo de anillo (H,o0) — (H(A,d),N).

Demostracién: Tenemos que, ¢(aob) = ¢ ((a Ab)) = [(a Ab)F]
[aAb—dd*Ga(a ND)] = [a Ab] = [a] A [b]
= w(a) Ap(b).

Por tanto,

v((aob)oc) = go([(a/\b)H/\c]H):[[(a/\b)H/\c}H]
[

Y como ¢ es inyectiva, (ver pag. 34), tenemos que (aob)oc=ao (boc). O

Resumiendo, para cualquier a y b en H, a A b no necesariamente vive en H, pero
en los lemas anteriores probamos que definiendo a o b = (a A b)* tenemos (H, o)
es un algebra asociativa. Por lo que podemos enunciar el siguiente teorema de
Zhou [29].

Teorema 3.20 (Teorema de Zhou):

Para toda dga (A,d,-) con métrica euclidiana o hermitiana tal que d tiene un
adjunto formal d*. Entonces (A,d,-) admite una descomposicion de Hodge, A =
H @ img d @ img d*, y existe una estructura de As,—dlgebra en H con my = d,

m2:O.

En el capitulo anterior, en la construccion del Modelo de Merkulov de una es-
tructura de A, —élgebra para H(A,d), fue necesario definir una funciéon G que

restringida a B = img d, actiia como inversa de d, ver definicién 2.6. En el pre-
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sente caso tenemos, para cada a € A:
a’ = (id — dd* Gy — d*dGy)a = (id — d(Gad*) — (Ged*)d) a = (id — [[d, G4d*]]) a

Luego si definimos G = G4d* y usamos el Modelo de Merkulov, tenemos que el
espacio H, de todos los elementos armoénicos de A, tiene una estructura natural
de A, —élgebra, puesto que podemos definir el par (H,G) de la pagina 35 como
(H, G4d*). Finalizamos este capitulo con el siguiente teorema que nos formaliza lo
anterior; su demostraciéon es inmediata usando el teorema de Merkulov, teorema
2.9.

A pesar de que Merkulov y Zhou no han trabajado juntos, nosotros considera-
remos como un solo teorema los principales resultados de Merkulov [13] y Zhou

[29], que llamaremos el teorema de Zhou-Merkulov.

Teorema 3.21 (Teorema de Zhou-Merkulov):

Para toda dga (A,d,-) con métrica euclidiana o hermitiana tal que d tiene un
adjunto formal d*, A tiene descomposicion de Hodge A = H & img d & img d*, y
existe una estructura de A, —dlgebra en H con multiplicaciones superiores my =
d, mg = o, y paran > 3 m, = (id — [[d, Gad*]]) \n = praia, con A\, definida

como en 2.7.
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Capitulo 4

A —Estructuras en Geometria Riemanniana

El teorema de Hodge implica la existencia de una A, —algebra natural asociada
a una variedad Riemanniana compacta, orientable y de dimensién n. Nosotros
probamos la existencia de una A, —élgebra diferente (a priori) sobre variedades
Riemannianas usando trabajos de Eiseman y Stone [19,20]. Primero, en este
capitulo, re-escribiremos lo realizado por Eiseman y Stone en [20], desde una

perspectiva algebraica.

Ademas, en este capitulo presentamos los resultados principales de nuestra inves-
tigacién que es: a partir de las mismas dlgebras graduadas, pero con diferenciales
distintos, uno “perturbacién” del otro, es posible construir estructuras cuasi-
isomorfas, a nivel de A, —algebras, en sus respectivos complejos de cohomologia.
Entonces como caso particular, probaremos que si M es una variedad Rieman-
niana sin frontera, compacta, orientable y de dimension n, la cohomologia de De
Rham asociada a los espacios de k—formas (2(M),d, A\), donde d es la deriva-
da exterior y A el producto exterior; y la cohomologia asociada a (2(M), dy, N)
poseen estructuras A, —cuasi-isomorfas cuando la “perturbacién” es invertible o

induce una equivalencia de cocadenas.
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4.1 h—Algebra diferencial graduada

Sea K un cuerpo y consideremos F un espacio vectorial sobre K. Definimos un
espacio vectorial graduado A = {An}nZO donde, A° =K, A' = Ey A" = \" A!
para n > 2, donde,

m A1
/\nAlzT AA/L COHT”A1:A1®...®A1 yL:<U®w_(_1)|v|~|w‘w®v>’
—_—

n veces

es el dlgebra graduada conmutativa libre de grado n. Notemos que A es un dlgebra
graduada conmutativa, ya que es una algebra exterior natural, que denotamos por
(A,-). Sin perdida de generalidad, sea ¢« = a; ® ... ®a, =:a; - ... a, € A con
la;| =1 paracadai € {1,...,n} y |a| =n.

Definicién 4.1 (Endomorfismo inducido h@):
Sea h un endomorfismo, definimos h : E — FE. h induce un endomorfismo

R : AP — AP para cualquier entero no negativo q, definido por

h(‘J)(al et ap)
0 , sip<gq
= Z sgn(o) h (ag(l)) “...-h (ag(q)) Qo) Ag(p) , SI0<g<p
o€sh(q,p—q)

donde sh(q,p—q) ={c €S, |o(l)<...<0(q) yolg+1)<...<a(p)} CSy,
es decir 0 € sh(¢g,p —q) C S, es una permutacién, denominada shuffle, que
o(l)<...<o(q)yo(qg+1) <...<o(p). Eilenberg y Mac Lane [9] introdujeron
el dlgebra de Shuffle en un estudio homotdépico. Otros autores, como Yang [28, pag.

12], Loday y Vallete [22], han desarrollado este tépico en profundidad.

Nota: Para simplificar notacién, usaremos haq(;) en vez de h (aa(i)).

Observacién 4.2: Con respecto a la funcién h@ podemos destacar lo siguiente:

» Para 0 < ¢ <p,
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h(q) (CLl oL ap) = Z 8977,(0') ﬁag(l) ot ﬁaa(q) . aa(q-{-l) oL aa(p)

= -ou > 591(0) hao) - hag(g) - dagi) -

» 19 es una funcién lineal de grado 0 para todo entero no negativo q.

n 1O = idy, pues

h(o)(al Cap) = Z SGN(0)ao(1) * - - Ao(p) = 1 - ... -
o€sh(0,p—0)
. h(p)(al Cap) = sgn(o)hasay - ... hagyp) = hay - ... - ha,
o€sh(p,p—p)
p
» W - ... a,) = Zal ...+ @1 -ha; a1 ... a, Probamos en la

1=

proposicién 4.4 que h\

N

es una derivacion de grado 0 sobre toda el algebra

graduada.

= 19 puede escribirse recursivamente para cualquier entero ¢ > 0, como

probamos en lema 4.3. *

Lema 4.3:

Para cada entero positivo q se tiene

| =
)

Demostracion: En primer lugar, mostraremos que la igualdad se cumple si ¢ =1

y q = 2, para luego demostrarlo para los otros casos.

Del lado derecho de la igualdad, tenemos

—_

-1
(_1)k+171 (hlfk)(l) RO (_1)0 (hlfO)(l) RO — M)
0

el B
i

Por lo que para ¢ = 1 se cumple.
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Del lado derecho de la igualdad se tiene

[\

| —
>~
|

1

0

(_1)k+2—1 (hQ—lc) (1) Bk

Basta demostrar que h(VR(1D) = 212 4 (h2)(1) para que la igualdad se cum-

pla. En efecto,

<2h<2>

+ (h2)(1)> (ay-...-ay) = 2h®a;-...-a,+ (h2)(1) ap-...-ap
20 Y s9n(0) haoq)  hao(z) - o) - ofy)
o€sh(2,p—2)
p
+ Z ap - ai—1 - h ha; - a;q ayp
i=1

BORD (ay - ... - ay)

Por lo que para ¢ = 2 se cumple.

Supongamos primero que 0 < k < g—1<g<pyseaa ... -a, € AP.

Tenemos que

-—E:

| =

| =

k—l—q 1 hq k) (1) Rk —

[(—1)“1 (R pO) 4 (—1)9 (hqfl)(l) B 4 (—1)7+! (hq72)(1) 1)
+.+ (_1)q—2+q—1 (hZ)(l) Rla=2) 4 (_1)q—1+q—1 (hl)(l) h(q—l)]

(=17 ()@ 4 (=17 () RO 4 (—1)7 () @
+.._+(—1y3(hﬁujh@*”Akh“U#WJW
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Consideremos dos términos consecutivos de la sumatoria,
(_1)k+q71 (hqfk)(l) () y (_1>k+q (hqfkfl)(l) R+

De (—1)kta-1 (hq_k)(l) h®)(ay - ... a,), sabemos que h®(a; -...-a,) posee

<£) términos distintos de la forma hay(1 - . . .- hagk) - Go(kt1) - - - - - Go(p) PATa

cualquier o € S,. Ahora, (—1)k+a-1 (hqfk)(l) h(k)(a1 -...-ap) tiene (Z) (11))

términos de dos tipos.

k
e (Del tipo 1) Para cualquier 7 € S, existen <z> (1) distintos términos

de la forma

B sy har) - o By Qo) - Q)
: : : P\ (P—k\ . .
e (Del tipo 2) Para cualquier p € S, existen I ] distintos
términos de la forma
D) - haggey W' ) - Gprz) - )

(+1)

Similarmente en (hq_k_l)(l) R+ () -, . .-a,) yacen (k f_ 1) (]17) términos,

de los cuales < p ) <k * 1) son de la forma
k+1 1

B a, ) - har@) - o ey Grgega) - Qr(p)

-~

(*2)

—k—-1
para cualquier 7 € S,; mientras que < I i 1) <p ) ) términos son de

la forma
hagqy -+ hapgern) - BT ) - Qi) - - Qi)

para cualquier p € .S,,.
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Considerando las formulas de (x1) y (%2) tenemos que

(V") ( 7 ) (0) = e

— k-1
(—1)a7k=1y (—1)7=¢=+D=1 tienen diferente signo y ademas <1€ i 1) (p ) -

1
P! (p—k=-D! _ p
p—k—Dlk+1) (p—k—2)1I _<p_k_1>(k+1 '

Entonces sobreviven los términos de k£ = 0, los de tipo 1 cuando &k =1y

los del tipo 2 cuando k = g — 1. Esto es,

L)1 (b0 RO (ay - ay)

q . »
+5(—1)q2a1 R ¢ 73 | -ﬁai RS IR ¢ 7ot
. i=1 »
o sgn(o) hayy ... hag(g—1) " Qo(q) * - - - * Qolio1)*
(p_qH)!q!JeZSp Zq 1) (¢-1) " dolq) (-1
X ' Do) Ao(ir1) - Qo(p)
= DT @)+ (D ()Y ()
1
+m (p—(q—1)) > sgn(T)harq) - .- hargy - Grigra) - - - Qi)
o TESY
1
= m Z sgn(T)hary ... har(g) * Qrgi1) * -+ rip)
1 res,
= > sgn(Nharq) - harg)  Grgin) - G
T€sh(q,p—q)
= h9Da,-...- ap)

Por lo tanto h@ puede escribirse recursivamente para cualquier entero ¢ > 0. O

Proposicion 4.4:

La funcion hY es una derivacion de grado 0 sobre toda el dlgebra graduada.

Demostracion: Sean a,b en A, sin pérdida de generalidad consideremos

a=ay ... A yb="0-...-b,.
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a; sil<i<m
Definamos ¢; = _ . . Luego,
bi—m sim+1<i<m-+n

ED(a-b) = hAO(ay ... am-by-... by)

= (e ... Cmyn)

= ch-...-ci_l-ﬁci-ciﬂ-...-cm+n
Am
= (ch-...-q_l-ﬁci-ciﬂ-...-cm) *Cm+1 -+ Cmtn
m+n
_'_Cl'---'cm'(Z Cm+1'---'cil'ﬁci'CiJrl'---'Cern)

= (Zal-...-ai_l-ﬁai-aiﬂ-...-am>-bl-...-bn
+a; ... Q- (Zblbllhblszrlbern)

— B (ay- . ap) brc by bar . am - BO(by .- by)
hW(a) b+ a- hO(b)
= h(a) b+ (=1)lelg - L) (b)

Por lo que A" es una derivacién de grado 0. O

Supongamos que (A,d,-) es un algebra diferencial graduada (dga), definiremos
una funcion lineal d, de grado 1, como candidata a ser un diferencial “perturbado”
para A. Esta es una construccion cléasica, pues la funcion lineal dj, fue definida por
Frolicher y Nijenhuis en [16] como una derivacién alternativa en el anillo graduado
de formas diferenciales a partir de h y de la derivada exterior d. Cabe destacar
que en el articulo de Frolicher y Nijenhuis no es sencillo demostrar que dj es una
derivacion. Para ello los autores, a lo largo de toda la primera parte de su articulo,
definen y establecen propiedades entre formas escalares, formas vectoriales y entre
formas escalares y vectoriales, que son necesarias para probar una proposicion
[16, Prop. 4.5], que dice que d; es una derivacién. Nosotros presentamos una

demostracion algebraica y sucinta a lo realizado por Frolicher y Nijenhuis.
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Definicién 4.5 (dy):
Sea (A,d,-) una dga; se define la funcion lineal de grado 1, dp, : A — A como
d, = hWd — dh®.

Proposicién 4.6:
La funcion lineal dy, es una derivacion de grado 1. Es decir, para todo a,b en A

se cumple que

dp(a-b) =dpa-b+ (—1)a - dyb

Demostracion: Sean a,b en A. Usando el hecho que d y h™") son derivaciones (ver

proposicion 4.4), tenemos:

dy(a-b) = [hVd—dhM] (a-b)
hWd(a - b) — dh®(a - b)
AW [da-b+ (—1)a-db] —d [hWVa-b+a-hMb]
= 1 (da-b) + (~1)?R® (- db) —d (hWVa-b) —d (a- hOD)
= h0da-b+da-hOb+ (~1)*hWa - db+ (~1)a - KO db
—dhWa - b— (=) pWq . db — da - Kb — (—1)lalg - dhDp
= hWda-b+ (—1)la - BOdb — dhWVa-b— (~1)la - dhOb
[hWda — dhWVa] - b+ (=1)lla - [RMdb — dh VD]
= (M —dh®) (@) - b+ (~1)¥a- (hVd — dh®) (b)
= dpa-b+ (=1D)la - dyb

Como |dp| = |hMd — dhM| = |d| + |hV] =1+ 0 = 1. Concluimos que dj, es una

derivacion de grado 1. O

Proposicién 4.7:
Si h = id 4, entonces dy, = d.
P

Demostracion: Puesto que d(ay-. . .-a,) = Z(—l)k_lal-. cQpoy-d(ag)-Qgpr-. . ap
k=1

con d(a) € A? para cualquier a € A', asi d(a) = Z b;-c;, con b;, c; € A'. Tenemos
=1
dp(ay ... ay) =hWd(ay-... a,) —dhWV(a;-...-a,). Note que,
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Wd(ay - ..

= i<—1)k_lh(” (@

k=1

_ Z(_l)k—lh(l)

n

k;l
= D> D) DR (o
k=1 =1

ccap_y - d(ag) - agg -...-ap>

)

n
(al-...-ak_1-<g bklck,> -ak+1-...-ap>
1=1

bii * Chi * Q41 ap)
Definamos m; € Al como:
7] s j S k—1
bki ) .7 =k
mj = 4
Cki y  J = k+1
aj—1 ]Zk+27]§p_1
Reemplazando, se tiene:
0oy ) = 35S )
k=1 =1
P n
= Z Z(— Z sgn(0)hmo(1y - M) * - - - - Mo(pt1)
k=1 =1 o€sh(1,p)
P n
= > D (- Y sgn(0)maq) . M)
k 1 =1 o€sh(1,p)
S D
k=1 i=1
P n
= (erl)Z( l)k_lzal ot Q1 -bki-cki-akﬂ et Qp
k=1 i=1
p
= (p+1) Z(—l)k_lal ooy o d(ag) Qg1 ay
k=1
= (p+1)d(as-...-ap)
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El segundo término,

dhM(ay - ... a,) = Z sgn(o) d (hae1)ae@) - - . * Qo))
o€sh(l,p—1)
= Z sgn(o)d (apay « - - . Ao(p))
o€sh(l,p—1)
p
= Z(—l)k—1 Z sgn(0)ao(1y - - - -+ Ao(k—1)"
k=1 oesh(l,p—1)
d(a(r))  Qotis1) - -+ o)
P
= p Z(—l)kilal coccr oy - d(ag) Qg e Gy
k=1
= pd(ay-... ap)
Asi,
dp(ay ... ay) = hWd(ay-...-a,) —dhW(a; ... a,)
(p+1)d(ar-...-a,) —pd(ar-...-ap)
= d(ay-...-ap)

En consecuencia dy, = d si h =id. O

A continuacién introducimos una variante del tensor de Nijenhuis (también co-
nocido como tensor de Frolicher-Nijenhuis) Este corchete es una extensién del
corchete de Lie de campos de vectores de formas diferenciales vector-valuadas
sobre una variedad diferenciable. La variante que usaremos es para algebras di-

ferenciales graduadas.

Definicién 4.8 (Tensor de Nijenhuis):
El tensor de Nijenhuis es una funcién lineal de grado 1 [h,h] : A — A y definido
por

[k, h] = —hPd + dph™V) + dh®

Observacién 4.9: El tensor de Nijenhuis [h, h] es un operador de homotopia
entre (A,d, ) y (s(sA),d, ). Es decir, es un operador de homotopia entre la dga

y la suspension de la suspensién de la dga, ver definicion 1.15. Asi, el siguiente
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diagrama conmuta,

Ai-1 d Al d Aitl SO
J [h, 4] J [h, A] J
dpody, dpody, dpody

s 5(sA)T! — s(sA) — s(sA)Ht —p -

Lema 4.10:
Si el tensor de Nijenhuis se anula, entonces dy es un diferencial sobre A. En

6f60t07 dh o dh = d[[hu h]] + [[hu h]]d

Demostracion:

d[h,b] + [h,b]d = —dhPd+ dd,hV + ddh® — hPdd + d,hVd + dhPd
ddph™ + d,hVd
dhWdn® + hWdnMd — dhWrMa
RO ARV d — B ddh™ — dhW W d + dnM dp™
(hVd — dh W) (RVd — dnW)
= dyody,.

Tenemos de la proposicién (4.6) que dj, es derivacién de grado 1, por lo que si
[k, k] =0, dj, es un diferencial. O

Con este lema, podemos construir una dga usando el algebra original (A,d,-),
pero con el diferencial “perturbado por A”. Asi, en esta seccion hemos probado

que (A, dp, ) es una dga.

4.2 h—Laplaciano

Sea (A, d,-) una dga, tal que A = {A"} _ donde, A° =K, A' = By A" = \" A!

para n > 2, F espacio vectorial sobre un cuerpo K, con caracteristica cero.

Asumiremos que A = {A™} _ tiene una métrica euclidiana o hermitiana, es decir

n>0
no degenerada, definida positiva y apropiadamente simétrica,

<> AxA—=K,
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y que el diferencial d tiene un adjunto formal §, es decir <, >;: A* x A" - Ky
<da,b>;=<a, 6b>;_;.

Ahora, dado un endomorfismo h : A — A! y el diferencial dj,, construiremos un
adjunto para dj,. Para esto, consideremos A" el espacio de los funcionales lineales
de A', es decir

AV ={a: A=K, a funcién lineal}

Definimos la traspuesta de h como

h,: A" — AV
a = ha): Al - K
a — «alha)

’ . . . * . . .,
La métrica nos permite inyectar A en A", mediante la aplicacién

p: Al = AV
a +— <a,e>: A — K
b +— <a,b>;

Proposicion 4.11:

La aplicacion ¢ es inyectiva.

Demostracidn: Sean a,b en A' tales que p(a) = p(b), entonces <a, e>;=<b, e>.

Sea ¢ € A! cualquiera, entonces
<a,c>1=<b, >, = <a,c>; — <a,c>1=10 = <a—b,c>1=0
Como <,> es no degenerada, se tiene a — b = 0 y por tanto a = b. Por lo que ¢

es inyectiva. O

Vamos a definir (A') = ¢(A') como la imagen del funcional ¢ y vamos a restringir

h, a nuestra definicién, es decir con la identificacién de A con (A'). Asf,

h,: Al = (A" — (A1) = A
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Notemos que h, estd bien definida, pues h,((A')") C (A!). En efecto, si 8 €
h((AY)) = F a € (AY) = p(A') tal que h,(a) = 8 = J ¢ € Al tal que
o(c)=a A h,(a) = 8. Como hc € A, tenemos ¢ (hc) = h, (¢(c)) = h, (o) = .
Y concluimos que 8 € (AY) = p(A%).

Nuestra definicién de h, ahora es: h, : A! — Al  definida por a — h,(a), y

determinada como sigue, para cada b € Al
<h,(a),b>1 = <a, h(b)>;

Proposicion 4.12:

La traspuesta h, es un endomorfismo.

Demostracion: Sean a,b,c en A' y k € K. Luego,

<h,ka+0b),c>; = <ka+b,hc>,
k <a, hc>1 + <b, hc>q
k <h,(a),c>1 + <h,(b),c>;
= <kh,(a)+ h,(b),c>;

Asi, h,(ka + b) = kh,(a) + h,(b). Por lo tanto h, € End(A'). O

Con la proposicién anterior, podemos extender h, a h,Y € End(AP) como:

0 , sip<gq

- Z sgn(o) hiagy - hyGo(g)  Qo(qi1) -+ Go(p) » S10<qg<p
o€sh(q,p—q)

Observacién 4.13: Si A! es un espacio vectorial de dimensién finita, la traspues-
ta i, puede definirse de manera explicita de la siguiente manera. Sea {w', ..., w"}

una base ordenada de A!.

Si p > n, entonces A? = (. También w’ - w/ = 0 debido a |w?/| = 1. Y para

cualquier w/ € A', j = 1,...,n, tenemos hw’ € A, asf hw! = Zhgwi, donde
i=1
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h € K.

Se define h, : A! — Al la traspuesta de h, como ﬁtwj = Z héwi. Al considerar
i=1
(A,d,-) una dga definida como antes y asumiendo que A! es de dimensién finita,

decimos que A es de tipo finito. *

Proposicion 4.14:
ROy 1O son adjuntos con respecto a la métrica de A* y si KV y b,V son
adjuntos, entonces K@ y h,\? también lo son para cada ¢ = 2,3, ..., n con respecto

a la métrica de A.

Demostracion: Sea a,b en A. Si ¢ = 0, tenemos h(® = 1, =id, vy
<a, hOb> = <a,b> = <h,Va, b>
Entonces h(© y h,?) son adjuntos.

Supongamos que hM) y hY son adjuntos. Demostraremos lo pedido usando in-
duccién sobre ¢ y el hecho que @ puede escribirse recursivamente para cualquier

endomorfismo h, ver lema 4.3. Sean a,b en A,

<a,hDb> =

A
2

FQ
—_
~—
Q
+
B
L
A
8
—~
I~
7
By
SN—
S
=
=
S
V

QIR QIR Q- Q-
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Entonces 1@ y 7,9 son adjuntos. O

Observacién 4.15: En el articulo de Eiseman y Stone [20], se define <a, f>=
/ a A %, donde a, 8 en QP(M), p—formas diferenciables sobre una variedad
M

Riemanniana compacta M, y * es el operador de Hodge. Con esta definicion de

métrica, se puede probar que hY y h,Y) son adjuntos. *

Proposicién 4.16:

Si by hY son adjuntos, entonces el adjunto de dj, es 6, = sh,M — n,Ws5.

Demostracién: Sean a € AP y b € AP~L,

<a,dpb> = <a,hWdb— dhVb>
<a, hWdb> — <a, dhMb>
<hWa, db> — <da, hVb>
<6h,Va,b> — <h,Méa, b>
<6hWMa — h,Ysa, b>
= <opa,b>

Por lo tanto dj y 95, son adjuntos. O

El operador 9;, es llamado h—codiferencial.

Corolario 4.17:
Si by b, Y son adjuntos y h = id 1, entonces &), = 6.

Demostracion: Tenemos que si h = id 41, entonces h, = id 1. Sean a,b en A, tal

que |a| =py |b] = p+ 1. Recordemos que

hWYay ... a,) = Z sgn(0)h,ao(1) - Ao(2) - - - -+ Qo(p)
o€sh(1l,p—1)
= Z sgn(0)ao(1) - - - . * Go(p)
o€sh(1l,p—1)
= plar-...-ap)

De lo anterior y por la linealidad de ;'? para cada ¢ entero no negativo, tenemos
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que para todo a € AP se tiene que hWMa = pa. Luego h,Vp = (p+ 1)b. Asi,

<a,opb> = <a,dh, Vb — h,Yob>
<a,6hy Vo> — <a, b,V ob>
<da, hy'Vo> — <h,WVa, b>
<da, (p+ 1)b> — <pa, sb>
(p+1) <da,b> —p <a,ob>
(p+1) <a,db> —p <a, ob>
= <a,ob>

Por lo tanto 0, = 9. O

Supongamos ahora que h € End(A") con [h,h] =0, y que hV) y hY adjuntos.
Generalizamos el clasico operador de Laplace-Beltrami a O;, : A — A, definido

por g, = dipop + 0ndp, y lo llamamos h—Laplaciano.

Definiciéon 4.18:

Para cualquier h € End(A"), los elementos del espacio
Hp =kerOy, :={a € A| Oy, (a) =0} = ker(dy) Nker(dy)

son llamados h—armdnicos. De igual forma img djy, := d, A e img & := §, A son

llamados subespacios h—exactos y h— coexactos, respectivamente.

Notemos que h—exactos y h—coexactos son ortogonales cuando [k, h] = 0, pues
para «, /6 €1 Apa < dhaa 5/7,/8 >=< dh © dhO[, /8 >=< ([[ﬁa ﬁ]]d + d[[ﬁa ﬁ]]) a, B >= 0.
Ademas H;, es ortogonal con h—exactos y h—coexactos. En efecto, dado que si
a € Hy, = ker(dy,) Nker(dy), ver observacién 3.7, se tiene
<@, OB + dpy> = <, 0p > + <o, dpy> = <dpa, f> + <opa, > = 0
Es decir, tenemos la siguiente descomposiciéon de Hodge
A =Hy, @ img dy @ img Iy,

Ademas, existe, por el teorema de Zhou-Merkulov, una estructura de A.,—élgebra
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sobre H;, = H(A,dy) con multiplicaciones de orden superior m; = dj, my =o'y
my, = (idy, — [dn, Ga,0n]) Ay = T, para n > 3.

4.3 h— A, —Algebra en Geometria

En esta seccion queremos mostrar nuestros resultados principales.

Sean (A, d, )y (A,dp,-) dos dga’s definidas como antes, y consideremos H (A, d) =
H y H(A,dy) = Hy sus respectivos complejos de cohomologia. Si {my},-; v
{un}n21 son las multiplicaciones de orden superior de H y H,, respectivamente.

Entonces (7, {mn},>) ¥ (Ha, {tin},s,) son As—élgebras.

Sea h: (A,d,-) = (A, dp, ) una funcién lineal de grado 0, definida por

he (Ajd,) —  (Ady,)
a —  h(a) = hl(a)
Por la linealidad sera suficiente asumir que a = a; - ... - a, con a; de grado 1 para
cada 4, asf h(ay - ... a,) = h®(a;-...-a,) = hay - ... ha,.

Lema 4.19:
La funcién lineal h : (A, d,-) — (A, dy, ) es un morfismo de dlgebras diferenciales
graduadas si [h, h] = 0.

Demostracién: Para que h sea un morfismo de dga, debemos mostrar que para
cada a, b en A se tiene h(a-b) = h(a)-h(b); para una identidad 14 € A, h(14) = 14;
y, hd(a) = dyh(a) para todo a € A.

Por la linealidad de h es suficiente considerar a,b en A cona =a;-...-a, y
b=b-...-by. Asi, h(a-b) = h®+9D(ay-. . .-ay-by-...-b,) = hay-...-hay-hb;-...-hb, =
P (ay ... ay,)-hD(by ... b,) = h(a)-h(b).

Sea 14 € A una identidad de (A,-), asi h(14) = A O (14) = ida(14) = 14.

Notamos que si |a|] = 0, entonces dph(a) = dy(a) = hWd(a) — dhV(a) =
hMd(a) = hd(a).

Ahora, si 1 < |a|, podemos proseguir por induccién sobre |a|. El caso |a| = 1 sigue
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directamente que [h, ] = 0, ya que d,hY) = h®d—dh® y como |a| < 2, tenemos
h@d(a) = 0 and h?d(a) = dyh ) (a). Ademéas hd(a) = dyh(a). Supongamos que

la proposicién es verdadera para cada a € AP™1. Seaa=a;-...-a, € AP,

hd(ay - ...-a,) = hPDd(a;-...-a,)

= WP (d(ay ... ap 1) ap)
+H(=1)P LA (ay - .. - a, g - day)
= h(p)d (al L. ap71> . h(l) (ap)
+(_1)p—1h(p—1) (CLl o ap,l) . h(2)dap

= dph®P ™V (ay - ... ap 1) - ) (ap)
+H(=1)P A=Y (ay - .. apq) - dphWY (ay)
= d, (h(p—l) (ay-...-ap1)-hM (ap))
= dy (M (ar-...-ayp))
= dph(a)

Por lo tanto, h : (A,d,-) — (A, dy,-) es un morfismo algebras diferenciales gra-

duadas. O

Lema 4.20:

Si existe ™", entonces existe h™' tal que hh™" = idy = h™'h.
Demostracion: Note que h™' es una funcién lineal graduada tal que

hoh™t=idy=htoh

Sea h™!: A — A la funcién graduada definida por h~'(a) = (ﬁ_l)(la‘) (a) para
cada a € A. Puesto que h~! en una funcién lineal, el endomorfismo inducido

(ﬁfl)(p) para cualquier entero no negativo p, es una funcién lineal graduada.

Ahora, consideremos a =a; - ...-a, € AP,

hoh™(ay-... a,) = ﬁ((ﬁfl)(m (al-...-ap))
= h(p) (hilal . hilap)
hh™tay-...-hh™'a,

= ap-...-a
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Por otro lado,

Asi, existe b1, O

Los siguientes resultados nos dicen que a partir de las mismas algebras gradua-
das, pero no del mismo diferencial, es posible construir estructuras A.,—cuasi-
isomorfas en sus respectivos complejos de cohomologia. Por lo tanto, si M es
una variedad Riemanniana sin frontera, compacta, orientable y de dimensién n,
la cohomologia de De Rham asociada a los espacios de k—formas (Q(M),d, N),
donde d y A son una derivada exterior y un producto exterior, respectivamente;

y la cohomologia asociada a (2(M), dp, A) son estructuras A,,—cuasi-isomorfas.

Teorema 4.21:
Sea h : A' — A' una funcion lineal tal que existe ht y [h,h] = 0; entonces
existe un cuasi-isomorfismo de dga’s, h : (A,d,-) — (A, dp, ). Ademds, h induce

un cuasi-isomorfismo de As—dlgebra entre (H,{mn},~,) ¥ (Hn, {un}n21).

Demostracidn: Consideremos h : (A, d,-) — (A, dy, -) definido por h(a) = hle)(q)
para cada a € A. Por los lemas 4.19 y 4.20, h es un morfismo de dga’s con inversa
h~'. Puesto que h es una equivalencia de cocadenas y H(h) : H(A,d) — H(A,dy,),
conclufmos que [a] — [h(a)] es un isomorfismo, ver teorema 1.21 . Por lo tanto h

es un cuasi-isomorfismo.

Puesto que H = H(A,d) y Hn = H(A,dy), transportamos la A, —estructura
de H(A,d) y de H(A,dy) a H y Hp. Sean (H,{mn},s1) v (Hn,{ttn}t,s1) las
estructuras deA,,—algebras obtenidas mediante el teorema de Zhou-Merkulov.
Sea f : H — Hp un A,,—morfismo definido por f = {f;}i>1 con |fi| = 1 — 1,

H(h) sii=1
donde f; =

. Note que |H(h)| = 0 y para cada n > 1 las
0 sii#1
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identidades M1 (n), ver definicién 2.3, se transforman en:

H(h)om, =p,oHh)®...® H(h).

El A.—morfismo f es un cuasi-isomorfismo. En efecto, f; = H(h) es un cuasi-
isomorfismo entre H(A,d) = (H,mq) = (H,d) y H(A,dy) = (Hn, pt1) = (Hn, dp),
pues para cada a € ‘H tenemos 71((1) € Hy, y viceversa. Asi, si a € ‘H con |a| = p,
entonces da = 0y dyh(a) = d,h®) (a) = h®tDda = 0 por lo que h(a) € Hj,. Con-
trariamente, si h(a) € Hj, con |h(a)| = |a| = p, entonces h?*Vda = dj,h(a) = 0,

y da € ker h®t1D)  ker h = {0}, porque h es invertible, asi da =0y a € H. O

El siguiente resultado no requiere de la invertibilidad de la funcion lineal h, pero
si que H sea de tipo finito, es decir una subalgebra graduada de A es de tipo

finito.

Teorema 4.22:

Sea h : A* — A' un endomorfismo tal que el morfismo h es una equivalencia
de cocadenas y suponga ademds H de tipo finito y [h,h] = 0. Entonces eziste
un cuasi-isomorfismo de dga’s h : (A,d,-) — (A, dp,-). Ademds, h induce un

cuasi-isomorfismo de Ax—dlgebra entre (1, {mn},,) ¥ (Hn, {un}n21).

Demostracidn: Consideremos h : (A, d,-) — (A, dy, -) definida por h(a) = hle)(a)
para cada a € A. Por el lema 4.19 y el hecho que h es una equivalencia de coca-

denas, tenemos que H(h) : H(A,d) — H(A,dy), [a] — [h(a)] es un isomorfismo,

ver 1.21. Por lo tanto h es un cuasi-isomorfismo.

Puesto que H = H(A,d) y Hn = H(A,dy), transportamos la A, —estructura
de H(A,d) y de H(A,dy) a H y Hp. Sean (H,{mn},s1) v (Hn,{ttn}t,s1) las
estructuras de A, —algebras obtenidas mediante el teorema de Zhou-Merkulov.
Sea f : H — Hp un A,,—morfismo definido por f = {f;}i>1 con |fi| = 1 — 1,

H() sii=1 ~
donde f; = . Note que |H(h)| = 0 y para cada n > 1 las
identidades M1(n) son:

0 sii#l

H(h)om, = pp,o Hh)® ... H(h).
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El Ay, —morfismo f es un cuasi-isomorfismo. En efecto, f; = H(h) es un cuasi-
isomorfismo entre H(A,d) = (H,mq) = (H,d) y H(A,dy) = (Hn, pt1) = (Hn, dp).
Note que podemos identificar H(h) con h cuando consideramos H = H(A,d) y
Hy = H(A,dpy).

Nosotros no sélo probaremos el hecho que h : (H,d) — (Hp,dy) es un quasi-
isomorfismo, sino que es un isomorfismo. Porque: para cualquier a € H, dhﬁ(a) =
hda = h(0) = 0 y h(a) € Hp; para cada a,b € H, h(a-b) € My, en efec-
to dy (Ma.b)) — dy (ﬁ(@%@)) = dph(a) - B() + (=1)P@I}(a) - dph(b) =
0 - A(b) + (=1)P@Ik(a) - 0 = 0; puesto que ker hly = {0}, la funcién lincal h es
inyectiva; como H es de tipo finito, entonces H;, también lo es. Asi h es sobre-

yectiva y por lo tanto un isomorfismo. O

La demostracion de los siguientes corolarios es inmediata.

Corolario 4.23:

Sea h : A* — A' un endomorfismo tal que el morfismo h es una equivalencia
de cocadenas y suponga ademds Al de dimension finita y [h,h] = 0. Entonces
existe un cuasi-isomorfismo de dga’s h : (A,d,-) — (A,dp, ). Ademds, h induce

un cuasi-isomorfismo de As—dlgebra entre (H,{mn},~,) ¥ (Hn, {un}n21).

Corolario 4.24:

Sea M una variedad compacta diferenciable de dimension n, considere el espacio

de las k—formas diferenciables, Q* (M) = @ QF(M) con diferencial d y producto
k=0

A, derivada exterior y producto exterior, respectivamente. Sea ademds

h: QY M) — QY (M)

un endomorfismo tal que el morfismo h es una equivalencia de cocadenas y[h,h] =

0. Entonces eziste un cuasi-isomorfismo de dga’s h : (0*(M),d, \) — (X*(M), dp, N).
Ademds, h induce un cuasi-isomorfismo de As— dlgebra entre (Har(M), {mn}n21)

y (Hn, {Mn}n21)7 donde Hqr(M) es la cohomologia de De Rham.

Demostracién: Dado que M es una variedad compacta, ver [25, pdg. 226] , en-

tonces Hyr(M) es de tipo finito, por lo que se obtiene el resultado. O
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