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Maŕıa José Moreno Silva

Profesor Gúıa:
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a su autor.



Universidad de Santiago de Chile

Facultad de Ciencia
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Dr. Enrique Reyes Garćıa
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Dr. Cristóbal Rivas Espinosa

Mayo, 2019



Resumen

A∞−álgebras en Geometŕıa Riemanniana

Maŕıa José Moreno Silva

Mayo/2019

Director: Dr. Enrique Reyes Garćıa

Probaremos una relación entre la estructura canónica de A∞−álgebra en una

variedad Riemanniana compacta n−dimensional inducida por el complejo de De

Rham y una A∞ estructura “torcida” definida con ayuda de endomorfismos de

1−formas. Estas estructuras serán obtenidas con el teorema de Zhou-Merkulov

sobre las dga’s (A, d, ·) and (A, dh, ·).

Más generalmente, probaremos que a partir de las mismas álgebras graduadas,

pero con diferenciales distintos, es posible construir estructuras cuasi-isomorfas,

a nivel de A∞−álgebras, en sus respectivos complejos de cohomoloǵıa. Como

una aplicación probaremos que si M es una variedad Riemanniana sin frontera,

compacta, orientable y de dimensión n, el complejo de cohomoloǵıa de De Rham

asociado a los espacios de k−formas (Ω(M), d,∧), donde d es la derivada exterior

y ∧ el producto exterior, y la cohomoloǵıa asociada a (Ω(M), dh,∧) en que h es

un endomorfismo de 1−formas, son estructuras A∞−cuasi-isomorfas cuando h es

invertible o induce una equivalencia de cocadenas.

Palabras Claves: A∞−álgebras; Descomposición de Hodge; Geometŕıa Rieman-

niana.
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Abstract

A∞−algebras in Riemannian Geometry

Maŕıa José Moreno Silva

May/2019

Advisor: Dr. Enrique Reyes Garćıa

We show a relation between the canonical structure of A∞−algebra in a compact

n−dimensional Riemannian manifold induced by the De Rham complex and a

“twisted” A∞ structure defined with the help of endomorphisms of 1−forms.

These structures will be obtained with Zhou-Merkulov’s theorem on the dga’s

(A, d, ·) and (A, dh, ·).

More generally, we show that from the same graded algebras, but not the same

differential, it is possible to construct quasi-isomorphic A∞ structures on their

respective cohomology complexes. As an application we show that, if M is a

compact orientable n−dimensional Riemannian manifold without boundary, the

De Rham cohomology associated to k−forms spaces (Ω(M), d,∧) where d and

∧ are a exterior derivate and exterior product, respectively, and the cohomology

associated to (Ω(M), dh,∧) in which h is an endomorphism of 1−forms, are quasi-

isomorphic A∞−structures when h is a invertible or induces a cochain equivalence.

Keywords: A∞−algebras; Hodge decomposition; Riemannian Geometry.
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“Mathematics, rightly viewed, possesses not

only truth, but supreme beauty - a beauty cold

and austere, like that of sculpture, without

appeal to any part of our weaker nature,

without the gorgeous trappings of painting or

music, yet sublimely pure, and capable of a

stern perfection such as only the greatest art

can show.”

(Las Matemáticas, consideradas correctamente, poseen

no sólo la verdad, sino también una belleza suprema -

una belleza fŕıa y austera, como la de la escultura, sin

apelar a ninguna parte de nuestra naturaleza más débil,

sin los hermosos adornos de la pintura o la música,

pero sublimemente pura y capaz. De una perfección

severa como la que solo el mejor arte puede mostrar.)

Bertrand Russell (1872-1970)

Filósofo, matemático, escritor y cŕıtico social
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Introducción

La noción de estructura de A∞-álgebra o álgebras de homotoṕıa fuerte (abreviado

sha-algebra, por sus siglas en inglés) fue introducida por James Dillon Stasheff

en su art́ıculo titulado “Homotopy Associativity of H−spaces. II” publicado en

Agosto de 1963 en Transactions of the American Mathematical Society, ver [18].

En más detalle, Stasheff define A∞−álgebras como una herramienta para el es-

tudio de leyes asociativas desde el punto de vista de la teoŕıa de homotoṕıa en

H−espacios, como una generalización de un grupo topológico, donde la carac-

teŕıstica esencial que se conserva es una multiplicación continua µ : X ×X → X

y un elemento neutro e ∈ X tal que las dos funciones X
µ(−,e)

// X y X
µ(e,−)

// X

sean homotópicas a la identidad. De manera poco precisa una A∞−álgebra es

un espacio vectorial graduado equipado con una cantidad infinita de operaciones

multilineares µ1, µ2, µ3, . . . satisfaciendo ciertas condiciones de compatibilidad,

una definición rigurosa puede ser consultada en el caṕıtulo 2.

Autores como Kajiura [5, 6], Palmieri et al. [26, 27], utilizan A∞−estructuras co-

mo herramientas para sus estudios. Kajiura en su art́ıculo “An A∞−Structure for

lines in a plane”, [6], construye expĺıcitamente una A∞−estructura para una ca-

tegoŕıa de Fukaya de un número finito de ĺıneas (en una subvariedad Lagrangiana

de una variedad simpléctica) en R
2. Palmieri et al. [26], en el art́ıculo “Regular al-

gebras of dimension 4 and their A∞−Ext-algebras” construye algunas familias de

álgebras regulares Artin-Schelter de dimensión 4, donde una de las herramientas

principales son las A∞−Ext−álgebras. También Stasheff [18, p. 301] señala que

las A∞−estructuras sobre la cohomoloǵıa de un espacio topológico determinan

espacios de loops, y Kadeishvili [4] aplica estas estructuras en la cohomoloǵıa de

los espacios fibrados.

Un problema importante es la construcción de ejemplos de A∞−álgebras. Mer-
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kulov en el año 1999, en su art́ıculo “Strong homotopy algebras of a Kähler

manifold” [13] construye una estructura de A∞-álgebra en la cohomoloǵıa aso-

ciada a un complejo como un caso especial (y expĺıcito) del siguiente teorema de

Kadeishvili.

Teorema de Kadeishvili: Sea A un A∞−álgebra y sea H(A) el grupo de coho-

moloǵıa de A. Existe una estructura de A∞−álgebra en H(A) con µ1 = 0, µ2

inducido por la multiplicación en A, y las multiplicaciones superiores constrúıdas

desde la estructura A∞−álgebra de A, tal que existe un cuasi-isomorfismo de

A∞−álgebras F : H(A) → A, que es levantamiento del A∞−morfismo identidad

de H(A). Esta estructura de A∞−álgebra sobre H(A) es único salvo A∞−iso-

morfismos.

El teorema de Kadeishvili es un teorema de existencia, y no presenta expĺıci-

tamente las multiplicaciones de orden superior. En cambio Merkulov construyó

una clase especial de multiplicaciones superiores para H(A, d), que pueden ser

definidas inductivamente. Interesantemente, el art́ıculo de Merkulov contiene un

error que ha limitado un tanto su uso. Una de las metas de esta tesis es corrigir

este error y re-hacer el Modelo de Merkulov.

Zhou [29] demostró que el Modelo de Merkulov puede usarse para construir una

estructura de A∞−álgebras en el espacio de las formas armónicas de cualquier

variedad Riemanniana cerrada orientada, y revisó la teoŕıa de Hodge abstracta

de un álgebra diferencial graduada (DGA). La teoŕıa de Hodge, ver [25], fue desa-

rrollada alrededor de 1930 por el matemático escocés William Vallance Douglas

Hodge. Es una herramienta importante en geometŕıa diferencial, para el estudio

de formas diferenciales en una variedad diferenciable M . Wagner [25] afirma que

esta teoŕıa proporciona información sobre los grupos de cohomoloǵıa de M , me-

diante el uso del operador laplaciano asociado a una métrica de Riemann definida

en la variedad. Del teorema de Zhou es posible desprender que si una dga pre-

senta una descomposición de Hodge, entonces es posible dotar a su complejo de

cohomoloǵıa asociado una estructura natural de A∞−álgebra, pero no se espećıfi-

ca expĺıcitamente cada operación de orden superior. En cambio del teorema de

Merkulov es posible, conociendo la existencia de la estructura de A∞−álgebra en

el complejo de cohomoloǵıa asociado, construir inductivamente cada una de las

operaciones de orden superior.
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Consideraremos como un solo teorema los resultados principales de cada uno de

estos autores: Zhou y Merkulov. Ellos no tienen un trabajo en colaboración, pero

sus ideas respectivas son pertinentes, para nuestro trabajo, para juntarlas en un

solo resultado, que llamamos Teorema de Zhou-Merkulov.

Teorema de Zhou-Merkulov: Para toda dga (A, d, ·) con métrica euclidia-

na o hermitiana tal que d tiene un adjunto formal d∗, A tiene descomposi-

ción de Hodge A = H ⊕ img d ⊕ img d∗, y existe una estructura de A∞−álge-

bra en H con multiplicaciones superiores m1 = d, m2 = ◦, y para n ≥ 3

mn = (id− [[d,Gdd
∗]]) λn = prHλn, con λn, ver difinición 2.7.

Eiseman y Stone, inspirados por el trabajo de Frölicher y Nijenhuis [16], en 1974

obtienen una generalización del clásico teorema de descomposición de Hodge en

el contexto de variedades Riemannianas M , ver [20]. Para esto, consideraron una

1−forma vectorial h no singular, tal que el tensor de Nijenhuis, introducido en

la tesis de doctorado de Albert Nijenhuis, se anula. Ellos probaron que existe

una derivada exterior dh, asociada a M , distinta a la derivada exterior usual.

Los autores probaron que la derivada exterior dh tiene un adjunto δh que respeta

el producto interno usual entre formas diferenciales, ver [19, 20]. Este hecho les

permitió definir un operador diferencial de segundo orden Λh, que es una gene-

ralización del operador Laplace-Beltrami. Y consecuentemente obtuvieron una

generalización del clásico teorema de la descomposición de Hodge.

Inspirados en los trabajos de Stasheff, Merkulov, Zhou, y Eiseman y Stone, surge

la siguiente pregunta ¿Se podrá “algebreizar” lo realizado por Eiseman y Stone y

obtener, usando el teorema Zhou-Merkulov, estructuras A∞ diferentes (o quizás

cuasi-isomorfas) a la obtenida de la cohomoloǵıa de De Rahm?

Uno de los puntos principales en la motivación para responder esta pregunta, y

por lo tanto realizar este trabajo, fue profundizar en el estudio de estructuras

A∞-álgebra con el objetivo de otorgar al complejo de cohomoloǵıa asociado a un

espacio vectorial graduado cualquiera una estructura de A∞-álgebra. Otra moti-

vación, dada la dificultad en construir ejemplos de A∞−álgebras, fue determinar,

en caso de existir, una estructura de A∞-álgebras sobre variedades Riemannianas

compactas diferente a la que se puede obtener a partir de la cohomoloǵıa de De

Rham. Y si existe, compararlas y contrastarlas.
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El objetivo de este trabajo es, por lo tanto, mostrar una relación entre la estructu-

ra canónica de A∞−álgebra en una variedad Riemanniana compacta n−dimensional

inducida por el complejo de De Rham y una A∞ estructura “torcida” definida

con ayuda de endomorfismos de 1−formas. Estas estructuras son obtenidas con

el teorema de Zhou-Merkulov sobre las dga’s (A, d, ·) and (A, dh, ·). Más gene-

ralmente, probamos que a partir de las mismas álgebras graduadas, pero con

diferenciales distintos d y dh, es posible construir estructuras cuasi-isomorfas, a

nivel de A∞−álgebras, en sus respectivos complejos de cohomoloǵıa. Como una

aplicación probamos que si M es una variedad Riemanniana sin frontera, com-

pacta, orientable y de dimensión n, el complejo de cohomoloǵıa de De Rham

asociado a los espacios de k−formas (Ω(M), d,∧), donde d es la derivada exterior

y ∧ el producto exterior, y la cohomoloǵıa asociada a (Ω(M), dh,∧) en que h es

un endomorfismo de 1−formas, son estructuras A∞−cuasi-isomorfas cuando h es

invertible o induce una equivalencia de cocadenas.

A continuación se enuncian nuestros resultados principales:

Teorema A:

Sea h : A1 → A1 una función lineal tal que existe h−1 y Jh, hK = 0; entonces

existe un cuasi-isomorfismo de dga’s, h̃ : (A, d, ·) → (A, dh, ·). Además, h̃ induce

un cuasi-isomorfismo de A∞−álgebra entre
(
H, {mn}n≥1

)
y
(
Hh, {µn}n≥1

)
.

Teorema B:

Sea h : A1 → A1 un endomorfismo tal que el morfismo h̃ es una equivalencia

de cocadenas y suponga además H de tipo finito y Jh, hK = 0. Entonces existe

un cuasi-isomorfismo de dga’s h : (A, d, ·) → (A, dh, ·). Además, h̃ induce un

cuasi-isomorfismo de A∞−álgebra entre
(
H, {mn}n≥1

)
y
(
Hh, {µn}n≥1

)
.
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Aplicación:

SeaM una variedad compacta diferenciable de dimensión n, considere el espacio

de las k−formas diferenciables, Ω∗(M) =
n⊕

k=0

Ωk(M) con diferencial d y producto

∧, derivada exterior y producto exterior, respectivamente. Sea además

h : Ω1(M) → Ω1(M)

un endomorfismo tal que el morfismo h̃ es una equivalencia de cocadenas y

Jh, hK = 0. Entonces existe un cuasi-isomorfismo de dga’s h : (Ω∗(M), d,∧) →

(Ω∗(M), dh,∧). Además, h̃ induce un cuasi-isomorfismo de A∞−álgebra entre
(
HdR(M), {mn}n≥1

)
y
(
Hh, {µn}n≥1

)
, donde HdR(M) es la cohomoloǵıa de De

Rham.

La tesis es organizada como sigue:

En el caṕıtulo 1 estableceremos definiciones y convenciones básicas sobre álgebras

graduadas. Comenzaremos definiendo qué entendemos por un espacio vectorial

graduado, un álgebra graduada y un álgebra diferencial graduada. También defi-

nimos complejo de cocadena y cohomoloǵıa de complejos. Al finalizar este caṕıtulo

presentamos como ejemplo al complejo de De Rham, complejo constrúıdo en el

conjunto de las k−formas diferenciales de una variedad diferenciable.

En el caṕıtulo 2 definimos cuándo un complejo tiene estructura de A∞−álgebra.

Además definimos morfismos entre espacios vectoriales que tengan estructura de

A∞−álgebra, expondremos algunos casos particulares de morfismos y definimos

un cuasi-isomorfismos entre estas estructuras. Luego, se construirá el Modelo de

Merkulov. Al finalizar el caṕıtulo probamos que el Modelo de Merkulov puede ser

visto como un teorema de transferencia homotópica.

En el caṕıtulo 3 mostramos que una dga A con métrica (euclideana o hermitiana)

siempre posee descomposición de Hodge. Además mostramos, usando la idea de

Zhou, que el complejo de formas armónicas asociado a la dga A tiene una estruc-

tura natural de A∞−álgebra. Mostramos también que si una dga está dotada de

métrica euclidiana o hermitiana, siempre admite una descomposición de Hodge.

En el caṕıtulo 4 presentamos los resultados principales de nuestra investigación

que es: a partir de las mismas álgebras graduadas, pero con diferenciales distintos,
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uno “perturbación” del otro, es posible construir estructuras cuasi-isomorfas, a

nivel de A∞−álgebras, en sus respectivos complejos de cohomoloǵıa.

La decisión de escribir esta tesis en español y de describir, dentro de lo posible, de-

talladamente cada caṕıtulo, fue debido a que después de una revisión bibliográfi-

ca, el estudio de álgebras diferenciales graduadas, de estructuras A∞−álgebras

y de descomposición de Hodge generalizada es practicamente inexistente en este

idioma.
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Caṕıtulo 1

Álgebra Diferencial Graduada (dga)

El presente caṕıtulo tiene como objetivo establecer las definiciones y convenciones

básicas sobre álgebras graduadas. Comenzaremos definiendo qué entenderemos

por un espacio vectorial graduado, un álgebra graduada y un álgebra diferencial

graduada. También definiremos complejo de cocadena y cohomoloǵıa de comple-

jos.

En este caṕıtulo trabajaremos sobre un cuerpo arbitrario K de caracteŕıstica

diferente de 2.

Para simplificar la notación, diremos “lineal”, “bilineal”, “espacio vectorial”, etc.

en vez de “K−lineal”, “K−bilineal”, “espacio vectorial sobre K”; y a los funtores

HomK(−,−) y −⊗K − los denotaremos simplemente por Hom(−,−) y −⊗−.

1.1 Espacio Vectorial Graduado

Las definiciones y propiedades que estableceremos en esta sección son esencial-

mente las mismas a las utilizadas por Félix, Halperin y Thomas [21] y May [12],

con algunos cambios y con detalles no tan evidentes que haremos notar a medida

que aparecen.
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Definición 1.1 (Espacio Vectorial Graduado):

Un espacio vectorial graduado V , es una familia {V n}n∈Z de espacios vecto-

riales sobre el cuerpo K. Un elemento v ∈ V i es un elemento del espacio vectorial

graduado V de grado i. Denotaremos el grado de v por |v| = i.

Notemos que podemos ver como un espacio vectorial graduado como una sucesión

de espacios vectoriales:

V =
{
. . . , V −3, V −2, V −1, V 0, V 1, V 2, V 3, . . .

}
.

Con esta definición, podemos ver un elemento perteneciente a V como un par

(v, i) donde v ∈ V i y denotamos su grado como |v| = i. También diremos que V

es concentrado en grados j ∈ J ⊆ Z si V i = 0, i /∈ J ; en este caso, escribimos

V = {V j}j∈J .

Notemos que si M es un espacio vectorial, los siguientes espacios vectoriales gra-

duados A, B son diferentes:

A =
{
Ai
}
=

{

M, if i = 0

0, if i 6= 0
B =

{
Bi
}
=

{

M, if i = 1

0, if i 6= 1

A está concentrado en grado 0, mientras que B está concentrado en grado 1.

Las nociones estándar para espacios vectoriales se heredan al contexto graduado.

Aśı:

Definición 1.2 (Subespacio vectorial graduado):

Sea V un espacio vectorial graduado. Un subespacio vectorial graduado

V ′ ⊂ V es un espacio vectorial graduado {V ′i}i∈Z donde V ′i es un subespacio

vectorial de V i.
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Definición 1.3 (Cociente):

Sea V un espacio vectorial graduado y V ′ un subespacio vectorial graduado de

V , el cociente
V
V ′ es una familia de espacios vectoriales, donde para

cada i ∈ Z,

(
1

2

V
V ′

)i

=
V i

V ′i .

Definición 1.4 (Suma Directa):

La suma directa
⊕

α∈∆

V (α) de espacios vectoriales graduados V (α), α ∈ ∆, es

la familia







(
⊕

α∈∆

V (α)

)i






i∈Z

=

{
⊕

α∈∆

V (α)i
}

i∈Z

.

Definición 1.5 (Producto Directo):

El producto directo
∏

α∈∆

V (α) de espacios vectoriales graduados V (α), α ∈ ∆,

es la familia 





(
∏

α∈∆

V (α)

)i






i∈Z

=

{
∏

α∈∆

V (α)i
}

i∈Z

.

El producto directo entre dos espacios vectoriales graduados V y W es escrito

V ×W .

Más detalles (explicaciones y ejemplos) sobre estos tópicos pueden ser encontrados

en Moreno [14, sec. 1.1]. La siguiente definición proporcionará una relación entre

espacios vectoriales graduados.

Definición 1.6 (Función Lineal Graduada de grado i):

Sean los espacios vectoriales graduados V y W . Una función lineal graduada

f : V → W de grado i, es una familia de funciones lineales
{
f j
}

j∈Z
donde

fj : V
j →W j+i para cualquier j ∈ Z.

Es interesante observar cómo la definición anterior determina los siguientes subes-

pacios vectoriales graduados: ker(f) ⊂ V e img (f) ⊂W , donde

ker(f) = {(ker f)j}j∈Z = {ker(fj)}j∈Z ,

img (f) = {(img f)j}j∈Z = {img (fj−i)}j∈Z .
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Observación 1.7: La expresión “función lineal” se usará para referirse a una

función lineal graduada. Además, el śımbolo |f | se usará para denotar el grado

de la función lineal f . ⋆

Proposición 1.8:

Si f : V → V ′ y g : V ′ → W son funciones lineales entre espacios vectoriales

graduados, entonces la función g ◦ f : V → W es una función lineal de grado

|f |+ |g|.

Demostración: En efecto, (g ◦ f)j : V
j f
−→ V ′j+|f | g

−→ W j+|f |+|g|, de modo que

|g ◦ f | = |f |+ |g|. La linealidad es inmediata. ✷

Definición 1.9 (Producto Fibrado):

Sean {Vα}α∈∆ una familia arbitraria de espacios vectoriales graduados sobre el

mismo cuerpo K, Z un espacio vectorial graduado sobre K y {fα : Vα → Z}α∈∆

una familia de funciones lineales graduadas de grado 0.

El producto fibrado

(
∏

α∈∆

)

Z

(Vα) es un subespacio vectorial graduado de

∏

α∈∆

(Vα) que consiste en los elementos v = {vα}α∈∆ satisfaciendo fα(vα) =

fβ(vβ), con α, β ∈ ∆. El producto fibrado entre V y W es escrito V ×Z W .

Notemos que si v = {vα, vβ, vγ . . .} ∈

(
∏

α∈∆

)

Z

(Vα) es de grado n, entonces n =

|vα| = |vβ| = |vγ| = . . ., esto queda impĺıcito por la definición de producto directo.

Por ejemplo, si ∆ = {α, β, γ, δ, ǫ}, entonces

∏

a∈∆

(Va) = Vα × Vβ × V (γ)× Vδ × Vǫ

es el producto directo. Suponga fα : Vα → Z, fβ : Vβ → Z, fγ : Vγ → Z,

fδ : Vδ → Z y fǫ : Vǫ → Z funciones lineales de grado 0. Sea v ∈
∏

a∈∆

(Va), luego

v = {vα, vβ, vγ, vδ, vǫ}. Entonces v ∈

(
∏

a∈∆

)

Z

(Va) si se cumple que fα(vα) =

fβ(vβ) = fγ(vγ) = fδ(vδ) = fǫ(vǫ).
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Gráficamente, si πa es la función proyección en Va, con a ∈ ∆, el siguiente dia-

grama conmuta:

(
∏

a∈∆

)

Z

(Va)

πα

xxrr
rr
rr
rr
rr
rr
rr
rr

πβ

~~⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦
⑦

πγ

��

πδ

  
❅❅

❅❅
❅❅

❅❅
❅❅

❅
πǫ

%%▲
▲▲

▲▲
▲▲

▲▲
▲▲

▲▲
▲▲

▲

Vα

fα

((P
PP

PP
PP

PP
PP

PP
PP

PP
PP

PP
P Vβ

fβ

##●
●●

●●
●●

●●
●●

●●
●

Vγ

fγ

��

Vδ

fδ

{{✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇✇

Vǫ

fǫ

ww♥♥
♥♥
♥♥
♥♥
♥♥
♥♥
♥♥
♥♥
♥♥
♥♥
♥

Z

En la siguiente definición, presentamos el objeto principal que se necesita para

definir las estructuras A∞− álgebras, que veremos en caṕıtulo 2.

Definición 1.10 (Producto Tensorial):

El producto tensorial V ⊗W de espacios vectoriales graduados es definido por

(V ⊗W )i =
⊕

j+k=i

(
V j ⊗W k

)
.

Podemos definir la i−ésima componente del producto tensorial de V y W como

(V ⊗W )i =
⊕

j

(
V j ⊗W i−j

)
.

A⊗n denota el espacio vectorial graduado A⊗n = A⊗ A⊗ . . .⊗ A
︸ ︷︷ ︸

n veces

, desde que

la i−ésima componente de A⊗n es definida como

(
A⊗n

)i
=

⊕

i1+...+in=i

(
Ai1 ⊗ Ai2 ⊗ . . .⊗ Ain

)

Proposición 1.11:

Sean f : V → V ′, g : W → W ′ funciones lineales graduadas de grado |f | y |g|,

respectivamente. La función lineal f ⊗ g : V ⊗W → V ′ ⊗W ′ definida por

(f ⊗ g) (v ⊗ w) = (−1)|g||v|f(v)⊗ g(w)

tiene grado |f |+ |g|.
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Demostración: Debemos probar que ((f ⊗ g) (v ⊗ w))i ∈ (V ′ ⊗W ′)
i+|f |+|g|

para

todo i ∈ Z. Notemos que un elemento básico v ⊗ w de (V ⊗W )i, satisface que

v ∈ V j y w ∈ W k con j + k = i. Sigue que f(v) ∈ V ′j+|f | y g(w) ∈ W ′k+|g|, aśı
∣
∣(−1)|g||v|f(v)⊗ g(w)

∣
∣ = j + k + |f |+ |g| = i+ |f |+ |g|. ✷

Nota: El signo (−1)|g|·|v| de la definición de la función f ⊗ g es importante para

respetar la regla de Kozul en álgebras graduadas conmutativas y en álgebras

diferenciales graduadas conmutativas, que presentaremos más adelante.

1.1.1 Complejo de Cocadena y Cohomoloǵıa de Complejos

El objetivo de esta subsección es definir un diferencial sobre un espacio vectorial

graduado, introducir su cohomoloǵıa y establecer propiedades de esta cohomo-

loǵıa.

Definición 1.12 (Diferencial):

Un diferencial en un espacio vectorial graduado M = {M i}i∈Z es una función

lineal d :M →M de grado (+1) tal que d2 = 0.

Tenemos el diagrama

· · · //M i−1 di−1
//M i di //M i+1 // · · ·

Notemos que d = {di}i∈Z, di : M
i → M i+1 y di+1 ◦ di = 0, a saber img di−1 ⊂

ker di.

Definición 1.13 (Complejo de Cocadena):

Sea M un espacio vectorial graduado y d un diferencial en M . El par (M, d) es

un complejo de cocadena.

Ejemplo 1.14:

Sean (M, dM) y (N, dN) complejos de cocadenas, entonces (Hom(M,N), dHom) y
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(M ⊗N, d⊗) también lo son, donde los diferenciales dHom y d⊗ se definen como:

dHom(f) = dNf − (−1)|f |fdM y d⊗(m⊗ n) = dMm⊗ n+ (−1)|m|m⊗ dNn.

Probaremos que efectivamente dHom ◦ dHom = 0 y d⊗ ◦ d⊗ = 0

Como dHom

j (f)(m) = dNi+j ◦ fi(m) − (−1)jfi+1 ◦ d
M
i (m), entonces dHom

j (f) : Mi →

Ni+j y |dHom

j (f)| = j + 1, por lo que dHom

j (f) ∈ Hom(M,N)j+1 y aśı |dHom| = 1.

Ahora,

dHom

j+1

(
dHom

j (f)
)
(m) = dHom

j+1

(
dHom

j (f)(m)
)

= dNi+j+1

(
dHom

j (f)
)

i
(m)− (−1)j+1

(
dHom

j (f)
)

i+1
dMi (m)

= dNi+j+1d
N
i+jfi(m)− (−1)jdNi+j+1fi+1d

M
i (m)

−(−1)j+1
(
dNi+j+1fi+1d

M
i (m)− fi+2d

M
i+1d

M
i (m)

)

= 0− (−1)jdNi+j+1fi+1d
M
i (m) + (−1)jdNi+j+1fi+1d

M
i (m) + 0

= 0

Observemos que d⊗i+j(m⊗ n) = dMi m⊗ n + (−1)im⊗ dNj n

d⊗i+j+1 ◦ d
⊗
i+j(m⊗ n) = d⊗i+j+1

(
dMi m⊗ n + (−1)im⊗ dNj n

)

= d⊗i+j+1

(
dMi m⊗ n

)
+ (−1)i+1d⊗i+j+1

(
m⊗ dNj n

)

= dMi+1d
M
i m⊗ n+ (−1)i+1dMi m⊗ dNj n

+(−1)idMi m⊗ dNj n−m⊗ dNj+1d
N
j n

= 0− (−1)idMi m⊗ dNj n+ (−1)idMi m⊗ dNj n+ 0

= 0

Además, |d⊗(m⊗ n)| = 1 + |m⊗ n| = 1 + |m|+ |n|.

Por lo tanto dHom y d⊗ son diferenciales.

Definición 1.15 (Suspensión de un Complejo):

Sea un complejo de cocadenas (M, d). Se definen sM = {(sM)i}i∈Z un espacio

vectorial graduado donde (sM)i = M i+1 y (sd) = {(sd)i}i∈Z una función lineal

graduada de grado 1, definida por (sd)i = di+1. La suspensión de (M, d) es el

complejo s (M, d) = (sM, (sd)).

Notemos que si x ∈ M tiene grado i, entonces como elemento de sM , denotado
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como sx, sx tiene grado i− 1.

Es posible definir morfismos entre dos complejos de cocadena (diferentes o no).

Definición 1.16 (Morfismo de Complejos):

El morfismo de complejos ϕ : (M, dM) → (N, dN) es una función lineal ϕ :M →

N de grado cero satisfaciendo ϕ ◦ dM = dN ◦ ϕ.

En otras palabras, el diagrama conmuta:

· · · //M i−2
dMi−2

//

ϕi−2

��

M i−1
dMi−1

//

ϕi−1

��

M i
dMi //

ϕi

��

M i+1
dMi+1

//

ϕi+1

��

M i+2 //

ϕi+2

��

· · ·

· · · // N i−2

dNi−2

// N i−1

dNi−1

// N i

dNi

// N i+1

dNi+1

// N i+2 // · · ·

Esto es ϕi+1 ◦ d
M
i = dNi ◦ ϕi para todo i ∈ Z.

Definición 1.17 (Morfismo Homotópico):

Sean ϕ y ψ dos morfismos de complejos ϕ, ψ : (M, dM) → (N, dN). Diremos

que ϕ y ψ son homotópicos si existe una función lineal h : M → N de grado

(−1) tal que ϕ − ψ = h ◦ dM + dN ◦ h. Esto es, para todo i ∈ Z tenemos

ϕi − ψi = hi+1 ◦ d
M
i + dNi−1 ◦ hi.

En otras palabras, el diagrama conmuta:

· · · //M i−2
dMi−2

//

ϕi−2−ψi−2

��

Mi−1

hi−1

~~⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦

dMi−1
//

ϕi−1−ψi−1

��

Mi

hi

����
��
��
��
��
��
��
��
��

dMi //

ϕi−ψi

��

Mi+1

hi+1

����
��
��
��
��
��
��
��
�

//

ϕi+1−ψi+1

��

· · ·

· · · // Ni−2
dNi−2

// Ni−1
dNi−1

// Ni
dNi

// Ni+1
// · · ·

Note que la definición asume la propiedad siguiente si ϕ, ψ son morfismos de

complejos, entonces ϕ − ψ es un morfismo de complejos. Esto se sigue de la
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linealidad de dM y dN .

Denotamos por ϕ ∼ ψ : (M, dM) → (N, dN) a los morfismos homotópicos y la

función linear h la llamamos homotoṕıa de cocadenas.

Definición 1.18 (Equivalencia de Cocadenas):

Un morfismo de complejos ϕ : (M, dM) → (N, dN) es una equivalencia de

cocadenas si existe un morfismo ψ : (N, dN) → (M, dM) satisfaciendo ϕ ◦ ψ ∼

idN y ψ ◦ ϕ ∼ idM .

Notemos también que ϕ ◦ ψ y ψ ◦ ϕ son morfismos de complejos, pues

(ϕ◦ψ)◦dN(x) = ϕ◦ψ ◦dN(x) = ϕ◦dM ◦ψ(x) = dN ◦ϕ◦ψ(x) = dN ◦ (ϕ◦ψ)(x)).

Análogo para ψ ◦ ϕ.

Consideremos un complejo de cocadenas (M, d). Los elementos de ker d son lla-

mados cociclos y los elementos de img d son llamados cobordes. Recordemos que

(ker d)i = ker di e (img d)i = img di−1, puesto que img d es un subespacio vecto-

rial graduado de ker d, podemos considerar el cociente
ker d

img d =: H(M, d),

donde H(M, d)i =
ker di

img di−1
. Este nuevo espacio vectorial graduado es la

cohomoloǵıa de (M, d).

Cuando no exista duda del diferencial usaremos H(M) en vez de H(M, d) y

H i(M) en vez de H(M)i = H(M, d)i.

El morfismo de complejos ϕ : (M, dM) → (N, dN) induce un morfismo a nivel de

cohomoloǵıa H(ϕ):

H(ϕ) : H(M, dM) → H(N, dN)

[σ] 7→ [ϕ (σ)]

Es fácil comprobar que H(ϕ) está bien definida, ya que para [σ] = [σ′] = [σ +

dξ] ∈ H(M)i, implica ϕ(σ + dξ) = ϕ(σ) + ϕ(dξ) = ϕ(σ) + d(ϕξ), entonces

[ϕ(σ)] = [ϕ(σ + dξ)].

15



Definición 1.19 (Cuasi-isomorfismo):

Si H(ϕ), el morfismo inducido de ϕ : (M, dM) → (N, dN), es un isomorfismo,

entonces ϕ es llamado cuasi-isomorfismo.

Teorema 1.20:

Sean ϕ : (M, dM) → (N, dN), ψ : (M, dM) → (N, dN) morfismos de complejos

tales que ϕ ∼ ψ, entonces H(ϕ) = H(ψ).

Demostración: Si ϕ ∼ ψ, entonces existe h : M → N , |h| = −1 tal que

ϕ − ψ = h ◦ dM + dN ◦ h. Como [σ] = σ + img dM con σ ∈ ker dM , tenemos

(ϕ− ψ) (σ) = dN ◦ h(σ) y (ϕ− ψ)(σ) ∈ img dN . Por lo tanto [(ϕ− ψ)(σ)] = [0]

y aśı [ϕ(σ)] = [ψ(σ)] y H(ϕ) = H(ψ). ✷

Teorema 1.21:

Si ϕ : (M, dM) → (N, dN) es una equivalencia de cocadenas, entonces H(ϕ) es

un isomorfismo.

Demostración: Para probar que H(ϕ) es un isomorfismo debemos probar que

cada H(ϕi), i ∈ Z, es un isomorfismo.

Como ϕ es una equivalencia de cocadena, existe ψ : (N, dN) → (M, dM) tal que

ϕ ◦ ψ ∼ idN y ψ ◦ ϕ ∼ idM . Del teorema (1.20) tenemos H(ϕ ◦ ψ) = H(idN) y

H(ψ ◦ ϕ) = H(idM).

Notemos que H ((ϕ ◦ ψ)i) = H (ϕi) ◦H (ψi), pues

H(idN)i :
ker dNi

img dNi−1
−→

ker dNi
img dNi−1

[σ] 7−→ [σ]
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H(idM)i :
ker dMi

img dMi−1
−→

ker dMi
img dMi−1

[τ ] 7−→ [τ ]

H(ϕ ◦ ψ)i :
ker dNi

img dNi−1
−→

ker dNi
img dNi−1

[σ] 7−→ [ϕi ◦ ψi(σ)]

y además,

H(ϕ)i ◦H(ψ)i :
ker dNi

img dNi−1
−→

ker dMi
img dMi−1

−→
ker dNi

img dNi−1

[σ] 7−→ [ψi(σ)] 7−→ [ϕi ◦ ψi(σ)]

Por lo tanto H(ϕi ◦ ψi) = H(ϕi) ◦ H(ψi). Analogamente podemos probar que

H(ψi ◦ ϕi) = H(ψi) ◦H(ϕi).

Conclúımos que H(idN)i = H(ϕi ◦ ψi) = H(ϕi) ◦ H(ψi), y además H(idN)i =

idHi(N)
, de modo que tenemos H(ϕi) ◦H(ψi) = idH(Ni). Analogamente, H(ψi) ◦

H(ϕi) = idHi(M)
, por lo que H(ϕi) es un isomorfismo y H(ϕ) también lo es. ✷

Observación 1.22: Cada equivalencia de cocadena es un cuasi-isomorfismo, este

resultado deriva del teorema 1.21. ⋆

1.2 Álgebra Diferencial Graduada (DGA’s)

Dedicamos esta sección al estudio de álgebras diferenciales graduadas y sus propie-

dades. Para abreviar, también usaremos DGA o dga para referirnos a un álgebra

diferencial graduada.
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Definición 1.23 (Álgebra Graduada):

Un álgebra graduada es un espacio vectorial graduado A = {An}n≥0 junto con

una función lineal µA de grado 0,

µA : A⊗ A → A

x⊗ y 7→ x · y

que satisface: Para cada x, y, z ∈ A y λ ∈ K:

(1) x · (y · z) = (x · y) · z, es decir µA(x⊗ (y.z)) = µA((x · y)⊗ z)

(2) Existe 1A ∈ A0 tal que 1A ·x = x·1A = x, es decir µA(1A⊗x) = µA(x⊗1A) =

x

(3) λ(x · y) = (λx) · y = x · (λy), es decir λµA(x⊗ y) = µA(λx⊗ y) = µA(x⊗λy)

Notemos que se cumple la propiedad distributiva, es decir (x+ y) · z = x · z+ y · z

∀ x, y, z ∈ A. Puesto que, (x + y) · z = µA ((x+ y)⊗ z) = µA (x⊗ z + x⊗ z) =

µA (x⊗ z) + µA (x⊗ z) = x · z + y · z.

Denotamos (A, µA) al álgebra graduada. Como µA actúa como un producto, en

adelante, cuando hablemos de álgebra graduada, omitiremos la notación µA, ex-

cepto cuando sea necesario. Y en algunas ocaciones omitiremos la notación pun-

tual (·).

Notemos que ahora el espacio vectorial graduado A está concentrado en grados

mayor o igual a 0.

Definición 1.24 (Álgebra graduada conmutativa (cga)):

Un álgebra graduada A es conmutativa si la igualdad de Koszul es válida, es

decir x · y = (−1)|x|·|y|y · x para todo x, y ∈ A.

Cuando la caracteŕıstica del cuerpo K es distinta de 2, y |x| es impar, la igualdad

de Koszul implica x2 = x · x = 0, puesto que x · x = (−1)|x|·|x|x · x = −x · x.

Necesitamos definir subálgebra graduada e ideal de un álgebra graduada para
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establecer una proposición que nos dice que el cociente, entre un álgebra gradua-

da A y un I ideal de A, es también un álgebra graduada. Esta propiedad nos

permitirá afirmar que
ker dA

img dA es un álgebra graduada.

Definición 1.25 (Subálgebra Graduada):

Sea A = {An, µA}n≥0 un álgebra graduada. A′ es una subálgebra graduada de

A si A′ es un subespacio vectorial graduado de A, 1A ∈ A′0 y para cada x ∈ A′i

e y ∈ A′j tenemos µA(x, y) = x · y ∈ A′i+j, i, j ≥ 0. En otras palabras, A′ es un

subespacio vectorial graduado de A y µA|A′(A′) ⊆ A′.

Definición 1.26 (Ideal):

Sea A = {An, µA}n≥0 un álgebra graduada. I es un ideal de A si I es un subes-

pacio vectorial graduado de A tal que para cada x ∈ A, y ∈ I se tiene que x·y ∈ I

y también y · x ∈ I.

Notemos que si 1A ∈ I0, entonces I = A.

Proposición 1.27:

Sea A = {An}n≥0 un algebra graduada e I = {In}n≥0 un ideal de A, entonces el

cociente
A
I es un álgebra graduada.

Demostración: Como I es un subespacio vectorial graduado de A, entonces
A
I

es un espacio vectorial graduado.

Debemos definir la función multiplicación µA/I :
A
I ⊗

A
I →

A
I

[a] ⊗ [b] 7→ [a · b]

Notemos que µA/I está bien definida, pues si [a] = [a+ I i], [b+ Ij], con |a| = i y

|b| = j grado j, tenemos que:
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µA/I([a + I i]⊗ [b+ Ij ]) = [(a+ I i) · (b+ Ij)]

= [µA ((a+ I i)⊗ (b+ Ij))]

= [µA (a⊗ b+ a⊗ Ij + I i ⊗ b+ I i ⊗ Ij)]

= [µA(a⊗ b) + µA(a⊗ Ij) + µA(I
j ⊗ b) + µA(I

i ⊗ Ij)]

= [a · b+ a · Ij + I i · b+ I i · Ij]

= [a · b+ I i+j + I i+j + I i+j ]

= [a · b+ I i+j ]

= [a · b]

= µA/I ([a]⊗ [b])

Aśı
A
I junto con µA/I es un álgebra graduada. ✷

Definición 1.28 (Álgebra Diferencial Graduada (dga)):

Un álgebra diferencial graduada (dga o DGA para abreviar) es un álgebra

graduada A = {An}n≥0 junto con una función lineal d = {dn}n≥0 de grado 1

(dn : An → An+1) satisfaciendo d ◦ d = 0 y d(x · y) = d(x) · y + (−1)|x|x · d(y)

para cada x, y ∈ A.

Proposición 1.29:

Si (A, d) es una dga, entonces
ker d

img d es un álgebra graduada.

Demostración: De la proposición 1.27 basta mostrar que ker d es una subálgebra

de A y que img d es un ideal de ker d.

Notemos que ker d es un subespacio vectorial graduado de A y que 1A ∈ ker d,

pues d(1A) = d(1A · 1A) = d(1A) · 1A + 1A · d(1A) = 2d(1A), de donde d(1A) = 0

si caracteŕıstica de K es distinta de 2. Y como para cualesquiera a, b ∈ ker d, se

tiene que a · b ∈ ker d, pues d(a · b) = da · b + (−1)|a|a · db = 0, conclúımos que

ker d es una subálgebra graduada de A.

Notemos que img d es un subespacio vectorial graduado de ker d. Sean a ∈ ker d

y b ∈ img d, entonces da = 0 y existe c ∈ A tal que dc = b. Tenemos que

mostrar que existen x, y ∈ A tales que dx = a · b y dy = b · a. Basta considerar

20



x = (−1)|a|a · c e y = c · a; tenemos:

dx = d
(
(−1)|a|a · c

)
= (−1)|a|da · c+ (−1)|a|(−1)|a|a · dc = a · dc = a · b.

dy = d (c · a) = dc · a + (−1)|c|c · da = dc · a = b · a.

Por lo que img d es un ideal de ker d. Aśı,
ker d

img d es un álgebra graduada. ✷

Definimos el complejo de cohomoloǵıa asociado a la dga (A, dA) como:

H(A, d) = H(A) =
ker d

img d

Para relacionar los dga’s necesitamos definir morfismo entre álgebras diferenciales

graduadas.

Definición 1.30 (Morfismo entre dga’s):

Un morfismo entre álgebras diferenciales graduadas ϕ : (A, dA) → (B, dB) es

un morfismo de complejos (esto es, ϕ satisface ϕ ◦ dA = dB ◦ ϕ), tal que para

todo x, y ∈ A se cumple que ϕ(x · y) = ϕ(x) · ϕ(y) y ϕ(1A) = 1B.

De esta definición se desprende que si x ∈ A, entonces ϕ ◦ dA(x) = dB ◦ ϕ(x), es

decir, para cada n ≥ 0 el siguiente diagrama conmuta:

An dA //

ϕ

��

An+1

ϕ
��

Bn

dB
// Bn+1

El morfismo ϕ : (A, dA) → (B, dB) induce un morfismo de álgebras diferenciales

en cohomoloǵıa:

H(ϕ) : H(A) → H(B)

[a] 7→ [ϕ(a)]

La función H(ϕ) está bien definida, pues

H(ϕ) ([a+ dξ]) = [ϕ(a+ dξ)] = [ϕ(a) + ϕ(dξ)] = [ϕ(a) + d(ϕξ)] = [ϕ(a)] = H(ϕ) ([a])
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Además es un morfismo de dga en cohomoloǵıa, pues de la proposición 1.27,

tenemos que: H(ϕ) ([a]⊗ [b]) = H(ϕ) ([a · b]) = [ϕ(a · b)] = [ϕ(a) · ϕ(b)]

= [ϕ(a)]⊗ [ϕ(b)] = H(ϕ) ([a])⊗H(ϕ) ([b])

Finalmente notamos que (A, dA) y (B, dB) son dga’s, entonces el producto tenso-

rial (A, dA) ⊗ (B, dB) también es un dga con multiplicación (a ⊗ b) · (a′ ⊗ b′) =

(−1)|b|·|a
′|a · a′ ⊗ b · b′ y con diferencial d⊗(a⊗ b) = dA(a)⊗ b+ (−1)|a|a⊗ dB(b).

1.3 Cohomoloǵıa de De Rham

En esta sección desarrollaremos un ejemplo básico de DGA en geometŕıa.

Georges De Rham desarrolla en el caṕıtulo III “Variétes. Intégrales multiples” de

su tesis de doctorado “Sur l’analysis situs des variétés à n dimensions”, ver [1],

20 de junio de 1931, lo que hoy en d́ıa se conoce como complejo de De Rham.

Usaremos la definición de complejo de De Rahm dada por John Lee en [10, p.

441].

SeaM una n-variedad diferenciable sin borde y sea k un entero no negativo. Con-

sideremos Ωk(M) el espacio de las k−formas diferenciales con Ω0(M) = C∞(M).

Existe un producto ∧ definido puntualmente entre formas diferenciales satisfa-

ciendo que el producto entre una k−forma y una l−forma es una (k + l)−forma

diferencial. Además, si f es una 0−forma y η es una k−forma, podemos interpre-

tar el producto f ∧ η como fη.

Si definimos Ω∗(M) =

n⊕

k=0

Ωk(M), entonces obtenemos un producto ∧ en Ω∗(M)

que es asociativo y anticonmutativo, es decir para ω ∈ Ωk(M) y η ∈ Ωl(M),

ω ∧ η = (−1)klη ∧ ω.

Sea d : Ω∗(M) → Ω∗(M), dk : Ω
k(M) → Ωk+1(M), la derivada exterior, como de-

finida en Lee [10, p. 363]. Luego, tiene sentido establecer el complejo de cocadena

(Ω∗(M), d).

C∞(M) = Ω0(M)
d0 // . . . // Ωk−1(M)

dk−1
// Ωk(M)

dk // Ωk+1(M) // . . .

22



Definamos:

Zk(M) = ker
{
dk : Ω

k(M) → Ωk+1(M)
}
:= {k − formas cerradas de M}

Bk(M) = img
{
dk−1 : Ω

k−1(M) → Ωk(M)
}
:= {k − formas exactas de M}

Por convención, consideraremos Ωk(M) = 0 si k < 0 y notemos que siempre

Ωk(M) = 0 si k > n.

Ahora, si ω ∈ Zk(M), entonces dω = 0 y si ω ∈ Bk(M), entonces existe η ∈

Ωk−1(M) tal que ω = dη. Conclúımos que toda forma exacta es cerrada y

Bk(M) ⊆ Zk(M).

Por la definición de Zk(M) y Bk(M) tiene sentido considerar la cadena de cohomo-

loǵıa asociada al complejo (Ω∗(M), d). El k−grupo de cohomoloǵıa está definido

como:

Hk
dR(M) =

Zk(M)
Bk(M)

Llamamos a H∗
dR(M) el complejo de De Rham de formas diferenciales.

El producto exterior ∧ en Ω∗(M) es asociativo y anticonmutativo o conmutativo

en el sentido gruadado, es fácil verificar que ∧ satisface las condiciones de la multi-

plicación de una dga, ver [10, p. 356], y la derivada exterior d : Ω∗(M) → Ω∗(M) es

una derivación de grado 1 que satisface d2 = 0, ver [10, p. 364]. Aśı, (Ω∗(M), d,∧)

es un álgebra diferencial graduada y por tanto (H∗
dR(M), 0,∧) también lo es.

En los complejos definidos sobre una variedad diferenciable, una homotoṕıa de

cocadenas es conocida como un operador de homotoṕıa. Ejemplos importantes

de estos operadores aparecen en [25, p. 157, 190] y [10, p. 444]. Aśı, si considera-

mosM yN dos variedades diferenciables, donde
(
Ω∗(M), dM ,∧

)
y
(
Ω∗(N), dN ,∧

)

son sus respectivos espacios de formas diferenciables. Las aplicaciones diferencia-

bles F,G : M → N serán homotópicas si existe h una familia de aplicaciones

diferenciables h : Ωp(N) → Ωp−1(M), tal que para cada ω ∈ Ωp(N) se satisface

dM(h(ω)) + h(dN(ω)) = G∗ω − F ∗ω.

En el caso particular de F = i0 : M → M × I y G = i1 : M → M × I con
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I = [0, 1] ⊂ R y las aplicaciones io, i1 son multiplicación interior por 0 y 1, res-

pectivamente; el operador de homotoṕıa está definido por h(ω) =

∫ 1

0

i∗t (Sy ω)dt,

con S(q,s) = (0, ∂/∂S|s) donde s son las coordenadas estándar sobre R.
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Caṕıtulo 2

A∞−Álgebras y Modelo de Merkulov

En este caṕıtulo definiremos una estructura de A∞−álgebra (álgebra A-infinito)

sobre un complejo de cocadenas, y a partir de una estructura particular de A∞-

álgebra construiremos otra, en la cohomoloǵıa asociada al complejo. Esta cons-

trucción fue la que elaboró Merkulov en [13] como un caso especial (y expĺıcito)

de un teorema de Kadeishvili,

Teorema (Kadeishvili):

Sea A un A∞−álgebra y sea H(A) el grupo de cohomoloǵıa de A. Existe una es-

tructura de A∞−álgebra en H(A) con µ1 = 0, µ2 inducido por la multiplicación

en A, y las multiplicaciones superiores constrúıdas desde la estructura A∞−álge-

bra de A, tal que existe un quasi-isomorfismo de A∞−álgebras F : H(A) → A,

que es levantamiento del A∞−morfismo identidad de H(A). Esta estructura de

A∞−álgebra sobre H(A) es único salvo A∞−isomorfismos.

El enunciado del resultado anterior no corresponde al original en [4, Teorema 2],

pues utiliza estructuras de A∞−módulos. De igual forma la construcción realizada

por Kadeishvili es muy general. Es por esta razón que realizaremos lo hecho por

Merkulov, donde él construyó una clase especial de multiplicaciones superiores

para H(A), que pueden ser definidas inductivamente. Notamos, que además de

construir una estructura de A∞−álgebra asociada al complejo de cohomoloǵıa,

Kadeishvili muestra que existe un cuasi-isomorfismo entre la estructura original

y la nueva estructura. Este paso no está en el trabajo de Merkulov y nosotros no

lo consideraremos aqúı. Además de [4], podemos referir al lector a Kajiura [5]: en

este art́ıculo Kajiura explica cómo estructuras de A∞−álgebras aparecen en teoŕıa

de cuerdas, algo que no consideraremos en esta tesis. Interesantemente, Merkulov
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definió erróneamente una función lineal que es base para su construcción: aqúı

corregimos este error y probamos, usando la idea de Merkulov, que su construcción

es igualmente válida.

A lo largo de todo el caṕıtulo: espacios vectoriales, funciones lineales, conmu-

tatividad, entre otros, serán espacios vectoriales graduados, funciones lineales

graduadas, conmutatividad en el sentido graduado, entre otros, a menos que se

especifique lo contrario.

2.1 A∞−álgebras

La noción de A∞−álgebras fue introducida por Stasheff en 1963 [17], [18], defi-

niendo A∞−espacios y A∞−álgebras como una herramienta en el estudio de las

leyes asociativas desde el punto de vista de la teoŕıa de homotoṕıa en H−espacios.

El concepto de H−espacio, H es por Hopf, surgió como una generalización de

un grupo topológico, donde la caracteŕıstica esencial que se conserva es una mul-

tiplicación continua µ : X × X → X y un elemento neutro e ∈ X tal que las

dos funciones X
µ(−,e)

// X y X
µ(e,−)

// X sean homotópicas a la identidad. Una

motivación del trabajo de Stasheff puede encontrarse en Keller [7].

Stasheff en la definición 2.1 (pág. 294) de su art́ıculo “Homotopy associativity of

H−spaces II ”, [18], define Ap−álgebra o A(p)−álgebra como sigue:
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Sea Λ un anillo conmutativo con unidad. Una A(p)−álgebra (R,m1, . . . , mp)

sobre Λ consiste en un Λ−módulo graduado R =
∑

Rq y funcionesmn : ⊗nR→

R satisfaciendo las siguientes propiedades.

(1) mn tiene grado n− 2, i.e., mn

[

(⊗nR)q

]

⊂ Rq+n−2 donde ⊗
nR tiene la usual

graduación del producto tensorial;

(2) Si a = a1 ⊗ a2 ⊗ . . .⊗ an ∈ ⊗nR, entonces

∑

u+s=n+1
1≤r+1≤u

χ(r, s, a)mu (a1 ⊗ . . . ⊗ ar ⊗ms(ar+1 ⊗ . . .⊗ ar+s)⊗ ar+s+1 ⊗ . . .⊗ an) = 0

donde χ(r, s, a) es ±1 de acuerdo a la paridad de

ε(r, s, a) = (s+ 1)(r + 1) + s

(

n+
r∑

j=1

dim aj

)

Notemos que cuando Stasheff dice que χ(r, s, a) es ±1 dependiendo de la paridad

de ε(r, s, a), está definiendo χ(r, s, a) = (−1)ε(r,s,a), pues

(−1)ε(r,s,a) = (−1)1+s(|a1|+...+|ar |)+(s−1)r+(u−1)s

Observemos que cuando Stasheff considera el grado de las funciones mn de n−2,

es porque está considerando m1 de grado −1 como el diferencial para obtener el

complejo de homoloǵıa asociado.

Stasheff luego generaliza esta definición a A(∞)−álgebra como una estructura

(R,m1, m2, . . .), que consiste en un Λ−módulo graduado R y funciones mn :

⊗nR → R con n ∈ N, satisfaciendo las condiciones antes descritas.

Algunos autores, incluso el mismo Stasheff y Merkulov, utilizan el concepto de

“strongly homotopy associative algebra, sha-algebra” para A∞−álgebras. En este

trabajo utilizaremos la siguiente definición de A∞−álgebra:
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Definición 2.1 (A∞−álgebra):

Sea A un espacio vectorial graduado, A = {Ai}i≥0. Un álgebra de homotoṕıa

fuerte o A∞−álgebra, es A junto con las funciones lineales graduadas:

mn : A⊗n −→ A

a1 ⊗ . . .⊗ an 7−→ mn(a1 ⊗ . . .⊗ an) =: mn(a1 · . . . · an)

para n ≥ 1, cuyo grado está dado por |mn| = 2 − n y que satisfacen la igualdad

St(n) = 0, con

St(n) =
∑

u+s=n+1

u−1∑

r=0

(−1)kmu(a1 · . . . · ar, ms(ar+1 · . . . · ar+s), ar+s+1 · . . . · an),

donde k = s(|a1|+ . . .+ |ar|) + r(s− 1) + (u− 1)s, con s ≥ 1.

Definiciones equivalentes pueden ser encontradas en los art́ıculos de Lu, Palmie-

ri, Wu y Zhang [27], Merkulov [13] y Keller [7, 8]. Y en [14] se prueban estas

equivalencias. A continuación calcularemos las primeras identidades St(n) = 0.

St(1)=0: Si n = 1, m1 : A→ A, |m1| = 1 y St(1) = m1 (m1 (a)) = 0.

St(2)=0: Si n = 2, m2 : A⊗ A→ A, |m2| = 0 y

St(2) = −(−1)|a|m2 (a,m1 (b))−m2 (m1 (a) , b) +m1 (m2 (a, b)) = 0,

es decir m1 (m2 (a, b)) = m2 (m1 (a) , b) + (−1)|a|m2 (a,m1 (b)).

Si consideramos m2 como una multiplicación del complejo A y escribi-

mos m2(a, b) = a · b, St(2) implica que m1(a · b) = m1(a) · b+ (−1)|a|a ·

m1(b). De St(1) y St(2), m1 es un diferencial de grado 1, con respecto

a m2. Aśı, m2 desempeña el rol de multiplicación, aunque puede no ser

asociativa.

St(3)=0: Si n = 3, m3 : A⊗3 → A, |m3| = −1 y St(3) = m1 (m3 (a, b, c)) −

m3

(
m⊗3

1 (a, b, c)
)
+a ·(b · c)−(a · b) ·c = 0, es decir a ·(b · c)−(a · b) ·c =

m3

(
m⊗3

1 (a, b, c)
)
−m1 (m3 (a, b, c)).

Notemos que m3 actúa como una homotoṕıa de cocadena (u operador

de homotoṕıa) y por lo tanto la multiplicación m2 es asociativa sólo
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salvo homotoṕıa.

Notación: Si A es un espacio vectorial graduado con multiplicacionesm1, m2, m3, . . .

satisfaciendo St(n) = 0, obtenemos una A∞−álgebra denotada como
(
A, {mn}n≥0

)
.

De aqúı en adelante, asumiremos que (A,m1, m2) es una dga, con m2 asociativa

salvo homotoṕıa.

Definición 2.2:

Un A∞−álgebra A es llamada minimal si m1 = 0. Es llamada contractible si

mn = 0 para todo n ≥ 2 y H(A,m1) = 0.

Esta definición es usada en las notas de Kontsevich y Soibelman, [11], como

también en Kajiura [5].

2.2 Morfismos entre A∞−álgebras

En esta sección estableceremos morfismos entre espacios vectoriales graduados

que tengan estructura de A∞−álgebra, además de exponer algunos casos par-

ticulares de morfismos, por ejemplo un morfismo entre A∞−álgebras que es un

cuasi-isomorfismo.

Ejemplos de A∞−álgebras serán constrúıdos usando el modelo de Merkulov (teo-

rema 2.9) y Zhou (teorema 3.20), ver sección 2.3.

Aqúı asumiremos que cada A∞−álgebra A contiene un elemento unidad 1A ∈ A0

y que 1A satisface la siguiente condición, llamada condición estrictamente

unital:

Si n 6= 2 y ai = 1A para algún i, entonces mn(a1 · . . . · an) = 0

En este caso el elemento 1A es llamado unidad estricta o identidad de A.
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Definición 2.3 (A∞−morfismo):

Sean
(

A,
{
mA
n

}

n≥0

)

y
(

B,
{
mB
n

}

n≥0

)

dos A∞−álgebras. Un A∞−morfismo o

morfismo entre A∞−álgebras es una familia de funciones lineales graduadas

f = {fn}n≥1, donde fn : A⊗n → B de grado 1 − n, satisfaciendo la siguiente

identidad, MI(n), de morfismos de Stasheff.

∑

r+s+t=n
r,t≥0, s≥1

(−1)r+stfu ◦ (id
⊗r ⊗mA

s ⊗ id⊗t) =
∑

1≤q≤n
i1+...+iq=n

(−1)wmB
q ◦ (fi1 ⊗ . . .⊗ fiq)

donde, u = r + 1 + t, mA
n : A⊗n → A, mB

n : B⊗n → B, n = i1 + . . . iq y

w =







0 si q = 1
q−1
∑

j=1

(q − j)(ij − 1) si q ≥ 2

Notemos que para cada n ≥ 1, la función lineal graduada fn es una familia

fn = {(fn)i}i∈Z de funciones lineales, donde (fn)i : (A
⊗n)i → Bi+1−n se tiene

que si i < n − 1 la función (fn)i = 0. A continuación calcularemos las primeras

identidades MI(n).

MI(1): Si n = 1, tenemos que f1 : A→ B con |f1| = 0 y

MSt(1) : (−1)0+1·0f1 ◦ (id
⊗0 ⊗mA

1 ⊗ id⊗0) = (−1)0mB
1 ◦ f1,

es decir, f1 ◦m
A
1 = mB

1 ◦ f1. Por lo que f1 es un morfismo entre (A,mA
1 )

y (B,mB
1 )

MI(2): Si n = 2 tenemos que f2 : A⊗ A→ B con |f2| = −1 y

−mB
2 ◦ f⊗2

1 −
(
−f1 ◦m

A
2

)
= mB

1 ◦ f2 + f2 ◦m
A⊗2

1

Aśı, si definimos ϕ = −mB
2 ◦ f⊗2

1 y ψ = −f1 ◦m
A
2 , tenemos que ϕ− ψ =

mB
1 ◦ f2 + f2 ◦m

A⊗2

1 , es decir f2 es una homotoṕıa de cocadenas entre ϕ

y ψ.

Notemos que si f2 = 0, se tiene f1 ◦m
A
2 = mB

2 ◦ f⊗2
1 , es decir, el siguiente
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diagrama conmuta para todo i ≥ 0

A⊗2
i

f1⊗f1
//

mA
2

��

B⊗2
i

mB
2

��

Ai f1
// Bi

MI(3): Si n = 3 tenemos f3 : A⊗A⊗3 → B con |f3| = −2 y

f3◦(id⊗id⊗m
A
1 +m

A
1 ⊗id⊗id+id⊗m

A
1 ⊗id)−f2◦(id⊗m

A
2 +m

A
2 ⊗id)+f1◦m

A
3

= mB
1 ◦ f3 +mB

2 ◦ (f1 ⊗ f2 − f2 ⊗ f1) +mB
3 ◦ (f1 ⊗ f1 ⊗ f1).

Ahora, si f2 = 0 y f3 = 0, se tiene f1 ◦m
A
3 = mB

3 ◦ (f1 ⊗ f1 ⊗ f1) es decir,

el siguiente diagrama conmuta para todo i ≥ 0

A⊗3
i

f1⊗f1⊗f1 //

mA
3

��

B⊗3
i

mB
3

��

Ai f1
// Bi

En general, para n ≥ 2 si f2 = 0, f3 = 0, . . . , fn = 0 se tiene que

MSt(n) : f1 ◦m
A
n = mB

n ◦ (f1 ⊗ . . .⊗ f1).

A losA∞−morfismos que cumplan con esta condición se les denomina A∞−morfis-

mos estrictos. Diremos además que f es un A∞−isomorfismo estricto si f es

un A∞−morfismo estricto con f1 un isomorfismo entre los espacios vectoriales

graduados A y B.

Si las A∞−álgebras A y B poseen unidades estrictas, entonces un A∞−morfis-

mo entre ellas es llamado morfismo unital y satisface las siguientes condiciones:

f1(1A) = 1B, donde 1A y 1B son las respectivas unidades estrictas, y además

fn(a1 ⊗ . . .⊗ an) = 0 si n ≥ 2 y ai = 1A para algún i.

Definición 2.4 (Cuasi-isomorfismo de A∞−álgebras):

Sea f : A → B un A∞−morfismo; f es un cuasi-isomorfismo si f1 es un

cuasi-isomorfismo entre los complejos (A,mA
1 ) y (B,mB

1 ).
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2.3 Construcción expĺıcita de una A∞−álgebra

En esta sección construiremos expĺıcitamente las multiplicaciones de orden su-

perior correspondiente a la cocadena de cohomoloǵıa asociada a una dga dada.

Esto es, dada una dga (A,m1, m2), se construirán funciones lineales µ1, µ2, . . .

a partir de m1, m2 de tal manera que (H(A), µ1, µ2, . . .) tenga una estructura de

A∞−álgebra, donde H(A) =
kerm1

img m1
. El Modelo de Merkulov [13, S. 3]

es un caso especial (y expĺıcito) de Kadeishvili [4], pues considera una dga A que

tiene estructura A∞−álgebra con multiplicaciones mn = 0 para n ≥ 3. Aśı, todo

espacio de cohomoloǵıa asociado a una dga tiene estructura de A∞−álgebra. En

el Modelo de Merkulov las multiplicaciones de orden superior de la A∞−álgebra

que se construye se definen de manera recursiva.

Antes de realizar la construcción del Modelo de Merkulov, mostraremos que

dada una A∞−álgebra (A,m1, m2, . . .) y su complejo de cohomoloǵıa asociado

H(A) =
kerm1

img m1
, la función inducida de m2 en H(A) es siempre asociativa.

Proposición 2.5:

La función m2 : A ⊗ A → A induce una multiplicación asociativa en H(A)

dada por:

H(m2) : H(A)⊗H(A) → H(A)

[a]⊗ [b] 7→ H(m2) ([a]⊗ [b]) =: [a] ∗ [b] = [m2(a⊗ b)] = [a · b]

Demostración: La función H(m2) está bien definida, pues sean (a + da′) ∈ [a] y

(b+ db′) ∈ [b], con a, b ∈ ker d. Luego,

(a + da′) · (b+ db′) = m2 ((a+ da′)⊗ (b+ db′))

= m2 ((a⊗ b) + (a⊗ db′) + (da′ ⊗ b) + (da′ ⊗ db′))

= m2 ((a⊗ b)) +m2 ((a⊗ db′)) +m2 ((da
′ ⊗ b))

+m2 ((da
′ ⊗ db′))

= a · b+ a · db′ + da′ · b+ da′ · db′

Para que [a + da′] ∗ [b + db′] = [a · b] la expresión a · db′ + da′ · b + da′ · db′ = dc

para algún c ∈ A. Tomando c = (−1)|a|a · b′ + a′ · b+ a′ · db′ se tiene

dc = (−1)|a|da·b′+a·db′+da′·b+(−1)|a
′|a·db+da′·db′+(−1)|a

′|a′·ddb′ = a·db′+da′·b+da′·db′
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Por lo que (a+ da′) · (b+ db′) = a · b+ dc ∈ [a · b].

Para probar la asociatividad de H(m2) consideremos [a], [b], [c] ∈ H(A), queremos

que

([a] ∗ [b]) ∗ [c] = [a] ∗ ([b] ∗ [c]) .

Dados (a+ da′) ∈ [a], (b+ db′) ∈ [b] y (c+ dc′) ∈ [c] con a, b, c ∈ ker d, se tiene:

[(a+ da′) · (b+ db′)] · (c+ dc′) = (a · b+ d♦) · (c+ dc′) = (a · b) · c+ d♣

(a+ da′) · [(b+ db′) · (c+ dc′)] = (a+ da′) · (b · c+ d♥) = a · (b · c) + d♠

donde ♦ = (−1)|a|a · b′ + a′ · b+ a′ · db′ hola ♥ = (−1)|b|b · c′ + b′ · c+ b′ · dc′

♣ = (−1)|♦|♦ · c′ +♦′ · c +♦′ · dc′ ♠ = (−1)|a|a · ♥′ + a′ · ♥+ a′ · d♥

Luego (a · b) · c − a · (b · c) = d (♠−♣) y [(a · b) · c] = [a · (b · c)]. Por lo que

([a] ∗ [b]) ∗ [c] = [a] ∗ ([b] ∗ [c]) y H(m2) es asociativa. ✷

Un punto importante es que Merkulov no considera expĺıcitamente H(A), sino

sólo un subcomplejoW del complejo A invariante bajom1; el considerar cualquier

subcomplejo, invariante bajom1, le hizo afirmar que (W,m1, m2) no era asociativa

en general. Zhou en [29, pág. 74] afirma que esta observación es errónea, probando

que śı es asociativa en un subcomplejo particular. Sin la intención de “Merkulov

ab omni naevo vindicatus”(1), notamos que Merkulov afirma que (W,m1, m2) no

es asociativa en general, asumiendo sólo que W es un subcomplejo invariante

sobre el diferencial del complejo A, lo que es correcto. Sin embargo, śı es posible

afirmar, como fue mostrado en la proposición 2.5, que m2 es asociativa a nivel de

cohomoloǵıa y por lo tanto con W ∼= H(A) śı tenemos asociatividad.

El Modelo de Merkulov es posible resumirlo en los siguientes pasos:

Comenzamos con una dga (A,m1, m2), con m1 = d y m2 un producto

asociativo. Se define Z = ker d, B = img d y se descompone A = Z ⊕ L =

H ⊕ B ⊕ L, donde Z = H ⊕ B. Se prueba que H(A) ∼= H .

Definimos la función lineal graduada G : A→ A,de grado −1, tal que G = 0

(1)Referencia a Hieronymo Saccherio por su libro “Euclides ab omni naevo vindicatus” (“Eu-
clides liberado de toda falla”) publicado en 1733 en la ciudad de Milán, el cual intenta probar
(erróneamente) como teorema el quinto postulado de Euclides.
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cuando restringida a L y H , y G = d−1 cuando restringida a B. La función

lineal G no es única, pero puede ser escogida cuidadosamente. De hecho G

será una homotoṕıa de idA a prH , donde prH : A → A es proyección sobre

H , es decir se cumplirá que idA − prH = dG+Gd.

Definimos una sucesión de funciones lineales graduadas λn : A⊗n → A, de

grado 2− n.

Definimos la sucesión de funciones lineales graduadas µn como µ1 = d

y µn = prH ◦ λn = (ida − (dG+Gd)) λn para n ≥ 2, en H ∼= H(A).

Probaremos que las funciones lineales µn satisfacen la condición de Stasheff

St(n) = 0.

Probar que las funciones lineales graduadas cumplen la condición de Stasheff

es no trivial. Siguiendo a Merkulov, recurriremos a definir funciones lineales

graduadas Φn : A⊗n → A y Θn : A⊗n → A y estableceremos propiedades

que las involucran junto a µn y a λn. Estas propiedades implicarrán St(n) =

0.

Sea d := m1; consideremos B = img d y Z = ker d, de modo que B ⊂ Z. Luego

existen subespacios H y L tales que

ker d = Z = B ⊕H y A = ker d⊕ L = Z ⊕ L = B ⊕H ⊕ L

Por el primer teorema de isomorfimo podemos identificar H y
Z
B = H(A).

Observemos que las elecciones para H y L no son únicas.

Sea prH : A → H la proyección sobre H y sea G : A → A, de grado −1, una

homotoṕıa de cocadenas desde idA a prH , idA ∼ prH , es decir

idA − prH = d ◦G+G ◦ d

La función G puede no ser única o no existir. La construiremos expĺıcitamente

como sigue:
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Definición 2.6:

La función lineal graduada G : A→ A de grado −1 se define como:

G = 0, cuando restringida a L y H.

G = (d|L)
−1 cuando restringida a B.

Observemos que d|L : L → B es inyectiva, pues d(a) = 0 sólo si a ∈ Z, pero

a ∈ L y L ∩ Z = {0}, por lo que a = 0. Luego es correcto pedir que la función

G actúe como función inversa del diferencial d en B. El diagrama de la izquierda

muestra cómo actúa d, y el diagrama de la derecha cómo actúa G.

An−1 dn−1
// An

dn // An+1

= = =

0 0 0
⊕ ⊕ ⊕

Bn−1

55❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧

Bn

55❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧
Bn+1

⊕ ⊕ ⊕

Hn−1

<<②②②②②②②②②②②②②②②

Hn

<<②②②②②②②②②②②②②②②②

Hn+1

⊕ ⊕ ⊕

Ln−1

<<③③③③③③③③③③③③③③③

Ln

<<③③③③③③③③③③③③③③③③

Ln+1

An−1 An
Gnoo An+1Gn+1

oo

= = =

0 0 0

⊕ ⊕ ⊕

Bn−1 Bn

||③③
③③
③③
③③
③③
③③
③③
③③

Bn+1

||③③
③③
③③
③③
③③
③③
③③
③③

⊕ ⊕ ⊕

Hn−1 Hn

bb❉❉❉❉❉❉❉❉❉❉❉❉❉❉❉❉

Hn+1

bb❉❉❉❉❉❉❉❉❉❉❉❉❉❉❉❉

⊕ ⊕ ⊕

Ln−1 Ln

\\✾✾
✾
✾
✾
✾
✾
✾✾
✾
✾
✾
✾
✾
✾✾
✾
✾
✾
✾
✾

Ln+1

\\✾✾✾✾
✾✾✾
✾✾✾
✾✾✾
✾✾✾
✾✾✾
✾✾

Un elemento de a ∈ A será escrito como a = (b, h, l) o a = b ⊕ h⊕ l, con b ∈ B,

h ∈ H y l ∈ L. Notemos que b ∈ B implica que existe b′ ∈ L tal que b = db′. Si

b = 0, entonces b′ = 0 y G(a) = 0. Si b 6= 0,

G(a) = G(b, h, l) = G(db′, h, l) = (d−1db′, 0, 0) = (b′, 0, 0) = b′

De aqúı, tenemos que la imagen de G está contenida en L. Realmente tenemos

que G(A) = L, puesto que si a ∈ L, entonces da = 0 y por lo tanto Gd(a) =

d−1d(a) = a es decir a ∈ G(A).

La función G definida en 2.6 cumple que idA − prH = [[d,G]] := d ◦ G + G ◦ d.

En efecto, sea a = (b, h, l) ∈ A, tenemos

[[d,G]] (b, h, l) = d ◦G(b, h, l) +G ◦ d(b, h, l) = d(0, 0, d−1b) +G(dl, 0, 0)

= (b, 0, 0) + (0, 0, l) = (b, 0, l) = (b, h, l)− (0, h, 0)

= idA(b, h, l)− prH(b, h, l) = (idA − prH) (b, h, l)
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Por lo que idA − prH = [[d,G]] y prH = idA − [[d,G]]. Por lo tanto, la imagen de

(idA − [[d,G]]) está contenida en H .

A continuación definiremos las funciones lineales λn como en [14].

Definición 2.7:

Las funciones lineales graduadas λn : A⊗n → A de grado 2− n con n ≥ 1, están

definidas como sigue: Gλ1(a1) = −a1, y para n ≥ 2,

λn(a1 · . . . · an) =
∑

s+u=n+1
s≥1, u≥2

(−1)kGλs(a1 · . . . · as) ·Gλu−1(as+1 · . . . · an), (⋆)

donde k = 1 + s+ u(|a1|+ . . .+ |as|).

A continuación calcularemos las primeras funciones de λ(n).

λ(2): Si n = 2, tenemos que λ2 : A ⊗ A → A con |λ2| = 0 y (⋆) tiene un único

sumando:

λ2(a1 · a2) = −(−1)1+2|a1|Gλ1(a1) ·Gλ1(a2) = a1 · a2 = m2(as ⊗ a2)

λ(3): Si n = 3, tenemos que λ3 : A ⊗ A⊗ A → A con |λ3| = −1 y (⋆) tiene dos

sumandos:

λ3(a1 · a2 · a3) = −(−1)1+3|a1|Gλ1(a1) ·Gλ2(a2 · a3)

−(−1)2+2(|a1 |+|a2|)Gλ2(a1, a2) ·Gλ1(a3)

= G(a1 · a2) · a3 − (−1)|a1|a1 ·G(a2 · a3)

λ(4): Si n = 4 tenemos que λ4 : A⊗A⊗A⊗A→ A con |λ4| = −2 y (⋆) tiene 3

sumandos

λ4(a1 · . . . · a4) = −(−1)1+4|a1|Gλ1(a1) ·Gλ3(a2 · a3 · a4)

−(−1)2+3(|a1|+|a2|)Gλ2(a1 · a2) ·Gλ2(a3 · a4)

−(−1)3+2(|a1|+|a2|+|a3|)Gλ3(a1 · a2 · a3) ·Gλ1(a4)

= −a1 ·Gλ3(a2 · a3 · a4)− (−1)|a1|+|a2|G(a1 · a2) ·G(a3 · a4)

−Gλ3(a1 · a2 · a3) · a4

Con la definición de las funciones λn podemos definir las candidatas a multi-

plicaciones de orden superior para H = H(A). Esto nos permitirá otorgar una
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estructura de A∞-álgebra a la cohomoloǵıa H(A), como hemos dicho antes.

Definición 2.8:

Sean las funciones lineales µn : H⊗n → H, definidas por:

µ1 := d y µn := (id− [[d,G]]) ◦ λn = prH ◦ λn, para todo n ≥ 2,

con [[d,G]] = d ◦G+G ◦ d

En esta definición las funciones d, id, [[d,G]] y prH , restringidas a H , serán

miradas como las funciones inducidas a H(A). Además por como H = H(A)

(ver página 34). Las funciones λn también serán restringidas a H , y por tanto

inducidas a H(A). Debemos demostrar que para todo n ≥ 1, las funciones µn

satisfacen la condición de Stasheff para las multiplicaciones de orden superior. El

siguiente teorema, de Merkulov, establece esto:

Teorema 2.9 (Teorema de Merkulov):

Las funciones lineales µn ∀n ≥ 1 satisfacen la igualdad de Stasheff St(n) = 0. Es

decir, para a1 · . . . · an ∈ H

∑

s+u=n+1
s,u≥1

u−1∑

r=0

(−1)kµu (a1 · . . . · ar · µs(ar+1 · . . . · ar+s) · ar+s+1 · . . . · an) = 0

con k = s(|a1|+ . . .+ |ar|) + r(s− 1) + (u− 1)s.

Para la demostración del teorema de Merkulov, requerimos establecer dos lemas

previos:

Lema 2.10:

Sea Φn : A⊗n → A, tal que Φ2 = 0 y para n ≥ 3 y toda n−upla a1 · . . . · an ∈ A

se define:

Φn(a1 · . . . ·an) :=
∑

u+s=n+1
u,s≥2

u−1∑

r=0

(−1)kλu(a1 · . . . ·ar ·λs(ar+1 · . . . ·ar+s) ·ar+s+1 · . . . ·an)

con k = s(|a1| + . . . + |ar|) + r(s − 1) + (u − 1)s. Entonces Φn(a1 · . . . · an) = 0

para todo n ≥ 3.
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Demostración: El grado de Φn es 3− n para todo n ≥ 3.

Para n = 3 y a1, a2, a3 ∈ A tenemos que:

Φ3(a1 ·a2 ·a3) = λ2(λ2(a1 ·a2) ·a3)−λ2(a1λ2(a2 ·a3)) = (a1 ·a2) ·a3−a1 ·(a2 ·a3) = 0

Para n ≥ 4 y a1 · . . . · an ∈ A, tenemos

Φn(a1 · . . . · an) =
∑

u+s=n+1
u·s≥2

u−1∑

r=0

(−1)kλu(a1 · . . . · ar · λs(ar+1 · . . . · ar+s) · ar+s+1 · . . . · an)

=
∑

u+s=n+1
u·s≥2

(−1)(u−1)sλu(λs(a1 · . . . · as) · as+1 · . . . · an)

+
∑

u+s=n+1
u·s≥2

(−1)s(|a1|+...+|au−1|)+(u−1)λu(a1 · . . . · au−1 · λs(au · . . . · an))

+
∑

u+s=n+1
u·s≥2

u−2∑

r=1

(−1)kλu(a1 · . . . · ar · λs(ar+1 · . . . · ar+s) · ar+s+1 · . . . · an)

(2.1)

De los dos primeros sumandos de la ecuación (2.1) se tiene:

(∗)=
∑

u+s=n+1
u,s≥2

(−1)(u−1)sλu(λs(a1 · . . . · as) · as+1 · . . . · an)

+
∑

u+s=n+1
u,s≥2

(−1)s(|a1|+...+|au−1|)+(u−1)λu(a1 · . . . · au−1 · λs(au · . . . · an))

=
∑

u+s=n+1
u,s≥2

(−1)(u−1)s
∑

t+l=u+1
t≥1, l≥2

−(−1)t+l(|λs(a1·...·as)|+|as+1|+...+|aa+s−1|)

Gλt(λs(a1 · . . . · as) · as+1 · . . . · as+t−1).Gλl−1(as+t · . . . · an)

=+
∑

u+s=n+1
u,s≥2

(−1)s(|a1|+...+|au−1|)+u−1
∑

t+l=u+1
t≥1, l≥2

−(−1)t+l(|a1|+...+|at|)

Gλt(a1 · . . . · at).Gλl−1(at+1 · . . . · at+l−2 · λs(at+l−1 · . . . · an))

= −
∑

u+s=n+1
u,s≥2

∑

t+l=u+1
t≥1, l≥2

(−1)pGλt(λs(a1 · . . . · as), as+1 · . . . · as+t−1).Gλl−1(as+t · . . . · an)
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=−
∑

u+s=n+1
u,s≥2

∑

t+l=u+1
t≥1, l≥2

(−1)qGλt(a1 · . . . ·at).Gλl−1(at+1 · . . . ·at+l−2 ·λs(at+l−1 · . . . ·an)),

donde (−1)p = (−1)(u−1)s+t+l(|λs(a1·...·as)|+|as+1|+...+|at+s−1|) = (−1)(u−1)s+t+l(|a1|+...+|at+s−1|+s)

y (−1)q = (−1)s(|a1|+...+|au−1|)+u−1+t+l(|a1|+...+|at|)

Del tercer sumando de (2.1) tenemos:

(⋆)=
∑

u+s=n+1
u,s≥2

u−2∑

r=1

(−1)kλu(a1 · . . . · ar · λs(ar+1 · . . . · ar+s) · ar+s+1 · . . . · an)

(⋆)= −
∑

u+s=n+1
u,s≥2

u−2∑

r=1

∑

t+l=u+1
1≤t≤r

(−1)k+a

. Gλt(a1 · . . . · at) ·Gλl−1(at+1 · . . . · ar · λs(ar+1 · . . . · ar+s) · ar+s+1 · . . . · an)

(⋆) =−
∑

u+s=n+1
u,s≥2

u−2∑

r=1

∑

t+l=u+1
t≥r+1

(−1)k+b

. Gλt(a1 · . . . · ar · λs(ar+1 · . . . · ar+s) · ar+s+1 · . . . · at+s−1) ·Gλl−1(at+s · . . . · an),

donde a = t+ l(|a1|+ . . .+ |at|) y b = t + l(|a1|+ . . .+ |at+s−1|+ s).

Aśı, Φn(a1 · . . .·an) =(∗)+(⋆). Agrupando el primer sumando de (∗) con el primer

sumando de (⋆) se obtiene:

−
∑

u+s=n+1
u≥2, s≥2

(−1)s(|a1|+...+|au|)Gλu(a1 · . . . · au).GΦs−1(au+1 · . . . · an)

Y también, agrupando el segundo sumando de (∗) con el segundo sumando de

(⋆) tenemos:

∑

u+s=n+1
u≥2, s≥2

(−1)u+s(|a1|+...+|au|)GΦu(a1 · . . . · au) ·Gλs−1(au+1 · . . . · an)
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Y por lo tanto Φn se puede escribir de forma inductiva como:

Φn(a1 · . . . · an) =
∑

u+s=n+1
u≥2, s≥2

(−1)u+s(|a1|+...+|au|)GΦu(a1 · . . . · au) ·Gλs−1(au+1 · . . . · an)

−
∑

u+s=n+1
u≥2, s≥2

(−1)s(|a1|+...+|au|)Gλu(a1 · . . . · au).GΦs−1(au+1 · . . . · an)

Usando inducción sobre n, es fácil ver Φn(a1 · . . . · an) = 0 para todo n ≥ 2. ✷

Lema 2.11:

Sea Θn : A⊗n → A, tal que n ≥ 2 y toda n−upla a1 · . . . · an ∈ A se define:

Θn(a1·. . .·an) = dλn(a1·. . .·an)+

n−1∑

r=0

(−1)n−1+|a1|+...+|ar|λn(a1·. . .·ar ·dar+1·ar+2·. . .·an)

Θn(a1 · . . . · an) =−
∑

u+s=n+1
u,s≥2

u−1∑

r=0

(−1)mλu (a1 · . . . · ar · [[d,G]]λs(ar+1 · . . . · ar+s) · ar+s+1 · . . . · an))

con m = s(|a1|+ . . .+ |ar|) + r(s− 1) + (u− 1)s.

La función lineal λu, con u ≥ 2 satisface que Θn(a1 · . . . ·an) = 0 para todo n ≥ 3.

Demostración: El grado de la función Θn es 3− n. Para n = 2 y n = 3, se tiene:

Θ2(a1 · a2) = dλ2(a1 · a2) + (−1)2+1λ2(da1 · a2) + (−1)2+1+|a1|λ2(a1 · da2)

= d(a1 · a2)− da1 · a2 − (−1)|a1|a1.da2

= d(a1 · a2)− d(a1 · a2) = 0

Θ3(a1 · a2 · a3) = dλ3(a1 · a2 · a3) + λ3(da1 · a2 · a3) + (−1)|a1|λ3(a1 · da2 · a3)

+(−1)|a1|+|a2|λ3(a1 · a2 · da3)− λ2([[d,G]]λ2(a1 · a2) · a3)

+λ2(a1 · [[d,G]]λ2(a2 · a3))

= dG(aa · a2) · a3 − (−1)|a1|+|a2|G(a1.a2) · da3 − (−1)|a1|da1 ·G(a2 · a3)

−a1 · dG(a2 · a3) +G(da1 · a2) · a3 + (−1)|a1|da1 ·G(a2 · a3)

+(−1)|a1|G(a1·da2)·a3−a1·G(da2·a3) + (−1)|a1|+|a2|G(a1 · a2) · da3

−(−1)|a2|a1 ·G(a2 · da3)− dG(a1 · a2) · a3 −G(da1 · a2) · a3

−(−1)|a1|G(a1 · da2) · a3 + a1 · dG(a2 · a3) + a1 ·G(da2 · a3)

+(−1)|a2|a1 ·G(a2 · da3) = 0
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Para n ≥ 4, consideremos los sumandos de

Θn(a1·. . .·an) = dλn(a1 · . . . · an)
︸ ︷︷ ︸

♠

+

n−1∑

r=0

(−1)n−1+|a1|+...+|ar |λn(a1 · . . . · ar · dar+1 · ar+2 · . . . · an)

︸ ︷︷ ︸

♣

Θn(a1 · . . . · an) =−
∑

u+s=n+1
u,s≥2

u−1∑

r=0

(−1)mλu (a1 · . . . · ar · [[d,G]]λs(ar+1 · . . . · ar+s) · ar+s+1 · . . . · an))

︸ ︷︷ ︸

♦

Del primer sumando se tiene:

(♠) = dλn(a1 · . . . · an))

= −
∑

s+u=n+1
s≥2, u≥3

(−1)s+u(|a1|+...+|as|)d (Gλs(a1 · . . . · as) ·Gλu−1(as+1 · . . . · an))

= −
∑

s+u=n+1
s≥2, u≥3

(−1)s+u(|a1|+...+|as|) (dGλs(a1 · . . . · as)) ·Gλu−1(as+1 · . . . · an)

−
∑

s+u=n+1
s≥2, u≥3

(−1)s+u(|a1|+...+|as|)+|Gλs(a1·...·as)|Gλs(a1 · . . . · as) · (dGλu−1(as+1 · . . . · an))

(♠) = −
∑

s+u=n+1
s≥2, u≥3

(−1)s+u(|a1|+...+|as|) (dGλs(a1 · . . . · as)) ·Gλu−1(as+1 · . . . · an)

−
∑

s+u=n+1
s≥2, u≥3

(−1)(u−1)(|a1|+...+|as|)+1Gλs(a1 · . . . · as) · (dGλu−1(as+1 · . . . · an))

Del segundo sumando:

(♣) =

n−1∑

r=0

(−1)n−1+|a1|+...+|ar |λn(a1 · . . . · ar · dar+1 · ar+2 · . . . · an)

=

n−1∑

r=0

∑

s+u=n+1
s≥2, u≥3, s≥r+1

(−1)n−1+|a1|+...+|ar|+s+u(|a1|+...+|ar |+|dar+1|+|ar+2|+...+|as|)

Gλs(a1 · . . . · ar · dar+1 · ar+2 · . . . · as) ·Gλu−1(as+1 · . . . · an)

+

n−1∑

r=0

∑

s+u=n+1
s≥2, u≥3, 1≤s≤r

(−1)n−1+|a1|+...+|ar |+s+u(|a1|+...+|as|)

Gλs(a1 · . . . · as) ·Gλu−1(as+1 · . . . · ar · dar+1 · ar+2 · . . . · an)
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(♣) =

n−1∑

r=0

∑

s+u=n+1
s≥2, u≥3, s≥r+1

(−1)(|a1|+...+|ar |)+u(|a1|+...+|as|)

Gλs(a1 · . . . · ar · dar+1 · ar+2 · . . . · as) ·Gλu−1(as+1 · . . . · an)

+

n−1∑

r=0

∑

s+u=n+1
s≥2, u≥3, 1≤s≤r

(−1)u+(|a1|+...+|ar|)+u(|a1|+...+|as|)

Gλs(a1 · . . . · as) ·Gλu−1(as+1 · . . . · ar · dar+1 · ar+2 · . . . · an)

Y del tercer sumando:

(♦) = −
∑

u+s=n+1
s≥2, u≥3

u−1∑

r=0

(−1)mλu (a1 · . . . · ar · [[d,G]]λs(ar+1 · . . . · ar+s · ar+s+1 · . . . · an))

= −
∑

s+u=n+1
s≥2, u≥3

u−1∑

r=0

∑

k+l=u+1
k≥1, l≥2, k≥r+1

(−1)m+l(|a1|+...+|ak+s−1|+s)

Gλk(a1 · . . . · ar · [[d,G]]λs(ar+1 · . . . · ar+s) · ar+s+1 · . . . · ak+s−1)) ·Gλl−1(ak+s · . . . · an)

−
∑

s+u=n+1
s≥2, u≥3

u−1∑

r=0

∑

k+l=u+1
k≥1, l≥2, 1≤k≤r

(−1)m+l(|a1|+...+|ak|)

Gλk(a1 · . . . · ak) ·Gλl−1(ak+1 · . . . · ar · [[d,G]]λs(ar+1 · . . . · as) · ar+s+1 · . . . · an)

Luego, Θn(a1 · . . . · an) = (♠) + (♣) + (♦) y

Θn(a1 · . . . · an) =

= −
∑

s+u=n+1
s≥2, u≥3

(−1)s+u(|a1|+...+|as|) (dGλs(a1 · . . . · as)) ·Gλu−1(as+1 · . . . · an)

︸ ︷︷ ︸

(�1)

−
∑

s+u=n+1
s≥2, u≥3

(−1)1+(u−1)(|a1 |+...+|as|)Gλs(a1 · . . . · as) · (dGλu−1(as+1 · . . . · an))

︸ ︷︷ ︸

(✸1)

+
n−1∑

r=0

∑

s+u=n+1
s≥2, u≥3, s≥r+1

(−1)(|a1|+...+|ar |)+u(|a1|+...+|as|)

Gλs(a1 · . . . · ar · dar+1 · ar+2 · . . . · as) ·Gλu−1(as+1 · . . . · an)
︸ ︷︷ ︸

(�2)

−
n−1∑

r=0

∑

s+u=n+1
s≥2, u≥3, 1≤s≤r

(−1)u+(1+|a1|+...+|ar |)+u(|a1|+...+|as|)

Gλs(a1 · . . . · as) ·Gλu−1(as+1 · . . . · ar · dar+1 · ar+2 · . . . · an)
︸ ︷︷ ︸

(✸2)
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= −
∑

s+u=n+1
s≥2, u≥3

u−1∑

r=0

∑

k+l=u+1
k≥1, l≥2, k≥r+1

(−1)a

Gλk(a1 · . . . · ar · [[d,G]]λs(ar+1 · . . . · ar+s) · ar+s+1 · . . . · ak+s−1)) ·Gλl−1(ak+s · . . . · an)
︸ ︷︷ ︸

(�3)

−
∑

s+u=n+1
s≥2, u≥3

u−1∑

r=0

∑

k+l=u+1
k≥1, l≥2, 1≤k≤r

(−1)b

Gλk(a1 · . . . · ak) ·Gλl−1(ak+1 · . . . · ar · [[d,G]]λs(ar+1 · . . . · as) · ar+s+1 · . . . · an)
︸ ︷︷ ︸

(✸3)

Luego,

Θn(a1 · . . . · an) = (�1) + (�2) + (�3)− ((✸1) + (✸2) + (✸3))

Por lo tanto es posible escribir recursivamente la función Θn como sigue:

Θn(a1 · . . . · an) =
∑

s+u=n+1
s≥2, u≥3

(−1)s+u(|a1|+...+|as|)GΘs(a1 · . . . · as) ·Gλu−1(as+1 · . . . · an)

−
∑

s+u=n+1
s≥2, u≥3

(−1)(u−1)(|a1|+...+|as|)Gλs(a1 · . . . · as) ·GΘu−1(as+1 · . . . · as)

Usando inducción sobre n, tenemos Θn(a1 · . . . · an) = 0 para todo n ≥ 2. ✷

Demostración: [Teorema de Merkulov (2.9)]

Definamos la función Ψn como:

Ψn(a1·. . .·an) =
∑

s+u=n+1
s,u≥1

u−1∑

r=0

(−1)kµu (a1 · . . . · ar · µs(ar+1 · . . . · ar+s) · ar+s+1 · . . . · an)

Probaremos que Ψn(a1 · . . . · an) = 0 para todo n ≥ 1.

Notemos que para n = 1:

Ψ1(a1) = (−1)1·0+0·0+1·1µ1(µ1(a1)) = −d ◦ d(a1) = 0
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Para n = 2:

Ψ2(a1 · a2) = µ1 (µ2(a1 · a2))− µ2 (µ1(a1) · a2)− (−1)|a1|µ2 (a1 · µ1(a2))

= d [(id− dG−Gd)λ2(a1 · a2)] + (−id + dG+Gd)λ2(da1 · a2)

−(−1)|a1|(id− dG−Gd)λ2(a1 · da2)

= d [a1 · a2 − dG(a1 · a2)−Gd(a1 · a2)]− da1 · a2 + dG(da1 · a2) +Gd(da1 · a2)

−(−1)|a1|a1 · da2 + (−1)|a1|dG(a1 · da2) + (−1)|a1|Gd(a1 · da2)

= d(a1 · a2)− dGd(a1 · a2)− d(a1 · a2) + dGd(a1 · a2) +Gdd(a1 · a2) = 0.

Para n ≥ 3, notemos que si s = 1, entonces u = n y el sumando, correspondiente,

de Ψn es:

n−1∑

r=0

(−1)n−1+|a1|+...+|ar|µu (a1 · . . . · ar · µs(ar+1 · . . . · ar+s) · ar+s+1 · . . . · an)

=

n−1∑

r=0

(−1)n−1+|a1|+...+|ar|(id− [[d,G]])λn(a1 · . . . · ar · dar+1 · ar+2 · . . . · an)

Si s = n, entonces u = 1 y el sumando, correspondiente, de Ψn es:

µ1(µn(a1 · . . . · an)) = d ((id− [[d,G]])λn(a1 · . . . · an))

= λn(a1 · . . . · an)− dGdλn(a1 · . . . · an)

Ahora, con k = s(|a1|+ . . .+ |ar|)+ r(s−1)+(u−1)s y para n ≥ 3 notemos que:

0 = p(Φn +Θn)(a1 · . . . · an)

= (id− [[d,G]]) (Φn +Θn)(a1 · . . . · an)

= (id− [[d,G]])






∑

s+u=n+1
s,u≥2

u−1∑

r=0

(−1)kλu(a1 · . . . · ar · λs(ar+1 · . . . · ar+s) · ar+s+1 · . . . · an)

+dλn(a1 · . . . · an) +
u−1∑

r=0

(−1)n−1+|a1|+...+|ar |λn(a1 · . . . · ar · dar+1 · ar+2 · . . . · an)

−
∑

s+u=n+1
s,u≥2

u−1∑

r=0

(−1)kλu(a1 · . . . · ar · [[d,G]]λs(ar+1 · . . . · ar+s) · ar+s+1 · . . . · an)





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= (id− [[d,G]])

[

dλn(a1 · . . . · an) +

u−1∑

r=0

(−1)n−1+|a1|+...+|ar |λn(a1 · . . . · ar · dar+1 · ar+2 · . . . · an)

+
∑

s+u=n+1
s,u≥2

u−1∑

r=0

(−1)kλu(a1 · . . . · ar · (id− [[d,G]])λs(ar+1 · . . . · ar+s) · ar+s+1 · . . . · an)






= (id− [[d,G]]) dλn(a1 · . . . · an)

+

u−1∑

r=0

(−1)n−1+|a1|+...+|ar | (id− [[d,G]])λn(a1 · . . . · ar · dar+1 · ar+2 · . . . · an)

+
∑

s+u=n+1
s,u≥2

u−1∑

r=0

(−1)k (id− [[d,G]])λu(a1 · . . . · ar · µs(ar+1 · . . . · ar+s) · ar+s+1 · . . . · an)

= dλn(a1 · . . . · an)− dGdλn(a1 · . . . · an)

+

u−1∑

r=0

(−1)n−1+|a1|+...+|ar | (id− [[d,G]])λn(a1 · . . . · ar · dar+1 · ar+2 · . . . · an)

+
∑

s+u=n+1
s,u≥2

u−1∑

r=0

(−1)kµu(a1 · . . . · ar · µs(ar+1 · . . . · ar+s) · ar+s+1 · . . . · an)

= µ1(µn(a1 · . . . · an)) +

u−1∑

r=0

(−1)n−1+|a1|+...+|ar|µn(a1 · . . . · ar, µ1(ar+1), ar+2 · . . . · an)

+
∑

s+u=n+1
s,u≥2

u−1∑

r=0

(−1)kµu(a1 · . . . · ar, µs(ar+1 · . . . · ar+s), ar+s+1 · . . . · an)

=
∑

s+u=n+1
s,u≥1

u−1∑

r=0

(−1)kµu(a1 · . . . · ar, µs(ar+1 · . . . · ar+s), ar+s+1 · . . . · an)

= Ψn(a1 · . . . · an)

Aśı, Ψn(a1 · . . . · an) = 0, lo que teńıamos que demostrar. ✷

2.4 Modelo de Merkulov y Teorema de Transferencia Ho-

motópica

En esta sección probamos que el Modelo de Merkulov puede ser visto desde

otro punto de vista, como un teorema de transferencia homotópica. Los teoremas

de transferencia homotópicas fueron introducidos por Gálvez, Tonks y Vallete en

[24] y reformulados por Vallete en el año 2014, ver [23]. Las primeras afirmaciones,

son extráıdas de Buijs, Moreno-Fernández y Murillo [15] y de Buijs [3].
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Definición 2.12:

Una contracción son los datos de un diagrama

(M, dM)K
++ q

//
(N, dN)

i
oo

donde (M, dM) y (N, dN) son complejos de cocadenas, q e i son funciones lineales

graduadas de grado 0 y K es una función lineal graduada de grado −1 (una

homotoṕıa de cocadenas, ver 1.17), satisfaciendo las siguientes condiciones:

Retracciones por deformación (DR):

qi = IN (DR1) y IM − iq = dMK +KdM (DR2),

donde IN e IM son las funciones identidad de N y M , respectivamente.

Condiciones de anulación (AC):

K2 = 0 (AC1), Ki = 0 (AC2) y qK = 0 (AC3)

Proposición 2.13:

Dos funciones lineales q e i, que satisfacen las condiciones de la definición 2.12,

son cuasi-isomorfismos.

Demostración: Tenemos que mostrar que las funciones inducidas

H(q) : H(M) → H(N) y H(i) : H(N) → H(M) son isomorfismos

Notemos que para [x] ∈ H(N), la función H(q) ◦H(i) : H(N) → H(N), queda

definida por

H(q) ◦H(i) ([x]) = H(q) ([i(x)]) = [qi(x)] = [IN(x)] = [x]

Por otro lado para [x] = x + dM(M) ∈ H(M) con x ∈ ker dM , la función H(i) ◦

H(q) : H(M) → H(M) queda definida por:

H(i) ◦H(q) ([x]) = H(i) ([q(x)]) = [iq(x)] = [IM(x)− dMK(x)−KdM(x)]

= [x− dMK(x)] = [x]
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Aśı, H(q) ◦H(i) = H(IN) y H(i) ◦H(q) = H(IM). Por lo tanto q e i son quasi-

isomorfismos. ✷

Definición 2.14:

Sea (A, {mi}) una A∞−álgebra. Un retracto homotópico (o simplemente re-

tracto), denotado por (A, i, q,K), es una contracción con su cohomoloǵıa H(A)

equipada con diferencial trivial.

(A, {mi})K
++ q

//
(H(A), 0)

i
oo

Proposición 2.15:

Dado un complejo de cocadena (M, d) siempre existe un retracto homotópico

(M, i, q,K) de M . Además, cualquier retracto homotópico puede ser identifica-

do con una descomposición del espacio vectorial graduado M = L ⊕ B ⊕ H,

donde H ∼= H(A), B = img (d) y L⊕ ker(d) =M .

Demostración: Sea (M, d) un complejo de cocadena y consideremos la descompo-

sición M = L ⊕ ker d. Note que d : L → img d es un isomorfismo y dL = dM =

img d.

Sea la descomposición ker d = dL⊕H , dondeH es el complemento de dL, respecto

a ker d. Aśı M = L ⊕ dL ⊕ H . Tenemos que H ∼= H(M), por teoremas de

isomorfismos de espacios vectoriales.

Definamos q : (M, d) → (H, 0) por q(x) = h, donde x = l ⊕ dl′ ⊕ h; y definamos

i : (H, 0) → (M, d) por i(h) = 0⊕ 0⊕ h = h. Tomemos h = 0⊕ 0⊕ h ∈ H , luego

la condición (DR1) qi(h) = q(h) = h = IH(h) se cumple.

Sea x = l⊕dl′⊕h ∈M y definamos K :M →M por K(x) = K (l ⊕ dl′ ⊕ h) = l′.

Notemos que la funciónK está bien definida, pues l′ es único, ya que si no lo fuera,

tendŕıamos que x = l ⊕ dl′ ⊕ h = l ⊕ dl′′ ⊕ h con dl′ = dl′′ y aśı (l′ − l′′) ∈ ker d,

pero (l′ − l′′) ∈ L y d : L → img d es isomorfismo. Por lo que conclúımos que

l′ = l′′.

Aśı,
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(DR2) : (IM − iq) (x) = x− iq(x)

= l ⊕ dl′ ⊕ h− iq (l ⊕ dl′ ⊕ h)

= l ⊕ dl′

(dK +Kd) (x) = (dK +Kd) (l ⊕ dl′ ⊕ h)

= dK (l ⊕ dl′ ⊕ h) +Kd (l ⊕ dl′ ⊕ h)

= dl′ ⊕Kdl

= l ⊕ dl′

(AC) : K2(x) = K (K (l ⊕ dl′ ⊕ h)) = K (l′ ⊕ 0⊕ 0) = 0

qK(x) = q (K (l ⊕ dl′ ⊕ h)) = q (l′ ⊕ 0⊕ 0) = 0

Ki(h) = K (K (0⊕ 0⊕ h)) = K (0⊕ 0⊕ h) = 0

Tenemos que las condiciones (DR2) y (AC) se satisfacen. Y por lo tanto

(M, d)K
++ q

//
(H, 0)

i
oo

es una contracción y por consiguiente (M, i, q,K) un retracto homotópico.

Ahora probaremos que cualquier retracto homotópico (M, d)K
++ q

//
(H, 0)

i
oo pue-

de ser identificado con una descomposición.

Definamos L := Kd(M); B := dK(M) y H := iq(M). Basta probar que M =

L⊕ B ⊕H .

De la condición (DR2) IM − iq = dK +Kd tenemos que ∀ x ∈M ,

x = Kd(x) + dK(x) + iq(x) ∈ L⊕ B ⊕H (∗1)

Ahora nos basta probar que B ∩H = {0} y L∩ (B ⊕H) = {0} para afirmar que

M = L⊕ B ⊕H .

Sea x ∈ B ∩H , entonces existen x′, x′′ ∈M tales que

dK(x′)
(∗2)
= x e iq(x′′) = x.

Luego, KdK(x′) = K(x) y K(x) = Ki
︸︷︷︸

=0

q(x′′) = 0, pero Ki = 0, por la condición
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de anulación de la definición 2.12, y de (∗1), se tiene que ∀a ∈M

a = Kd(a)+dK(a)+iq(a) ⇒ K(a) = K2d(a)+KdK(a)+Kiq(a) = KdK(a) (⋆)

Aśı, K(x′) = KdK(x′) = K(x) = 0. Tomando d y usando (∗2) se tiene que x = 0.

Y por lo tanto B ∩H = {0}.

Ahora, sea x ∈ L∩(B ⊕H), entonces existen x′, x′′, x′′′ ∈M tales que x = Kd(x′)

y x = dK(x′′) + iq(x′′′). Entonces K(x) = KdK(x′′) +Kiq(x′′′)
(⋆)
= K(x′′) puesto

que Ki = 0 y K(x) = K2d(x) = 0, luego K(x) = K(x′′) = 0.

Por otra parte, x = dK(x′′)
︸ ︷︷ ︸

=0

+iq(x′′′) = iq(x′′′).

Como x ∈ L, x = Kd(x′) y de IM − iq = dK +Kd, tenemos:

(IM − iq) (x) = (dK +Kd) (x) ⇔ (IM − iq) (Kd(x′)) = (dK +Kd) (Kd(x′))

⇔ i qK
︸︷︷︸

=0

d(x′)−Kd(x′) = KdK
︸ ︷︷ ︸

K

d(x′) + dKK
︸︷︷︸

=0

(x′)

⇔ −Kd(x′) = Kd(x′)

⇔ Kd(x′) = 0

Pero Kd(x′) = x, luego x = 0. Y por lo tanto L ∩ (B ⊕H) = {0}. ✷

Ahora consideremos (M, dM) = (A, d) = (H ⊕ B ⊕ L, d) y (N, dN) = (H, d) =

(H, 0) como definido en el Modelo de Merkulov 2.9. En el siguiente teorema

mostramos que las funciones lineales graduadas G, prH del teorema de Merkulov

y la inclusión i : H �

�

// A satisfacen las condiciones de K, q e i de retracto

homotópico, respectivamente.

Teorema 2.16:

Sea una dga (A, d) = (H ⊕ B ⊕ L, d) con H ∼=
ker d

img d , B = img d

y consideremos las funciones lineales graduadas: G, como definida en 2.6; prH ,

como en 2.9; y, la inclusión i : H �

�

// A . Entonces G, prH e i satisfacen las

condiciones de retracto homotópico de la definición 2.12.
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Demostración: a

(DR1) : ∀ x ∈ H, prHi(x) = prH(x⊕ 0⊕ 0) = x = IH(x).

(DR2) : ∀ x ∈ A, (IA − i prH)(x) = h⊕ b⊕ l − i (h)

= h⊕ b⊕ l − h⊕ 0⊕ 0

= 0⊕ b⊕ l.

∀ x ∈ A, (dG+Gd)(x) = (dG+Gd)(h⊕ b⊕ l)

= d (0⊕ 0⊕ l′) +G (0⊕ 0⊕ dl)

= (0⊕ dl′ ⊕ 0) +G (0⊕ 0⊕ l)

= 0⊕ b⊕ l

= (IA − i prH)(x)

donde b = dl′ ∈ img d y Gb = l′ ∈ L.

(AC1) : ∀ x ∈ A, GG(x) = GG (h⊕ b⊕ l)

= G (0⊕Gl ⊕ 0)

= (0⊕G0⊕ 0)

= (0⊕ 0⊕ 0)

(AC2) : ∀ x ∈ H, Gi(x) = Gi (h⊕ 0⊕ 0)

= G (h⊕ 0⊕ 0)

= (0⊕G0⊕ 0)

= (0⊕ 0⊕ 0)

(AC3) : ∀ x ∈ A, prHG(x) = prHG (h⊕ b⊕ l)

= prH (0⊕Gl ⊕ 0)

= 0 = (0⊕ 0⊕ 0)

Aśı tenemos el diagrama:

(A, d)G
++ prH //

(H, 0)
i

oo .

Por lo que conclúımos que el Modelo de Merkulov puede ser visto como un

retracto homotópico. ✷

El siguiente teorema de transferencia homotópica es equivalente al teorema de

Merkulov.
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Teorema 2.17 (Teorema de Transferencia Homotópica):

Sea (A, d, ·) una dga y considere un retracto homotópico de A sobre su cohomo-

loǵıa H. Entonces, existe una A∞−álgebra {mn} de H y A∞−cuasi-isomorfismos

estrictos Q = {q, 0, 0, . . .} e I = {i, 0, 0, . . .}, tales que

(A, d)K
++ Q

//
(H, {mn})

I
oo

Las multiplicaciones de orden superior transferidas se pueden definir recursiva-

mente de la siguiente manera. Definir Kλ1 = IA, λ2 la multiplicación de A, y

para n ≥ 3, sea mn = qλn, donde:

λn = λ2

(
n−1∑

s=1

(−1)s+1Kλs ⊗Kλn−s

)
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Caṕıtulo 3

Teoŕıa de Hodge y el Teorema de Zhou

En este caṕıtulo mostraremos que una dga A con métrica (euclideana o hermi-

tiana) siempre posee descomposición de Hodge. Además mostraremos, usando la

idea realizada por Zhou en su art́ıculo titulado “Hodge theory andA∞−Structures

on Cohomology” [29], que el complejo de cohomoloǵıa asociado a la dga A tiene

una estructura natural de A∞−álgebra. En el primer apartado, realizaremos una

breve descripción de la descomposición de Hodge en Geometŕıa, y en el segundo

apartado un estudio algebraico de este tópico. De hecho, mostraremos que si una

dga está dotada de métrica euclidiana o hermitiana, siempre admite una descom-

posición de Hodge; este resultado es importante para el resultado principal de

este caṕıtulo.

3.1 Descomposición de Hodge

La teoŕıa de Hodge fue desarrollada en la década de 1930 por el matemático

escocés William Vallance Douglas Hodge como una herramienta en geometŕıa

diferencial, especialmente en el estudio de formas diferenciales en una variedad

diferenciable M . La teoŕıa de Hodge se utiliza en el estudio de los grupos de

cohomoloǵıa de De Rham deM , mediante el uso del operador laplaciano asociado

a una métrica de Riemann definida en M .

Warner en el caṕıtulo 6 de su libro “Foundations of differentiable manifolds and

Lie groups” [25, pág. 219], presenta una demostración del teorema de descom-

posición de Hodge. Wagner consideró M una variedad de Riemann compacta
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orientada de dimensión n, y muestra que el laplaciano usual tiene una generali-

zación a un operador ∆ sobre el espacio de formas diferenciales, conocido como

el operador de Laplace-Beltrami. El teorema geométrico de descomposición de

Hodge dice que la ecuación ∆ω = α tiene una solución ω en las p−formas dife-

renciales en M si y sólo si la p−forma α es ortogonal, en un producto interno

adecuado en Ep(M) = {p− formas diferenciales de M} (aquellas para las cuales

∆ϕ = 0), al espacio de las p−formas armónicas Hp(M).

El teorema de descomposición de Hodge y las definiciones previas, que expondre-

mos sucintamente en esta sección, son las consideradas por Warner [25]

Sea (M, g) una variedad Riemanniana compacta orientada sin frontera de dimen-

sión n, p un número entero tal que 0 ≤ p ≤ n y Ep(M) el espacio de todas

las p−formas diferenciales sobre M . Se define además E(M) =
n⊕

p≥0

Ep(M). g

determina un único producto interno <,>g sobre E
p(M).

Definición 3.1:

El operador ∗ de Hodge es un operador lineal que asigna a cada p−forma dife-

rencial sobre M una (n− p)−forma diferencial que satisface:

ω ∧ ∗η =<ω, η>g

∗∗ = (−1)p(n−p).

El operador de Hodge se define localmente por

∗
(
εi1 ∧ . . . ∧ εik

)
= ±εj1 ∧ . . . ∧ εjn−k

en términos de una base ortonormal (εi), donde los ı́ndices j1, . . . , jn−k son elegidos

para que (i1, . . . , ik, j1, . . . , jn−k) sea una permutación de Sn.

Sea un operador δ : Ep(M) → Ep−1(M) definido por δ = (−1)n(p+1)+1 ∗d∗, donde

d es la derivada exterior.

Observemos que sobre 0−formas, δ es simplemente el funcional lineal cero. El
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operador Laplace-Beltrami ∆, llamado laplaciano, es definido por

∆ = δd+ dδ.

Consideremos el producto interno, <,>g, en el espacio Ep(M). Se puede probar

que para todo α, β ∈ Ep(M) se tiene:

<α, β>g=

∫

M

α ∧ ∗β

Warner prueba las siguientes afirmaciones:

1) δ es el adjunto de d sobre E(M), es decir, <dα, β>=<α, δβ>.

2) Para cada α, β ∈ Ep(M), se tiene <∆α, β>g=<α,∆β>g.

3) ∆α = 0 ⇔ dα = 0 y δα = 0.

Definición 3.2:

ker∆ es el conjunto de todas las formas armónicas y Hp(M) el conjunto de todas

las p−formas diferenciales armónicas, es decir

Hp(M) = {ω ∈ Ep(M) | ∆ω = 0}

Teorema 3.3 (Descomposición de Hodge):

Sea M una variedad Riemanniana compacta. Para todo 0 ≤ p ≤ n, Hp(M) es

de dimensión finita y tenemos la siguiente descomposición del espacio Ep(M) en

suma directa:

Ep(M) = Hp(M)⊕∆(Ep(M))

= Hp(M)⊕ d δ(Ep(M))⊕ δ d(Ep(M))

= Hp(M)⊕ d(Ep−1(M))⊕ δ(Ep+1(M))

Como dijimos al comienzo de este apartado, una consecuencia del teorema de

descomposición de Hodge es que la ecuación ∆ω = α tiene solución ω ∈ Ep(M)

si y sólo si la p−forma α es ortogonal al espacio de las p−formas armónicas,

54



[25, p. 223]. Pues, si ω ∈ Ep(M) es solución de ∆ω = α, tenemos que para cada

β ∈ Hp(M), se cumple <α, β>= 0, pues <α, β>=<∆ω, β>=<ω,∆β>=<ω, 0>=

0. El rećıproco no es directo de probar, en el libro de Wagner se expone una

demostración detallada.

Otra consecuencia importante es el lema de Poincaré:

Lema 3.4 (Lema de Poincaré):

Sea U un conjunto abierto y estrellado en R
n. Entonces Hp

dR(U) = 0 para cada

1 ≤ p ≤ n, donde Hp
dR(U) es el p−ésimo grupo de cohomoloǵıa de De Rham. En

otras palabras: Para cada p−forma cerrada α ∈ Ep(U), existe una (p−1)−forma

ω ∈ Ep−1(U) tal que dω = α.

Recordemos que un conjunto abierto U ⊂ R
n es estrellado si existe un punto

x0 ∈ U tal que para cada punto x ∈ U el segmento que une x0 con x está

completamente contenido en U . Una demostración geométrica de este lema puede

ser revisada en [2, pág. 20].

3.2 Descomposición de Hodge y A∞−álgebra

En esta sección presentaremos una versión algebraica de la teoŕıa geométrica de

la sección 3.1 y probaremos, usando el teorema de Merkulov, que si una dga posee

una descomposición de Hodge, podemos construir una estructura de A∞−álgebra

en su complejo de cohomoloǵıa asociado.

Consideremos (A, d,∧) una dga y supongamos que A está dotada con una métrica

<,> (euclidiana o hermitiana) tal que d tiene un adjunto formal d∗, es decir <,>

es una forma bilineal

<,> : A×A → K

(a, b) 7→ <a, b>

que es definida positiva, no degenerada y tal que d, d∗ satisfacen <da, b>=<

a, d∗b>. La forma bilineal <,>= {<,>i}n≥0 actúa solamente sobre elementos de

igual grado, es decir

<,>i : Ai × Ai → K
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Observemos que para a ∈ Ai y b ∈ Ai+1 tales que |da| = |b|, tenemos que

|a| = |d∗b| y por lo tanto |d∗| = −1.

Proposición 3.5:

El adjunto formal d∗ es una función lineal de grado −1 que satisface d∗ ◦ d∗ = 0.

Demostración: Se sabe que |d∗| = −1 y recordemos que <a, db>=<d∗a, b> y

<a, a>≥ 0 y <a, a>= 0 si y sólo si a = 0.

Sean a, b ∈ A tal que a ∈ Ai y b ∈ Ai−2, tenemos que 0 =<0, a>=<ddb, a>=<

db, d∗a>=<b, d∗d∗a>. Considerando b = d∗d∗a, tenemos 0 =<d∗d∗a, d∗d∗a> y por

tanto d∗d∗a = 0. ✷

Definición 3.6 (Función �d):

La función �d : A→ A, está definida por �d = d◦d∗+d∗ ◦d. Además definimos

el espacio H := ker�d = {a ∈ A | �da = 0}.

Notemos que el grado de �d es cero. Además es posible observar que �d es un

operador autoadjunto con respecto a la métrica <,>, pues

<�da, b> = <dd∗a+ d∗da, b>=<dd∗a, b> + <d∗da, b>=<d∗a, d∗b> + <da, db>

= <a, dd∗b> + <a, d∗db>=<a, dd∗b+ d∗db>=<a,�db>

Observación 3.7: a

La función �d conmuta con los diferenciales d y d∗, dado que

d ◦�d = d(dd∗ + d∗d) = dd∗d = (dd∗ + d∗d)d = �d ◦ d

d∗ ◦�d = d∗(dd∗ + d∗d) = d∗dd∗ = (dd∗ + d∗d)d∗ = �d ◦ d
∗

El espacio H es igual a ker d ∩ ker d∗. Notemos que la contención ⊇ siem-

pre se cumple, en cambio la contención ⊆ no es evidente. Como <,> es

definida positiva, siempre tenemos que <d∗a, d∗a>≥ 0 y <da, da>≥ 0 para

cualquier a ∈ H. Ahora, si a ∈ H,

0 =<�da, a>=<dd
∗a + d∗da, a>=<dd∗a, a> + <d∗da, a>=<d∗a, d∗a> + <da, da>
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y por tanto da = 0 y d∗a = 0; aśı, a ∈ ker d ∩ ker d∗. ⋆

Definición 3.8 (Descomposición de Hodge):

Sea (A, d) un espacio vectorial graduado con diferencial d y dotado de una métri-

ca <,> tal que d tiene un adjunto formal d∗. Diremos que A admite una des-

composición de Hodge si

A = (ker d ∩ ker d∗)⊕ img d⊕ img d∗ = H⊕ img d⊕ img d∗

De la definición podemos observar que si A admite una descomposición de Hodge,

para cada a ∈ A existen ã ∈ H, ā y â en A con |ã| = |a|, |ā| = |a|−1 y |â| = |a|+1

de tal manera que a = ã⊕ dā⊕ d∗â. Además, observemos que si da = 0, entonces

a = ã⊕ dā⊕ 0 y si d∗a = 0 se tiene que a = ã⊕ 0⊕ d∗â.

Lema 3.9:

Sea (A, d) un espacio vectorial graduado que admite una descomposición de Hod-

ge. Entonces si a ∈ A, existen ā, â ∈ A tal que da = dd∗â y d∗a = d∗dā.

Demostración: Como a = ã ⊕ dā⊕ d∗â ∈ A, entonces da = 0 ⊕ 0 ⊕ dd∗â = dd∗â

y d∗a = 0⊕ d∗dā⊕ 0 = d∗dā. ✷

Esta afirmación es comentada por Zhou al final de la sección “Hodge theory

and cohomological splitting” del art́ıculo “Homological perturbation theory and

mirror symmetry”, [30]. El lema es importante porque caracteriza elementos de la

imagen de d y de la imagen de d∗. Esta caracterización nos permitirá demostrar

que �d restringida a 0⊕ img d⊕ img d∗ es sobreyectiva (ver proposición 3.12).

En la siguiente afirmación probamos que cualquier espacio vectorial graduado

con diferencial (y en particular cualquier dga) dotado de métrica euclidiana o

hermitiana, siempre admite una descomposición de Hodge; este resultado no fue

considerado por Zhou [29].

Teorema 3.10:

Sea (A, d) un espacio vectorial graduado con diferencial d, dotado de una métrica
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(euclidiana o hermitiana) tal que d admite un adjunto formal d∗. Entonces, (A, d)

admite una descomposición de Hodge.

En este teorema exponemos un resultado más fuerte que el enunciado por Zhou,

dado que probamosH ∼= H(A, d) y no lo exponemos como una hipótesis. Demostración:

Probaremos que para todo i ≥ 0 se cumple lo siguiente: el complemento ortogonal

C i de img di−1⊕ img d∗i+1 es Hi = ker di∩ker d∗i . Para esto, primero mostraremos

que img di−1 ⊥ img d∗i+1.

Sean a, b ∈ A tal que |a| = i− 1 y |b| = i+ 1, luego

<da, d∗b>=<dda, b>=<0, b>= 0

por lo tanto img di−1 ⊥ img d∗i+1.

Luego Ai = C i ⊕ img di−1 ⊕ img d∗i+1, con C i complemento ortogonal de

img di−1 ⊕ img d∗i+1.

Por demostrar que Hi = C i, es decir ker di ∩ ker d∗i = C i.

⊇ Sea x ∈ C i. Entonces para todo a ∈ Ai−1, se tiene 0 =<da, x>=<

a, d∗x>. Puesto que <,> es no degenerada, conclúımos que d∗x = 0 y

x ∈ ker d∗i .

Por otro lado para todo b ∈ Ai+1, se tiene 0 =<x, d∗b>=<dx, b> y por

lo tanto dx = 0 y x ∈ ker di. Por lo que x ∈ ker di ∩ ker d∗i = Hi.

⊆ Sea x ∈ Hi y sea a ∈ img di−1 ⊕ img d∗i+1, luego a = di−1ā⊕ d∗i+1â.

<x, a> = <x, di−1ā⊕ d∗i+1â>=<x, di−1ā> + <x, d∗i+1â>

= <d∗ix, ā> + <d∗ix, â>=<0, ā> + <0, â>= 0

Luego x ∈ C i.

Aśı, Hi = C i.

Conclúımos que para cada i ≥ 0, Ai = Hi ⊕ img di−1 ⊕ img d∗i+1, y aśı A =

H⊕ img d⊕ img d∗. Por lo tanto (A, d) admite una descomposición de Hodge. ✷

Teorema 3.11:

Si A admite una descomposición de Hodge, entonces ker d = H ⊕ img d. Y por
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lo tanto H ∼= H(A, d), donde H(A, d) es el espacio de cohomoloǵıa asociado a A

con respecto a d.

Demostración: La contención ⊇ siempre se cumple.

⊆ Sea a ∈ A, luego a = ã ⊕ dā ⊕ d∗â. Como a ∈ ker d, entonces da = 0,

pero da = 0 ⊕ 0 ⊕ dd∗â, por lo que dd∗â = 0 y d∗â ∈ ker d. Además d∗d∗â = 0

y d∗â ∈ ker d∗. Aśı d∗â ∈ H. Como ã ∈ H, tenemos que ã + d∗â ∈ H, luego

a = (ã + d∗â)⊕ dā. Por lo tanto a ∈ H ⊕ img d.

Luego, H ∼=
ker d

img d= H(A, d). ✷

Nuestro objetivo es construir una estructura de A∞−álgebra en el complejo de

cohomoloǵıa de una dga con descomposición de Hodge. Queremos usar el resul-

tado de Merkulov, teorema 2.9, por lo que necesitamos construir el operador de

homotoṕıa G definido en 2.6. Para esta construcción requerimos del operador de

Green, (ver 3.13), y para definirlo es necesario establecer la siguiente proposición.

Proposición 3.12:

La función �d = dd∗ + d∗d restringida a 0⊕ img d⊕ img d∗ es invertible.

Demostración: Probaremos la biyectividad de

�d|0⊕img d⊕img d∗ : 0⊕ img d⊕ img d∗ → 0⊕ img d⊕ img d∗

1) �d (0⊕ img d⊕ img d∗) ⊆ 0⊕ img d⊕ img d∗.

Sea a ∈ 0⊕ img d⊕ img d∗, luego a = 0⊕ dā⊕ d∗â.

�d(a) = dd∗a + d∗da

= dd∗(0⊕ dā⊕ d∗â) + d∗d(0⊕ dā⊕ d∗â)

= dd∗0⊕ dd∗dā⊕ dd∗d∗â + d∗d0⊕ d∗ddā⊕ d∗dd∗â

= 0⊕ dd∗dā⊕ 0 + 0⊕ 0⊕ d∗dd∗â

= 0⊕ dd∗dā⊕ d∗dd∗â ∈ 0⊕ img d⊕ img d∗

Por lo tanto �d|0⊕img d⊕img d∗ : 0⊕ img d⊕ img d∗ → 0⊕ img d⊕ img d∗.

59



2) Es inyectiva: Si�d(a) = 0, entonces a ∈ H⊕0⊕0 y como a ∈ 0⊕img d⊕img d∗,

conclúımos que a = 0.

3) Es sobreyectiva: Sea b ∈ 0 ⊕ img d ⊕ img d∗, por demostrar que existe a ∈

0⊕ img d⊕ img d∗ tal que �d(a) = b. Para probar esto usaremos el lema 3.9.

Caso 1: b′ = 0⊕db̄⊕0 = 0⊕dd∗ˆ̄b⊕0 = 0⊕dd∗d
¯̄̂
b⊕0 = 0⊕dd∗d

¯̄̂
b+d∗dd

¯̄̂
b⊕0

= �d

(

0⊕ d
¯̄̂
b⊕ 0

)

. Entonces si a′ = 0⊕ d
¯̄̂
b⊕ 0, se tiene �d(a

′) = b′.

Caso 2: b′′ = 0⊕0⊕d∗b̂ = 0⊕0⊕d∗d
¯̂
b = 0⊕0⊕d∗dd∗

ˆ̂̄
b = 0⊕0⊕dd∗d∗

ˆ̂̄
b+d∗dd∗

ˆ̂̄
b

= �d

(

0⊕ 0⊕ d∗
ˆ̂̄
b

)

. Entonces si a′′ = 0⊕0⊕d∗
ˆ̂̄
b, se tiene �d(a

′′) =

b′′.

En general sea b = 0 ⊕ db̄ ⊕ d∗b̂ = 0 ⊕ b′ ⊕ b′′ = �d(0 ⊕ a′ ⊕ a′′). Basta

tomar a = 0⊕ a′ ⊕ a′′ y se tiene que �d(a) = b. Por tanto �d|0⊕img d⊕img d∗ es

sobreyectiva.

Luego por 1), 2) y 3) �d|0⊕img d⊕img d∗ es invertible. ✷

Sea �−1
d = (�d|0⊕img d⊕img d∗)

−1, la función inversa de �d restringida a 0⊕img d⊕

img d∗.

Definición 3.13 (Operador de Green):

Se define el operador de Green Gd : A → A, como Gd = i ◦ �−1
d ◦ prcH,

donde prcH : A = H ⊕ img d ⊕ img d∗ → 0 ⊕ img d ⊕ img d∗ es la proyección

complementaria a H e i es la inclusión.

En diagrama tenemos,

A
prc

H // 0⊕ img d⊕ img d∗
�

−1
d // 0⊕ img d⊕ img d∗ i // A

Observemos que el grado del operador de Green es 0. Denotamos por aH la

proyección a H de a = ã⊕ dā⊕ d∗â, es decir aH = prH(a) = ã⊕ 0⊕ 0.

Proposición 3.14:

Las funciones lineales d y d∗ conmutan con el operador de Green.
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Demostración: Probaremos que dGd = Gdd. Sea b = b̃⊕ b′ ⊕ b′′ con b′ ∈ img d y

b′′ ∈ img d∗. Existen a′ ∈ img d y a′′ ∈ img d∗ tales que �d(a
′) = b′ y �d(a

′′) = b′′,

como establecidos en proposición 3.12. Como �d(a
′′) = b′′ y d�d = �dd, tenemos

d�d(a
′′) = db′′ y �dda

′′ = db′′, pero da′′, db′′ ∈ 0 ⊕ img d ⊕ img d∗, por lo que

da′′ = �−1
d db′′. Aśı,

dGd(b) = d i�−1
d prcH(b̃⊕ b′ ⊕ b′′)

= d i�−1
d (0⊕ b′ ⊕ b′′)

= d i(0⊕ a′ ⊕ a′′)

= d(0⊕ a′ ⊕ a′′)

= 0⊕ da′′ ⊕ 0

Gdd(b) = i�−1
d prcH d(b̃⊕ b′ ⊕ b′′)

= i�−1
d prcH(0⊕ 0⊕ db′′)

= i�−1
d (0⊕ db′′ ⊕ 0)

= i(0⊕ da′′ ⊕ 0)

= 0⊕ da′′ ⊕ 0

Por lo que conclúımos que dGd = Gdd. De manera análoga se muestra que d∗

conmuta con Gd. ✷

Corolario 3.15:

El operador de Green conmuta con �d.

Demostración: La demostración es inmediata a partir de la proposición 3.14. Pues,

Gd�d = Gd(dd
∗ + d∗d) = Gddd

∗ + Gdd
∗d = dGdd

∗ + d∗Gdd = dd∗Gd + d∗dGd =

(dd∗ + d∗d)Gd = �dGd. ✷

Proposición 3.16:

Si a ∈ 0⊕ img d⊕ img d∗, entonces �dGd(a) = a.

Demostración: Si a ∈ 0⊕ img d⊕ img d∗, entonces a = 0⊕ ā⊕ â, donde ā ∈ img d

y â ∈ img d∗.

Como ā ∈ img d, tenemos que existe b̄ ∈ img d tal que �db̄ = ā. Luego,

�dGdā = Gd�dā =
(
i ◦�−1

d ◦ prcH
)
(�dā) =

(
i ◦�−1

d

)
(�dā) = i (ā) = ā.

Como â ∈ img d∗, tenemos que existe b̂ ∈ img d tal que �db̂ = â. Luego,

�dGdâ = Gd�dâ =
(
i ◦�−1

d ◦ prcH
)
(�dâ) =

(
i ◦�−1

d

)
(�dâ) = i (â) = â.

Por lo que conclúımos que �dGd(a) = �dGd (0⊕ ā⊕ â) = �dGd (0⊕ ā⊕ 0) +

�dGd (0⊕ 0⊕ â) = 0⊕ ā⊕ 0 + 0⊕ 0⊕ â = 0⊕ ā⊕ â = a. ✷
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Corolario 3.17:

Si a ∈ A, entonces �dGd(a) = a− aH .

Demostración: Como a ∈ A = H⊕ img d⊕ img d∗, a = ã⊕ ā⊕ â, tenemos

�dGd (a) = �dGd (ã⊕ 0⊕ 0) +�dGd (0⊕ ā⊕ â) = 0⊕ 0⊕ 0 + 0⊕ ā⊕ â

Aśı, conclúımos que �dGd(a) = a− aH . ✷

Del corolario anterior tenemos que si a = ã⊕ ā⊕ â, entonces:

a− aH = �dGda = d (d∗Gda) + d∗ (Gdda)

Esto muestra que el operador de Green determina una descomposición de Hodge

expĺıcita, pues a = aH ⊕ d (d∗Gda)⊕ d∗ (Gdda) ∈ H ⊕ img d⊕ img d∗.

Ahora, supongamos que tenemos una dga (A, d,∧). Sabemos que el producto de

la dga es cerrado. Sin embargo el producto de dos elementos de H puede no

pertenecer a H. Pues sean a, b ∈ H,

�d(a ∧ b) = dd∗(a ∧ b) + d∗d(a ∧ b)

= dd∗(a ∧ b) + d∗ (da ∧ b) + (−1)|a|d∗ (a ∧ db)

= dd∗(a ∧ b) + d∗ (0 ∧ b) + (−1)|a|d∗ (a ∧ 0)

= dd∗(a ∧ b).

Aśı, nada garantiza que �d(a ∧ b) = 0. Entonces definimos, para a, b ∈ H el

producto ◦ usando la proyección: a ◦ b = (a∧ b)H . El siguiente lema nos muestra

que el producto ◦ es asociativo.

Lema 3.18:

Sean a, b, c ∈ H, entonces ((a ◦ b) ◦ c) = (a ◦ (b ◦ c)), y por tanto (H, ◦) es un

álgebra asociativa.

Demostración: Notemos que ((a ◦ b) ◦ c) =
(

(a ∧ b)H ◦ c
)

=
(

(a ∧ b)H ∧ c
)H

y

que (a ◦ (b ◦ c)) =
(

a ◦ (b ∧ c)H
)

=
(

a ∧ (b ∧ c)H
)H

.

Tenemos, de la descomposición de Hodge otorgada por el operador de Green, que
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(a ∧ b)− (a ∧ b)H = dd∗Gd(a ∧ b) + d∗Gdd(a ∧ b), luego

(a ∧ b)H = (a ∧ b)− dd∗Gd(a ∧ b)− d∗Gdd(a ∧ b) (∗)

Notemos que d∗Gdd(a ∧ b) = d∗Gd

(
da ∧ b+ (−1)|a|a ∧ db

)
= 0, pues da = 0 y

db = 0, ya que a, b ∈ H. Aśı,

(a ∧ b)H = (a ∧ b)− dd∗Gd(a ∧ b) (∗∗)

Ahora,

(a ∧ b)H ∧ c = ((a ∧ b)− dd∗Gd (a ∧ b)) ∧ c

= (a ∧ b) ∧ c− (dd∗Gd(a ∧ b)) ∧ c

= a ∧ b ∧ c−

[

(d (d∗Gd(a ∧ b))) ∧ c+ (−1)|d
∗Gd(a∧b)|d∗Gd(a ∧ b) ∧ dc

︸︷︷︸

=0

]

= a ∧ b ∧ c− d ((d∗Gd(a ∧ b)) ∧ c) .

Entonces, usando (∗∗) para
(
(a ∧ b)H ∧ c

)H
, tenemos:

(
(a ∧ b)H ∧ c

)H
= (a ∧ b)H ∧ c− dd∗Gd

(
(a ∧ b)H ∧ c

)

= (a ∧ b) ∧ c− d (d∗Gd(a ∧ b) ∧ c)

−dd∗Gd (a ∧ b ∧ c− d (d∗Gd(a ∧ b) ∧ c))

= a ∧ b ∧ c− d (d∗Gd(a ∧ b) ∧ c)− dd∗Gd (a ∧ b ∧ c)

+dd∗Gd (d (d
∗Gd(a ∧ b) ∧ c))

= (a ∧ b ∧ c)H − (d (d∗Gd(a ∧ b) ∧ c))
H

= (a ∧ b ∧ c)H

donde hemos usado que (d (d∗Gd(a ∧ b) ∧ c))
H = 0, pues d (d∗Gd(a ∧ b) ∧ c) ∈

img d.

Análogamente se prueba que
(
a ∧ (b ∧ c)H

)H
= (a ∧ b ∧ c)H . Entonces,

(a ◦ b) ◦ c =
(
(a ∧ b)H ∧ c

)H
= (a ∧ b ∧ c)H =

(
a ∧ (b ∧ c)H

)H
= a ◦ (b ◦ c)

Por lo tanto, (H, ◦) es asociativo. ✷

Otra forma de mostrar que (H, ◦) es asociativo es a través del isomorfismo entre
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H y H(A, d) como se muestra en el siguiente resultado:

Lema 3.19:

El isomorfismo entre espacios vectoriales ϕ : H → H(A, d), a 7→ [a], es un

isomorfismo de anillo (H, ◦) → (H(A, d),∧).

Demostración: Tenemos que, ϕ(a ◦ b) = ϕ
(
(a ∧ b)H

)
=
[
(a ∧ b)H

]

= [a ∧ b− dd∗Gd(a ∧ b)] = [a ∧ b] = [a] ∧ [b]

= ϕ(a) ∧ ϕ(b).

Por tanto,

ϕ ((a ◦ b) ◦ c) = ϕ
([

(a ∧ b)H ∧ c
]H
)

=
[[
(a ∧ b)H ∧ c

]H
]

=
[
(a ∧ b)H ∧ c

]
=
[
(a ∧ b)H

]
∧ [c]

= [a ∧ b] ∧ [c] = [a] ∧ [b] ∧ [c]

= [a] ∧ [b ∧ c] = [a] ∧
[
(b ∧ c)H

]

=
[
a ∧ (b ∧ c)H

]
=
[(
a ∧ (b ∧ c)H

)H
]

= ϕ (a ◦ (b ◦ c))

Y como ϕ es inyectiva, (ver pág. 34), tenemos que (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c). ✷

Resumiendo, para cualquier a y b en H, a∧ b no necesariamente vive en H, pero

en los lemas anteriores probamos que definiendo a ◦ b = (a ∧ b)H tenemos (H, ◦)

es un álgebra asociativa. Por lo que podemos enunciar el siguiente teorema de

Zhou [29].

Teorema 3.20 (Teorema de Zhou):

Para toda dga (A, d, ·) con métrica euclidiana o hermitiana tal que d tiene un

adjunto formal d∗. Entonces (A, d, ·) admite una descomposición de Hodge, A =

H ⊕ img d ⊕ img d∗, y existe una estructura de A∞−álgebra en H con m1 = d,

m2 = ◦.

En el caṕıtulo anterior, en la construcción del Modelo de Merkulov de una es-

tructura de A∞−álgebra para H(A, d), fue necesario definir una función G que

restringida a B = img d, actúa como inversa de d, ver definición 2.6. En el pre-
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sente caso tenemos, para cada a ∈ A:

aH = (id− dd∗Gd − d∗dGd)a = (id− d(Gdd
∗)− (Gdd

∗)d) a = (id− [[d,Gdd
∗]]) a

Luego si definimos G = Gdd
∗ y usamos el Modelo de Merkulov, tenemos que el

espacio H, de todos los elementos armónicos de A, tiene una estructura natural

de A∞−álgebra, puesto que podemos definir el par (H,G) de la página 35 como

(H, Gdd
∗). Finalizamos este caṕıtulo con el siguiente teorema que nos formaliza lo

anterior; su demostración es inmediata usando el teorema de Merkulov, teorema

2.9.

A pesar de que Merkulov y Zhou no han trabajado juntos, nosotros considera-

remos como un solo teorema los principales resultados de Merkulov [13] y Zhou

[29], que llamaremos el teorema de Zhou-Merkulov.

Teorema 3.21 (Teorema de Zhou-Merkulov):

Para toda dga (A, d, ·) con métrica euclidiana o hermitiana tal que d tiene un

adjunto formal d∗, A tiene descomposición de Hodge A = H⊕ img d⊕ img d∗, y

existe una estructura de A∞−álgebra en H con multiplicaciones superiores m1 =

d, m2 = ◦, y para n ≥ 3 mn = (id− [[d,Gdd
∗]]) λn = prHλn, con λn definida

como en 2.7.
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Caṕıtulo 4

A∞−Estructuras en Geometŕıa Riemanniana

El teorema de Hodge implica la existencia de una A∞−álgebra natural asociada

a una variedad Riemanniana compacta, orientable y de dimensión n. Nosotros

probamos la existencia de una A∞−álgebra diferente (a priori) sobre variedades

Riemannianas usando trabajos de Eiseman y Stone [19, 20]. Primero, en este

caṕıtulo, re-escribiremos lo realizado por Eiseman y Stone en [20], desde una

perspectiva algebraica.

Además, en este caṕıtulo presentamos los resultados principales de nuestra inves-

tigación que es: a partir de las mismas álgebras graduadas, pero con diferenciales

distintos, uno “perturbación” del otro, es posible construir estructuras cuasi-

isomorfas, a nivel de A∞−álgebras, en sus respectivos complejos de cohomoloǵıa.

Entonces como caso particular, probaremos que si M es una variedad Rieman-

niana sin frontera, compacta, orientable y de dimensión n, la cohomoloǵıa de De

Rham asociada a los espacios de k−formas (Ω(M), d,∧), donde d es la deriva-

da exterior y ∧ el producto exterior; y la cohomoloǵıa asociada a (Ω(M), dh,∧)

poseen estructuras A∞−cuasi-isomorfas cuando la “perturbación” es invertible o

induce una equivalencia de cocadenas.
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4.1 h−Álgebra diferencial graduada

Sea K un cuerpo y consideremos E un espacio vectorial sobre K. Definimos un

espacio vectorial graduado A = {An}n≥0 donde, A0 = K, A1 = E y An =
∧nA1

para n ≥ 2, donde,

∧

.nA1 =
T nA1

L con T nA1 = A1 ⊗ . . .⊗ A1

︸ ︷︷ ︸

n veces

y L =
〈
v ⊗ w − (−1)|v|·|w|w ⊗ v

〉
,

es el álgebra graduada conmutativa libre de grado n. Notemos que A es un álgebra

graduada conmutativa, ya que es una álgebra exterior natural, que denotamos por

(A, ·). Sin perdida de generalidad, sea α = a1 ⊗ . . . ⊗ an =: a1 · . . . · an ∈ A con

|ai| = 1 para cada i ∈ {1, . . . , n} y |α| = n.

Definición 4.1 (Endomorfismo inducido h(q)):

Sea h un endomorfismo, definimos h : E → E. h induce un endomorfismo

h(q) : Ap → Ap para cualquier entero no negativo q, definido por

h(q)(a1 · . . . · ap)

=







0 , si p < q
∑

σ∈sh(q,p−q)

sgn(σ) h
(
aσ(1)

)
· . . . · h

(
aσ(q)

)
· aσ(q+1) · . . . · aσ(p) , si 0 ≤ q < p

donde sh(q, p− q) = {σ ∈ Sp | σ(1) < . . . < σ(q) y σ(q + 1) < . . . < σ(p)} ⊂ Sp,

es decir σ ∈ sh(q, p − q) ⊂ Sp es una permutación, denominada shuffle, que

σ(1) < . . . < σ(q) y σ(q+1) < . . . < σ(p). Eilenberg y Mac Lane [9] introdujeron

el álgebra de Shuffle en un estudio homotópico. Otros autores, como Yang [28, pág.

12], Loday y Vallete [22], han desarrollado este tópico en profundidad.

Nota: Para simplificar notación, usaremos haσ(i) en vez de h
(
aσ(i)

)
.

Observación 4.2: Con respecto a la función h(q) podemos destacar lo siguiente:

Para 0 ≤ q ≤ p,
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h(q)(a1 · . . . · ap) =
∑

σ∈sh(q,p−q)

sgn(σ) haσ(1) · . . . · haσ(q) · aσ(q+1) · . . . · aσ(p)

=
1

(p− q)!q!

∑

σ∈Sp

sgn(σ) haσ(1) · . . . · haσ(q) · aσ(q+1) · . . . · aσ(p)

h(q) es una función lineal de grado 0 para todo entero no negativo q.

h(0) = idAp , pues

h(0)(a1 · . . . · ap) =
∑

σ∈sh(0,p−0)

sgn(σ)aσ(1) · . . . · aσ(p) = a1 · . . . · ap

h(p)(a1 · . . . · ap) =
∑

σ∈sh(p,p−p)

sgn(σ)haσ(1) · . . . · haσ(p) = ha1 · . . . · hap

h(1)(a1 · . . . · ap) =

p
∑

i=1

a1 · . . . · ai−1 · hai · ai+1 · . . . · ap. Probamos en la

proposición 4.4 que h(1) es una derivación de grado 0 sobre toda el álgebra

graduada.

h(q) puede escribirse recursivamente para cualquier entero q ≥ 0, como

probamos en lema 4.3. ⋆

Lema 4.3:

Para cada entero positivo q se tiene

h(q) =
1

q

q−1∑

k=0

(−1)k+q−1
(
hq−k

)(1)
h(k)

Demostración: En primer lugar, mostraremos que la igualdad se cumple si q = 1

y q = 2, para luego demostrarlo para los otros casos.

q = 1 Del lado derecho de la igualdad, tenemos

1

1

1−1∑

k=0

(−1)k+1−1
(
h1−k

)(1)
h(k) = (−1)0

(
h1−0

)(1)
h(0) = h(1)

Por lo que para q = 1 se cumple.
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q = 2 Del lado derecho de la igualdad se tiene

1

2

2−1∑

k=0

(−1)k+2−1
(
h2−k

)(1)
h(k) =

1

2

1∑

k=0

(−1)k−1
(
h2−k

)(1)
h(k)

=
1

2

[

(−1)1
(
h2
)(1)

h(0) + (−1)2
(
h1
)(1)

h(1)
]

=
1

2

[

h(1)h(1) −
(
h2
)(1)
]

Basta demostrar que h(1)h(1) = 2h(2) + (h2)
(1)

para que la igualdad se cum-

pla. En efecto,
(

2h(2) + (h2)
(1)
)

(a1 · . . . · ap) = 2h(2)a1 · . . . · ap + (h2)
(1)
a1 · . . . · ap

= 2




∑

σ∈sh(2,p−2)

sgn(σ) haσ(1) · haσ(2) · aσ(3) · . . . · aσ(p)





+

p
∑

i=1

a1 · . . . · ai−1 · h hai · ai+1 · . . . · ap

=

p
∑

i=1

i−1∑

j=1

a1 · . . . · aj−1 · haj · aj+1 · . . . · ai−1 · hai · ai+1 · . . . · ap

+

p
∑

i=1

p
∑

j=i+1

a1 · . . . · ai−1 · hai · ai+1 · . . . · aj−1 · haj · aj+1 · . . . · ap

+

p
∑

i=1

a1 · . . . · ai−1 · h
2ai · ai+1 · . . . · ap

=

p
∑

i=1

h(1) (a1 · . . . · ai−1 · hai · ai+1 · . . . · ap)

= h(1)

(
p
∑

i=1

a1 · . . . · ai−1 · hai · ai+1 · . . . · ap

)

= h(1)h(1) (a1 · . . . · ap)

Por lo que para q = 2 se cumple.

q > 1 Supongamos primero que 0 < k ≤ q − 1 < q < p y sea a1 · . . . · ap ∈ Ap.

Tenemos que

1

q

q−1
∑

k=0

(−1)k+q−1
(
hq−k

)(1)
h(k) =

=
1

q

[

(−1)q−1 (hq)(1) h(0) + (−1)q
(
hq−1

)(1)
h(1) + (−1)q+1

(
hq−2

)(1)
h(2)

+ . . .+ (−1)q−2+q−1 (h2)
(1)
h(q−2) + (−1)q−1+q−1 (h1)

(1)
h(q−1)

]

=
1

q

[

(−1)q−1 (hq)(1) + (−1)q
(
hq−1

)(1)
h(1) + (−1)q+1

(
hq−2

)(1)
h(2)

+ . . .+ (−1)−3 (h2)
(1)
h(q−2) + h(1)h(q−1)

]
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Consideremos dos términos consecutivos de la sumatoria,

(−1)k+q−1
(
hq−k

)(1)
h(k) y (−1)k+q

(
hq−k−1

)(1)
h(k+1)

De (−1)k+q−1
(
hq−k

)(1)
h(k)(a1 · . . . · ap), sabemos que h(k)(a1 · . . . · ap) posee(

p

k

)

términos distintos de la forma haσ(1) · . . . ·haσ(k) ·aσ(k+1) · . . . ·aσ(p) para

cualquier σ ∈ Sp. Ahora, (−1)k+q−1
(
hq−k

)(1)
h(k)(a1 · . . . ·ap) tiene

(
p

k

)(
p

1

)

términos de dos tipos.

• (Del tipo 1) Para cualquier τ ∈ Sp existen

(
p

k

)(
k

1

)

distintos términos

de la forma

hq−k+1aτ(1) · haτ(2) · . . . · haτ(k) · aτ(k+1) · . . . · aτ(p)

• (Del tipo 2) Para cualquier ρ ∈ Sp existen

(
p

k

)(
p− k

1

)

distintos

términos de la forma

haρ(1) · . . . · haρ(k) · h
q−kaρ(k+1) · aρ(k+2) · . . . · aρ(p)

︸ ︷︷ ︸

(∗1)

Similarmente en
(
hq−k−1

)(1)
h(k+1)(a1 · . . .·ap) yacen

(
p

k + 1

)(
p

1

)

términos,

de los cuales

(
p

k + 1

)(
k + 1

1

)

son de la forma

hq−kaτ(1) · haτ(2) · . . . · haτ(k+1) · aτ(k+2) · . . . · aτ(p)
︸ ︷︷ ︸

(∗2)

para cualquier τ ∈ Sp; mientras que

(
p

k + 1

)(
p− k − 1

1

)

términos son de

la forma

haρ(1) · . . . · haρ(k+1) · h
q−k−1aρ(k+2) · aρ(k+3) · . . . · aρ(p)

para cualquier ρ ∈ Sp.
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Considerando las formulas de (∗1) y (∗2) tenemos que

(
p

k

)(
p− k

1

)

−

(
p

k + 1

)(
p

1

)

=
p!(p− k)!

(p− k)!k!(p− k − 1)!
−

p!(k + 1)!

(p− k − 1)!(k + 1)!k!
= 0,

(−1)q−k−1 y (−1)q−(k+1)−1 tienen diferente signo y además

(
p

k + 1

)(
p− k − 1

1

)

=

p!

(p− k − 1)!(k + 1)!
·
(p− k − 1)!

(p− k − 2)!1!
= (p− k − 1)

(
p

k + 1

)

.

Entonces sobreviven los términos de k = 0, los de tipo 1 cuando k = 1 y

los del tipo 2 cuando k = q − 1. Esto es,

1

q
(−1)q−1 (hq)(1) h(0)(a1 · . . . · ap)

+
1

q
(−1)q

p
∑

i=1

a1 · . . . · ai−1 · hai · ai+1 · . . . · ap

+
1

(p− q + 1)!q!

∑

σ∈Sp

sgn(σ)

p
∑

i=q

haσ(1) · . . . · haσ(q−1) · aσ(q) · . . . · aσ(i−1)·

·haσ(i) · aσ(i+1) · . . . · aσ(p)

=
1

q
(−1)q−1 (hq)(1) (a1 · . . . · ap) +

1

q
(−1)q (hq)(1) (a1 · . . . · ap)

+
1

(p− q + 1)!q!
(p− (q − 1))

∑

τ∈Sp

sgn(τ)haτ(1) · . . . · haτ(q) · aτ(q+1) · . . . · aτ(p)

=
1

(p− q)!q!

∑

τ∈Sp

sgn(τ)haτ(1) · . . . · haτ(q) · aτ(q+1) · . . . · aτ(p)

=
∑

τ∈sh(q,p−q)

sgn(τ)haτ(1) · . . . · haτ(q) · aτ(q+1) · . . . · aτ(p)

= h(q)(a1 · . . . · ap)

Por lo tanto h(q) puede escribirse recursivamente para cualquier entero q ≥ 0. ✷

Proposición 4.4:

La función h(1) es una derivación de grado 0 sobre toda el álgebra graduada.

Demostración: Sean a, b en A, sin pérdida de generalidad consideremos

a = a1 · . . . · am y b = b1 · . . . · bn.
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Definamos ci =

{

ai si 1 ≤ i ≤ m

bi−m si m+ 1 ≤ i ≤ m+ n
. Luego,

h(1)(a · b) = h(1)(a1 · . . . · am · b1 · . . . · bn)

= h(1)(c1 · . . . · cm+n)

=

m+n∑

i=1

c1 · . . . · ci−1 · hci · ci+1 · . . . · cm+n

=

(
m∑

i=1

c1 · . . . · ci−1 · hci · ci+1 · . . . · cm

)

· cm+1 · . . . · cm+n

+c1 · . . . · cm ·

(
m+n∑

i=m+1

cm+1 · . . . · ci−1 · hci · ci+1 · . . . · cm+n

)

h(1)(a · b) =

(
m∑

i=1

a1 · . . . · ai−1 · hai · ai+1 · . . . · am

)

· b1 · . . . · bn

+a1 · . . . · am ·

(
n∑

i=1

b1 · . . . · bi−1 · hbi · bi+1 · . . . · bm+n

)

= h(1)(a1 · . . . · am) · b1 · . . . · bn + a1 · . . . · am · h(1)(b1 · . . . · bn)

= h(1)(a) · b+ a · h(1)(b)

= h(1)(a) · b+ (−1)0·|a|a · h(1)(b)

Por lo que h(1) es una derivación de grado 0. ✷

Supongamos que (A, d, ·) es un álgebra diferencial graduada (dga), definiremos

una función lineal dh de grado 1, como candidata a ser un diferencial “perturbado”

para A. Esta es una construcción clásica, pues la función lineal dh fue definida por

Frölicher y Nijenhuis en [16] como una derivación alternativa en el anillo graduado

de formas diferenciales a partir de h y de la derivada exterior d. Cabe destacar

que en el art́ıculo de Frölicher y Nijenhuis no es sencillo demostrar que dh es una

derivación. Para ello los autores, a lo largo de toda la primera parte de su art́ıculo,

definen y establecen propiedades entre formas escalares, formas vectoriales y entre

formas escalares y vectoriales, que son necesarias para probar una proposición

[16, Prop. 4.5], que dice que dh es una derivación. Nosotros presentamos una

demostración algebraica y sucinta a lo realizado por Frölicher y Nijenhuis.
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Definición 4.5 (dh):

Sea (A, d, ·) una dga; se define la función lineal de grado 1, dh : A → A como

dh = h(1)d− dh(1).

Proposición 4.6:

La función lineal dh es una derivación de grado 1. Es decir, para todo a, b en A

se cumple que

dh(a · b) = dha · b+ (−1)|a|a · dhb

Demostración: Sean a, b en A. Usando el hecho que d y h(1) son derivaciones (ver

proposición 4.4), tenemos:

dh(a · b) =
[
h(1)d− dh(1)

]
(a · b)

= h(1)d(a · b)− dh(1)(a · b)

= h(1)
[
da · b+ (−1)|a|a · db

]
− d

[
h(1)a · b+ a · h(1)b

]

= h(1) (da · b) + (−1)|a|h(1) (a · db)− d
(
h(1)a · b

)
− d

(
a · h(1)b

)

= h(1)da · b+ da · h(1)b+ (−1)|a|h(1)a · db+ (−1)|a|a · h(1)db

−dh(1)a · b− (−1)|h
(1)a|h(1)a · db− da · h(1)b− (−1)|a|a · dh(1)b

= h(1)da · b+ (−1)|a|a · h(1)db− dh(1)a · b− (−1)|a|a · dh(1)b

=
[
h(1)da− dh(1)a

]
· b+ (−1)|a|a ·

[
h(1)db− dh(1)b

]

=
(
h(1)d− dh(1)

)
(a) · b+ (−1)|a|a ·

(
h(1)d− dh(1)

)
(b)

= dha · b+ (−1)|a|a · dhb

Como |dh| = |h(1)d − dh(1)| = |d|+ |h(1)| = 1 + 0 = 1. Conclúımos que dh es una

derivación de grado 1. ✷

Proposición 4.7:

Si h = idA1, entonces dh = d.

Demostración: Puesto que d(a1·. . .·ap) =

p
∑

k=1

(−1)k−1a1·. . .·ak−1·d(ak)·ak+1·. . .·ap

con d(a) ∈ A2 para cualquier a ∈ A1, aśı d(a) =
n∑

i=1

bi ·ci, con bi, ci ∈ A1. Tenemos

dh(a1 · . . . · ap) = h(1)d(a1 · . . . · ap)− dh(1)(a1 · . . . · ap). Note que,
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h(1)d(a1 · . . . · ap) = h(1)

(
p
∑

k=1

(−1)k−1a1 · . . . · ak−1 · d(ak) · ak+1 · . . . · ap

)

=

p
∑

k=1

(−1)k−1h(1) (a1 · . . . · ak−1 · d(ak) · ak+1 · . . . · ap)

=

p
∑

k=1

(−1)k−1h(1)

(

a1 · . . . · ak−1 ·

(
n∑

i=1

bki · cki

)

· ak+1 · . . . · ap

)

=

p
∑

k=1

n∑

i=1

(−1)k−1h(1) (a1 · . . . · ak−1 · bki · cki · ak+1 · . . . · ap)

Definamos mj ∈ A1 como:

mj =







aj , j ≤ k − 1

bki , j = k

cki , j = k + 1

aj−1 , j ≥ k + 2, j ≤ p− 1

Reemplazando, se tiene:

h(1)d(a1 · . . . · ap) =

p
∑

k=1

n∑

i=1

(−1)k−1h(1) (m1 · . . . ·mp+1)

=

p
∑

k=1

n∑

i=1

(−1)k−1
∑

σ∈sh(1,p)

sgn(σ)hmσ(1) ·mσ(2) · . . . ·mσ(p+1)

=

p
∑

k=1

n∑

i=1

(−1)k−1
∑

σ∈sh(1,p)

sgn(σ)mσ(1) · . . . ·mσ(p+1)

=

p
∑

k=1

n∑

i=1

(−1)k−1(p+ 1)m1 · . . . ·mp+1

= (p+ 1)

p
∑

k=1

(−1)k−1

n∑

i=1

a1 · . . . · ak−1 · bki · cki · ak+1 · . . . · ap

= (p+ 1)

p
∑

k=1

(−1)k−1a1 · . . . · ak−1 · d(ak) · ak+1 · . . . · ap

= (p+ 1)d(a1 · . . . · ap)
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El segundo término,

dh(1)(a1 · . . . · ap) =
∑

σ∈sh(1,p−1)

sgn(σ) d
(
haσ(1)aσ(2) · . . . · aσ(p)

)

=
∑

σ∈sh(1,p−1)

sgn(σ)d
(
aσ(1) · . . . · aσ(p)

)

=

p
∑

k=1

(−1)k−1
∑

σ∈sh(1,p−1)

sgn(σ)aσ(1) · . . . · aσ(k−1)·

·d(aσ(k)) · aσ(k+1) · . . . · aσ(p)

= p

p
∑

k=1

(−1)k−1a1 · . . . · ak−1 · d(ak) · ak+1 · . . . · ap

= p d(a1 · . . . · ap)

Aśı,

dh(a1 · . . . · ap) = h(1)d(a1 · . . . · ap)− dh(1)(a1 · . . . · ap)

= (p+ 1)d(a1 · . . . · ap)− p d(a1 · . . . · ap)

= d(a1 · . . . · ap)

En consecuencia dh = d si h = idA1 . ✷

A continuación introducimos una variante del tensor de Nijenhuis (también co-

nocido como tensor de Frölicher-Nijenhuis) Este corchete es una extensión del

corchete de Lie de campos de vectores de formas diferenciales vector-valuadas

sobre una variedad diferenciable. La variante que usaremos es para álgebras di-

ferenciales graduadas.

Definición 4.8 (Tensor de Nijenhuis):

El tensor de Nijenhuis es una función lineal de grado 1 Jh, hK : A→ A y definido

por

Jh, hK = −h(2)d+ dhh
(1) + dh(2)

Observación 4.9: El tensor de Nijenhuis Jh, hK es un operador de homotoṕıa

entre (A, d, ·) y (s(sA), d, ·). Es decir, es un operador de homotoṕıa entre la dga

y la suspensión de la suspensión de la dga, ver definición 1.15. Aśı, el siguiente
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diagrama conmuta,

· · · // Ai−1 d //

dh◦dh
��

Ai
d //

dh◦dh
��

Jh, hK

ww♣♣
♣♣
♣♣
♣♣
♣♣
♣♣

Ai+1 //

dh◦dh
��

Jh, hK

ww♣♣
♣♣
♣♣
♣♣
♣♣
♣♣

· · ·

· · · // s(sA)i−1
d

// s(sA)i
d

// s(sA)i+1 // · · ·

Lema 4.10:

Si el tensor de Nijenhuis se anula, entonces dh es un diferencial sobre A. En

efecto, dh ◦ dh = dJh, hK + Jh, hKd.

Demostración:

dJh, hK + Jh, hKd = −dh(2)d+ ddhh
(1) + ddh(2) − h(2)dd+ dhh

(1)d+ dh(2)d

= ddhh
(1) + dhh

(1)d

= dh(1)dh(1) + h(1)dh(1)d− dh(1)h(1)d

= h(1)dh(1)d− h(1)ddh(1) − dh(1)h(1)d+ dh(1)dh(1)

=
(
h(1)d− dh(1)

) (
h(1)d− dh(1)

)

= dh ◦ dh.

Tenemos de la proposición (4.6) que dh es derivación de grado 1, por lo que si

Jh, hK = 0, dh es un diferencial. ✷

Con este lema, podemos construir una dga usando el álgebra original (A, d, ·),

pero con el diferencial “perturbado por h”. Aśı, en esta sección hemos probado

que (A, dh, ·) es una dga.

4.2 h−Laplaciano

Sea (A, d, ·) una dga, tal que A = {An}n≥0 donde, A
0 = K, A1 = E y An =

∧nA1

para n ≥ 2, E espacio vectorial sobre un cuerpo K, con caracteŕıstica cero.

Asumiremos que A = {An}n≥0 tiene una métrica euclidiana o hermitiana, es decir

no degenerada, definida positiva y apropiadamente simétrica,

<,>: A×A→ K,
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y que el diferencial d tiene un adjunto formal δ, es decir <,>i: A
i × Ai → K y

<da, b>i=<a, δb>i−1.

Ahora, dado un endomorfismo h : A1 → A1 y el diferencial dh, constrúıremos un

adjunto para dh. Para esto, consideremos A1∗ el espacio de los funcionales lineales

de A1, es decir

A1∗ = {α : A→ K, α función lineal}

Definimos la traspuesta de h como

h t : A1∗ → A1∗

α 7→ h t(α) : A1 → K

a 7→ α (ha)

La métrica nos permite inyectar A1 en A1∗, mediante la aplicación

ϕ : A1 → A1∗

a 7→ <a, •>1 : A1 → K

b 7→ <a, b>1

Proposición 4.11:

La aplicación ϕ es inyectiva.

Demostración: Sean a, b en A1 tales que ϕ(a) = ϕ(b), entonces <a, •>1=<b, •>1.

Sea c ∈ A1 cualquiera, entonces

<a, c>1=<b, c>1 ⇒ <a, c>1 − <a, c>1= 0 ⇒ <a− b, c>1= 0

Como <,> es no degenerada, se tiene a− b = 0 y por tanto a = b. Por lo que ϕ

es inyectiva. ✷

Vamos a definir (A1)′ = ϕ(A1) como la imagen del funcional ϕ y vamos a restringir

h t a nuestra definición, es decir con la identificación de A1 con (A1)′. Aśı,

h t : A
1 ∼= (A1)′ → (A1)′ ∼= A1
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Notemos que h t está bien definida, pues h t((A
1)′) ⊆ (A1)′. En efecto, si β ∈

h t((A
1)′) ⇒ ∃ α ∈ (A1)′ = ϕ(A1) tal que h t(α) = β ⇒ ∃ c ∈ A1 tal que

ϕ(c) = α ∧ h t(α) = β. Como hc ∈ A1, tenemos ϕ (hc) = h t (ϕ(c)) = h t (α) = β.

Y conclúımos que β ∈ (A1)′ = ϕ(A1).

Nuestra definición de h t ahora es: h t : A1 → A1, definida por a 7→ h t(a), y

determinada como sigue, para cada b ∈ A1,

<h t(a), b>1 = <a, h(b)>1

Proposición 4.12:

La traspuesta h t es un endomorfismo.

Demostración: Sean a, b, c en A1 y k ∈ K. Luego,

<h t(ka+ b), c>1 = <ka+ b, hc>1

= k <a, hc>1 + <b, hc>1

= k <h t(a), c>1 + <h t(b), c>1

= <kh t(a) + h t(b), c>1

Aśı, h t(ka+ b) = kh t(a) + h t(b). Por lo tanto h t ∈ End(A1). ✷

Con la proposición anterior, podemos extender h t a ht
(q) ∈ End(Ap) como:

ht
(q)(a1 · . . . · ap)

=







0 , si p < q
∑

σ∈sh(q,p−q)

sgn(σ) h taσ(1) · . . . · h taσ(q) · aσ(q+1) · . . . · aσ(p) , si 0 ≤ q < p

Observación 4.13: Si A1 es un espacio vectorial de dimensión finita, la traspues-

ta h t puede definirse de manera expĺıcita de la siguiente manera. Sea {ω1, . . . , ωn}

una base ordenada de A1.

Si p > n, entonces Ap = 0. También ωj · ωj = 0 debido a |ωj| = 1. Y para

cualquier ωj ∈ A1, j = 1, . . . , n, tenemos hωj ∈ A1, aśı hωj =

n∑

i=1

hjiω
i, donde
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hji ∈ K.

Se define h t : A
1 → A1 la traspuesta de h, como h tω

j =
n∑

i=1

hijω
i. Al considerar

(A, d, ·) una dga definida como antes y asumiendo que A1 es de dimensión finita,

decimos que A es de tipo finito. ⋆

Proposición 4.14:

h(0) y ht
(0) son adjuntos con respecto a la métrica de A1 y si h(1) y ht

(1) son

adjuntos, entonces h(q) y ht
(q) también lo son para cada q = 2, 3, . . . , n con respecto

a la métrica de A.

Demostración: Sea a, b en A. Si q = 0, tenemos h(0) = ht
(0) = idA y

<a, h(0)b> = <a, b> = <ht
(0)a, b>

Entonces h(0) y ht
(0) son adjuntos.

Supongamos que h(1) y ht
(1) son adjuntos. Demostraremos lo pedido usando in-

ducción sobre q y el hecho que h(q) puede escribirse recursivamente para cualquier

endomorfismo h, ver lema 4.3. Sean a, b en A,

<a, h(q)b> = <a,
1

q

q−1
∑

k=0

(−1)q+k−1
(
hq−k

)(1)
h(k)b>

=
1

q

q−1
∑

k=0

(−1)q+k−1 <a,
(
hq−k

)(1)
h(k)b>

=
1

q

q−1∑

k=0

(−1)q+k−1 <
(
hq−k

)(1)

t
a, h(k)b>

=
1

q

q−1
∑

k=0

(−1)q+k−1 <ht
(k)
(
hq−k

)(1)

t
a, b>

=
1

q

q−1
∑

k=0

(−1)q+k−1 <
((
hq−k

)(1)
h(k)
)

t
a, b>

= <
1

q

q−1
∑

k=0

(−1)q+k−1
((
hq−k

)(1)
h(k)
)

t
a, b>

= <

(

1

q

q−1
∑

k=0

(−1)q+k−1
(
hq−k

)(1)
h(k)

)

t

a, b>

= <ht
(q), b>
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Entonces h(q) y ht
(q) son adjuntos. ✷

Observación 4.15: En el art́ıculo de Eiseman y Stone [20], se define <α, β>=∫

M

α ∧ ∗β, donde α, β en Ωp(M), p−formas diferenciables sobre una variedad

Riemanniana compacta M , y ∗ es el operador de Hodge. Con esta definición de

métrica, se puede probar que h(1) y ht
(1) son adjuntos. ⋆

Proposición 4.16:

Si h(1) y ht
(1) son adjuntos, entonces el adjunto de dh es δh = δht

(1) − ht
(1)δ.

Demostración: Sean a ∈ Ap y b ∈ Ap−1.

<a, dhb> = <a, h(1)db− dh(1)b>

= <a, h(1)db> − <a, dh(1)b>

= <ht
(1)a, db> − <δa, h(1)b>

= <δht
(1)a, b> − <ht

(1)δa, b>

= <δht
(1)a− ht

(1)δa, b>

= <δha, b>

Por lo tanto dh y δh son adjuntos. ✷

El operador δh es llamado h−codiferencial.

Corolario 4.17:

Si h(1) y ht
(1) son adjuntos y h = idA1, entonces δh = δ.

Demostración: Tenemos que si h = idA1 , entonces h t = idA1. Sean a, b en A, tal

que |a| = p y |b| = p+ 1. Recordemos que

ht
(1)(a1 · . . . · ap) =

∑

σ∈sh(1,p−1)

sgn(σ)h taσ(1) · aσ(2) · . . . · aσ(p)

=
∑

σ∈sh(1,p−1)

sgn(σ)aσ(1) · . . . · aσ(p)

= p (a1 · . . . · ap)

De lo anterior y por la linealidad de ht
(q) para cada q entero no negativo, tenemos
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que para todo a ∈ Ap se tiene que ht
(1)a = pa. Luego ht

(1)b = (p+ 1)b. Aśı,

<a, δhb> = <a, δht
(1)b− ht

(1)δb>

= <a, δht
(1)b> − <a, ht

(1)δb>

= <da, ht
(1)b> − <ht

(1)a, δb>

= <da, (p+ 1)b> − <pa, δb>

= (p+ 1) <da, b> −p <a, δb>

= (p+ 1) <a, δb> −p <a, δb>

= <a, δb>

Por lo tanto δh = δ. ✷

Supongamos ahora que h ∈ End(A1) con Jh, hK = 0, y que h(1) y ht
(1) adjuntos.

Generalizamos el clásico operador de Laplace-Beltrami a �dh : A → A, definido

por �dh = dhδh + δhdh y lo llamamos h−Laplaciano.

Definición 4.18:

Para cualquier h ∈ End(A1), los elementos del espacio

Hh = ker�dh := {a ∈ A | �dh(a) = 0} = ker(dh) ∩ ker(δh)

son llamados h−armónicos. De igual forma img dh := dhA e img δh := δhA son

llamados subespacios h−exactos y h−coexactos, respectivamente.

Notemos que h−exactos y h−coexactos son ortogonales cuando Jh, hK = 0, pues

para α, β en Ap, <dhα, δhβ >=<dh ◦ dhα, β >=< (Jh, hKd+ dJh, hK)α, β >= 0.

Además Hh es ortogonal con h−exactos y h−coexactos. En efecto, dado que si

α ∈ Hh = ker(dh) ∩ ker(δh), ver observación 3.7, se tiene

<α, δhβ + dhγ> = <α, δhβ> + <α, dhγ> = <dhα, β> + <δhα, β> = 0

Es decir, tenemos la siguiente descomposición de Hodge

A = Hh ⊕ img dh ⊕ img δh

Además, existe, por el teorema de Zhou-Merkulov, una estructura de A∞−álgebra
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sobre Hh
∼= H(A, dh) con multiplicaciones de orden superior m1 = dh, m2 = ◦ y

mn = (idHh
− [dh, Gdhδh])λn = πλn para n ≥ 3.

4.3 h−A∞−Álgebra en Geometŕıa

En esta sección queremos mostrar nuestros resultados principales.

Sean (A, d, ·) y (A, dh, ·) dos dga’s definidas como antes, y consideremos H(A, d) ∼=

H y H(A, dh) ∼= Hh sus respectivos complejos de cohomoloǵıa. Si {mn}n≥1 y

{µn}n≥1 son las multiplicaciones de orden superior de H y Hh, respectivamente.

Entonces
(
H, {mn}n≥1

)
y
(
Hh, {µn}n≥1

)
son A∞−álgebras.

Sea h̃ : (A, d, ·) → (A, dh, ·) una función lineal de grado 0, definida por

h̃ : (A, d, ·) → (A, dh, ·)

a 7→ h̃(a) = h|a|(a)

Por la linealidad será suficiente asumir que a = a1 · . . . · ap con ai de grado 1 para

cada i, aśı h̃(a1 · . . . · ap) = h(p)(a1 · . . . · ap) = ha1 · . . . · hap.

Lema 4.19:

La función lineal h̃ : (A, d, ·) → (A, dh, ·) es un morfismo de álgebras diferenciales

graduadas si Jh, hK = 0.

Demostración: Para que h̃ sea un morfismo de dga, debemos mostrar que para

cada a, b en A se tiene h̃(a·b) = h̃(a)·h̃(b); para una identidad 1A ∈ A, h̃(1A) = 1A;

y, h̃d(a) = dhh̃(a) para todo a ∈ A.

Por la linealidad de h es suficiente considerar a, b en A con a = a1 · . . . · ap y

b = b1·. . .·bq. Aśı, h̃(a·b) = h(p+q)(a1 ·. . .·ap·b1 ·. . .·bq) = ha1 ·. . .·hap ·hb1·. . .·hbp =

h(p)(a1 · . . . · ap) · h
(q)(b1 · . . . · bq) = h̃(a) · h̃(b).

Sea 1A ∈ A0 una identidad de (A, ·), aśı h̃(1A) = h(0)(1A) = idA(1A) = 1A.

Notamos que si |a| = 0, entonces dhh̃(a) = dh(a) = h(1)d(a) − dh(1)(a) =

h(1)d(a) = h̃d(a).

Ahora, si 1 ≤ |a|, podemos proseguir por inducción sobre |a|. El caso |a| = 1 sigue
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directamente que Jh, hK = 0, ya que dhh
(1) = h(2)d−dh(2) y como |a| < 2, tenemos

h(2)d(a) = 0 and h(2)d(a) = dhh
(1)(a). Además h̃d(a) = dhh̃(a). Supongamos que

la proposición es verdadera para cada a ∈ Ap−1. Sea a = a1 · . . . · ap ∈ Ap,

h̃d(a1 · . . . · ap) = h(p+1)d (a1 · . . . · ap)

= h(p+1) (d (a1 · . . . · ap−1) · ap)

+(−1)p−1h(p+1) (a1 · . . . · ap−1 · dap)

= h(p)d (a1 · . . . · ap−1) · h
(1) (ap)

+(−1)p−1h(p−1) (a1 · . . . · ap−1) · h
(2)dap

= dhh
(p−1) (a1 · . . . · ap−1) · h

(1) (ap)

+(−1)p−1h(p−1) (a1 · . . . · ap−1) · dhh
(1) (ap)

= dh
(
h(p−1) (a1 · . . . · ap−1) · h

(1) (ap)
)

= dh
(
h(p) (a1 · . . . · ap)

)

= dhh̃(a)

Por lo tanto, h̃ : (A, d, ·) → (A, dh, ·) es un morfismo álgebras diferenciales gra-

duadas. ✷

Lema 4.20:

Si existe h−1, entonces existe h̃−1 tal que h̃h̃−1 = idA = h̃−1h̃.

Demostración: Note que h−1 es una función lineal graduada tal que

h ◦ h−1 = idA1 = h−1 ◦ h

Sea h̃−1 : A → A la función graduada definida por h̃−1(a) =
(
h−1
)(|a|)

(a) para

cada a ∈ A. Puesto que h−1 en una función lineal, el endomorfismo inducido
(
h−1
)(p)

para cualquier entero no negativo p, es una función lineal graduada.

Ahora, consideremos a = a1 · . . . · ap ∈ Ap,

h̃ ◦ h̃−1(a1 · . . . · ap) = h̃
((
h−1
)(p)

(a1 · . . . · ap)
)

= h(p)
(
h−1a1 · . . . · h

−1ap
)

= h h−1a1 · . . . · hh
−1ap

= a1 · . . . · ap
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Por otro lado,

h̃−1h̃(a1 · . . . · ap) = h̃−1h(p)(a1 · . . . · ap)

=
(
h−1
)(p)

(ha1 · . . . · hap)

= h−1 ha1 · . . . · h
−1 hap

= a1 · . . . · ap

Aśı, existe h̃−1. ✷

Los siguientes resultados nos dicen que a partir de las mismas álgebras gradua-

das, pero no del mismo diferencial, es posible construir estructuras A∞−cuasi-

isomorfas en sus respectivos complejos de cohomoloǵıa. Por lo tanto, si M es

una variedad Riemanniana sin frontera, compacta, orientable y de dimensión n,

la cohomoloǵıa de De Rham asociada a los espacios de k−formas (Ω(M), d,∧),

donde d y ∧ son una derivada exterior y un producto exterior, respectivamente;

y la cohomoloǵıa asociada a (Ω(M), dh,∧) son estructuras A∞−cuasi-isomorfas.

Teorema 4.21:

Sea h : A1 → A1 una función lineal tal que existe h−1 y Jh, hK = 0; entonces

existe un cuasi-isomorfismo de dga’s, h̃ : (A, d, ·) → (A, dh, ·). Además, h̃ induce

un cuasi-isomorfismo de A∞−álgebra entre
(
H, {mn}n≥1

)
y
(
Hh, {µn}n≥1

)
.

Demostración: Consideremos h̃ : (A, d, ·) → (A, dh, ·) definido por h̃(a) = h(|a|)(a)

para cada a ∈ A. Por los lemas 4.19 y 4.20, h̃ es un morfismo de dga’s con inversa

h̃−1. Puesto que h̃ es una equivalencia de cocadenas yH(h̃) : H(A, d) → H(A, dh),

conclúımos que [a] 7→ [h̃(a)] es un isomorfismo, ver teorema 1.21 . Por lo tanto h̃

es un cuasi-isomorfismo.

Puesto que H ∼= H(A, d) y Hh
∼= H(A, dh), transportamos la A∞−estructura

de H(A, d) y de H(A, dh) a H y Hh. Sean
(
H, {mn}n≥1

)
y
(
Hh, {µn}n≥1

)
las

estructuras deA∞−álgebras obtenidas mediante el teorema de Zhou-Merkulov.

Sea f : H → Hh un A∞−morfismo definido por f = {fi}i≥1 con |fi| = 1 − i,

donde fi =

{

H(h̃) si i = 1

0 si i 6= 1
. Note que |H(h̃)| = 0 y para cada n ≥ 1 las
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identidades MI(n), ver definición 2.3, se transforman en:

H(h̃) ◦mn = µn ◦H(h̃)⊗ . . .⊗H(h̃)
︸ ︷︷ ︸

n veces

.

El A∞−morfismo f es un cuasi-isomorfismo. En efecto, f1 = H(h̃) es un cuasi-

isomorfismo entre H(A, d) ∼= (H, m1) = (H, d) y H(A, dh) ∼= (Hh, µ1) = (Hh, dh),

pues para cada a ∈ H tenemos h̃(a) ∈ Hh y viceversa. Aśı, si a ∈ H con |a| = p,

entonces da = 0 y dhh̃(a) = dhh
(p)(a) = h(p+1)da = 0 por lo que h̃(a) ∈ Hh. Con-

trariamente, si h̃(a) ∈ Hh con |h̃(a)| = |a| = p, entonces h(p+1)da = dhh̃(a) = 0,

y da ∈ ker h(p+1) ⊂ ker h̃ = {0}, porque h̃ es invertible, aśı da = 0 y a ∈ H. ✷

El siguiente resultado no requiere de la invertibilidad de la función lineal h̃, pero

śı que H sea de tipo finito, es decir una subálgebra graduada de A es de tipo

finito.

Teorema 4.22:

Sea h : A1 → A1 un endomorfismo tal que el morfismo h̃ es una equivalencia

de cocadenas y suponga además H de tipo finito y Jh, hK = 0. Entonces existe

un cuasi-isomorfismo de dga’s h : (A, d, ·) → (A, dh, ·). Además, h̃ induce un

cuasi-isomorfismo de A∞−álgebra entre
(
H, {mn}n≥1

)
y
(
Hh, {µn}n≥1

)
.

Demostración: Consideremos h̃ : (A, d, ·) → (A, dh, ·) definida por h̃(a) = h(|a|)(a)

para cada a ∈ A. Por el lema 4.19 y el hecho que h̃ es una equivalencia de coca-

denas, tenemos que H(h̃) : H(A, d) → H(A, dh), [a] 7→ [h̃(a)] es un isomorfismo,

ver 1.21. Por lo tanto h̃ es un cuasi-isomorfismo.

Puesto que H ∼= H(A, d) y Hh
∼= H(A, dh), transportamos la A∞−estructura

de H(A, d) y de H(A, dh) a H y Hh. Sean
(
H, {mn}n≥1

)
y
(
Hh, {µn}n≥1

)
las

estructuras de A∞−álgebras obtenidas mediante el teorema de Zhou-Merkulov.

Sea f : H → Hh un A∞−morfismo definido por f = {fi}i≥1 con |fi| = 1 − i,

donde fi =

{

H(h̃) si i = 1

0 si i 6= 1
. Note que |H(h̃)| = 0 y para cada n ≥ 1 las

identidades MI(n) son:

H(h̃) ◦mn = µn ◦H(h̃)⊗ . . .⊗H(h̃)
︸ ︷︷ ︸

n veces

.
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El A∞−morfismo f es un cuasi-isomorfismo. En efecto, f1 = H(h̃) es un cuasi-

isomorfismo entre H(A, d) ∼= (H, m1) = (H, d) y H(A, dh) ∼= (Hh, µ1) = (Hh, dh).

Note que podemos identificar H(h̃) con h̃ cuando consideramos H ∼= H(A, d) y

Hh
∼= H(A, dh).

Nosotros no sólo probaremos el hecho que h̃ : (H, d) → (Hh, dh) es un quasi-

isomorfismo, sino que es un isomorfismo. Porque: para cualquier a ∈ H, dhh̃(a) =

h̃da = h̃(0) = 0 y h̃(a) ∈ Hh; para cada a, b ∈ H, h̃(a · b) ∈ Hh, en efec-

to dh

(

h̃(a · b)
)

= dh

(

h̃(a) · h̃(b)
)

= dhh̃(a) · h̃(b) + (−1)|h̃(a)|h̃(a) · dhh̃(b) =

0 · h̃(b) + (−1)|h̃(a)|h̃(a) · 0 = 0; puesto que ker h̃|H = {0}, la función lineal h es

inyectiva; como H es de tipo finito, entonces Hh también lo es. Aśı h̃ es sobre-

yectiva y por lo tanto un isomorfismo. ✷

La demostración de los siguientes corolarios es inmediata.

Corolario 4.23:

Sea h : A1 → A1 un endomorfismo tal que el morfismo h̃ es una equivalencia

de cocadenas y suponga además A1 de dimensión finita y Jh, hK = 0. Entonces

existe un cuasi-isomorfismo de dga’s h : (A, d, ·) → (A, dh, ·). Además, h̃ induce

un cuasi-isomorfismo de A∞−álgebra entre
(
H, {mn}n≥1

)
y
(
Hh, {µn}n≥1

)
.

Corolario 4.24:

Sea M una variedad compacta diferenciable de dimensión n, considere el espacio

de las k−formas diferenciables, Ω∗(M) =
n⊕

k=0

Ωk(M) con diferencial d y producto

∧, derivada exterior y producto exterior, respectivamente. Sea además

h : Ω1(M) → Ω1(M)

un endomorfismo tal que el morfismo h̃ es una equivalencia de cocadenas y Jh, hK =

0. Entonces existe un cuasi-isomorfismo de dga’s h : (Ω∗(M), d,∧) → (Ω∗(M), dh,∧).

Además, h̃ induce un cuasi-isomorfismo de A∞−álgebra entre
(
HdR(M), {mn}n≥1

)

y
(
Hh, {µn}n≥1

)
, donde HdR(M) es la cohomoloǵıa de De Rham.

Demostración: Dado que M es una variedad compacta, ver [25, pág. 226] , en-

tonces HdR(M) es de tipo finito, por lo que se obtiene el resultado. ✷
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