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Introduction

En este trabajo presentamos algunas contribuciones a la comprensién de la dinamica de
ciertos subshifts del mundo lexicografico y su aplicaciéon al estudio de las bifurcaciones

de la familia genérica cuadratica de aplicaciones de tipo Lorenz lexicograficos.

Consideramos ¥y = {6 : N — {0,1}} y T': [0, 5] U [3,1] — [0, 1] definido por T'(z) = 3z
sizel0,5]yT(x)=3(—z+1)sizel[21]

Sea Ar = ﬂ;’;o T ([O, %] U [%, 1]) el conjunto maximal invariante asociado a 7' en
0,2] U [, 1]. Para cada 2 € Ay podemos definir su itenerario por Ir(z) : N — {0, 1},
Ir(z)(j) =i < T'(x) € I;, donde Iy = [0, 3] y I; = [3,1]. La aplicacién z — Ip(x) es

una biyeccién de Ar en X5 y sirve para definir:

- Una topologfa 77 en ¥y por U C % es abierto si y sdlo si I.'(U) C Arp es abierto.

- Un orden en X, por 0 <rp 8 < I;'(0) < I7'(B) en Arp.

En ¥, consideramos el shift o : Y9 — Y5 definido por o(8)(i) = 0,41, estoes 0(0y, 01,65, ...) =

(01,05, ...). Resulta ser que Iy : Ap — Yo es una conjugacioén topologica entre T'|5,. :

AT%ATyUZEQ%ZQ (eStOGSO'OIT:]TOT|AT).

Una sucesién a € Yp(b € X9) se dice minimal (maximal) para o en el orden lexicografico
si ocurre que a < o'(a)(o?(b) < b) para cada i € Nj.
Si descomponemos Yy = Yo U X, X; = {0 € X9;0 = (i,01,65,...)},i = 0,1, en-
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tonces denotaremos por Ming = {a € 3y;a es minimal y a € ¥y} el conjunto de suce-
siones minimales de Yy que estdn en Y. De manera similar definimos Mazy = {b €

Yo;b es maximal y b € ¥, }.

Para cada a € Mingy,a # 0 se define b(a) = sup{o’(a);i € No}. Es facil verificar que

b(a) es maximal.

Dados a € Xy, 5 € ¥; se define X[a, ] = ﬂa’j([a,ﬁ]) = {0 € [o,B;a < d/(0) <
=0

B,Vj € N} = conjunto maximal invariante para o en el intervalo [, f].

Como senalado en [18] podemos considerar las tres funciones ¢, 1, x : ¥g — 3, definido
por:
p(a) = inf{f € ¥y; X[, f] # 0}
(o) =1inf{f € ¥y; X|a, 8] contiene infinitos elementos}
(

x(a) = inf{f € ¥1; ¥[a, 5] es no numerable}.

Es claro que X[a, 5] es no vacio para § > p(«); tiene infinitos elementos si f > ¥(«)
y es un subshift con dindmica no trivial si § > y(«). También, siguiendo a [18]; si
(o) < B < x(a), entonces hyop(0|sa,5) = entropia topoldgica de la restriccion de o a

Yla, Bl =0y si x(a) < 3, entonces hiop(0|sja,g) > 0

En una parte de nuestro trabajo se hace necesario calcular de manera explicita el valor
de x(a) para una sucesién minimal a € A (ver capitulo 1 para la definicién de AY)
y esto es nuestro lema 1.0.10. En particular, se tiene que si a € AL y b = b(a) =

sup{o’(a);i € Ny} entonces hiop(o|siay) = 0 (observacién 2.0.16 parte 2)).

Asociada con a € Miny podemos definir el conjunto X[a] = {d € Maxy; X[a,d] # 0}
y el mundo lexicografico como LW = {(a,d) € Miny x Mazs;{a,d} C X[a,d]}. En
particular, para todo (a,d) € LW, se cumple que si a(d) = min{c*(d);i € Ny}, entonces
a < a(d) < b(a) < d. Asociado con a € Ming N Per(o)y d € Mazy, N Per(o),d # 1,

tales que (a,d) € LW podemos definir la (a, d)—gorgona AX(a,d) (ver capitulo 1) que



es un conjunto de sucesiones periodicas en Min, que se definen a partir de a y d.

Un resultado principal de este trabajo es el siguiente: Ya € AZ(a,d) se cumple que

Piop(O|5(ab(a)]) = Ptop(O|s[a,q). En general, para cada o € AZ(a, d) ocurre que Xfa, d] C
Y[a, b(a)]; lo interesante es que no aumenta la entropia de o al considerar su reestriccion
a [a, b(a)]. De hecho, el conjunto AZ(a,d) tiene una cantidad no enumerable de fines
a € Miny y para cada uno de ellos ocurre que hiop(0|sab(a)]) = Ptop(T|s[e,q) (esto se

obtiene del teorema A y de la continuidad de la entropia probada en [18]).

Llamaremos a la estructura (X, o, 70, <7) espacio lexicografico. Este espacio modela

bastante bien a la familia genérica cuadrética F{,,) : R\ {0} — R definido por

v—2x2 ,2<0
Fu () = )
—pu+x° x>0

Entretanto, el trasvasije de los resultados para el espacio lexicografico a la familia
genérica cuadratica no es trivial y esto es normal que asi sea ya que el espacio lexi-
cografico es un espacio topolégico completamente disconexo, cerrado y perfecto. De
hecho Labarca y Moreira en [19], hacen una descripcién razonable de la teoria de bi-
furcaciones asociada a la familia cuadratica genérica usando como parametros las suce-

siones (a,b) € LW. Pero ahora, por ejemplo, no es claro que la aplicacién (u,v) —

htop(F(u,,,)]A(#ﬁy)) donde A,y = m F(;{V)([—u, v]) sea continua.
j=0

Mucho menos atin es claro que el conjunto {(, ), hiop(F(uv)la,,,,) = 0} sea conexo
o arcoconexo. A este respecto, senalamos que J. Milnor coloco en el trabajo [11],
el problema de determinar si las isentropas de una categoria dada de aplicaciones es
conexa o no. En esa direccién y en el trabajo [29], el mismo Milnor junto a Charles
Tresser prueban que las isentropas de las aplicaciones polinomiales ciibicas son conexas.
Para ello utilizan parametrizaciones apropiadas de este espacio polinomial y el hecho

de que en el espacio considerado la funcién entropia topoldgica es continua. De hecho



y en esta direccion, Henk Bruin y Sebastian Van Strein [6] han probado recientemente
que las isentropas, para polinomios reales de grado b + 1 con b— maximos o minimos,
no degenerados, contenidos en el interior del intervalo I y que satisfacen f(01) C 0I;

son conexas. La demostracion, en ambos casos, no es elemental.

A nosotros nos gustarfa probar que el conjunto Hy = {(t, v); hiop(Flyn))la,,, = 0}
es conexo o, mejor aun, arco-conexo (ya que en este caso es conexo). En este sen-

tido nuestro segundo resultado principal. A saber: Sea a € AL y b = b(a), se tiene

htop(‘7|2[a—l_>7b+g]) = log(2).

per(a)

Aqui si a = O0ajas...a,l,b = b(a) = 1byby ... 0,0 entonces a_ = Oajay...ar0 y by =
1b1b2 C bkl y CL_l_) = Oalag ce ak01b1b2 C ka, b+g = 1b1b2 ce bkloalag c akl. Este

resultado nos entrega el célculo de la entropia topoldgica del subshift

OlSia_bpial @ Bla—b,bra] — X[a_b,bia] en funcién del periodo de a. Por ejemplo si

0001, a_b = 00001000, bya = 10010001 y hiop(c|si00001000,10010001]) = 5 10g(2).

Este resultado, y la verificacion de que el resultado anunciado en [19] como seccion
4.3 esta correcto, tienen como consecuencia que Hy es arcoconexo. En efecto, el ra-
zonamiento que sigue a la proposicion 3.1.2 dirfa que la interseccion de las regiones
encajonadas

B(ai, (i) Bs, Bi, (Bi) +- ) serfa un conjunto de entropia cero que puede conectarse con el
cuadrado [0, 1] x [0, 1] por un camino continuo que se va construyendo por los conjuntos
Cr(au, (Bi)40as) U Ca(ay, Bi) U Cs((w)-Bi, Bi). Resta pués, para tener una demostracion
simple de la conexidad de la isentropa para la familia cuadratica senalada, probar que

lo anunciado en [19] seccién 4.3 es cierto para cada a € Ming N Per(o).

Esta tesis esta escrita en espanol e inglés. En inglés aquellas partes que ya forman un
trabajo que ha sido sometido a publicacién (con el teorema A y corolarios) y en espanol
aquellos resultados de reciente demostracion y que vendrian a constituir trabajos que

seran sometidos a publicacion.



Chapter 1

Preliminaries

It is well known that one of the purposes of the topological theory of Dynamical Systems
is to find universal models describing the topological dynamics of a large class of systems

(see for instance [3], [8], [30]).

One of these universal models is the shift on n-symbols (3,,d, o) where %, is the
set of sequences {0 : Ny — {0,1,2,...,n — 1}} endowed with certain metric, d, and
oY, — %, is the shift map defined by (0(0))(i) = 6(i + 1). This model has been
introduced to model one dimensional dynamics, by Metropolis, Stein, Stein at [27] and
28] (actually, for n = 2 with a different (said “naive”) presentation) and eventually
stated formally by J. Milnor and W. Thurston at [29], where the notion of a signed

order in the shift space (3, d, o) was also defined.

In fact, several signed orders can be defined in ¥, in a different way. Let us doing this

here. Let 0 = 2y < 21 < x9 < ... < Z3,-1 = 1 be 2n points in the unit interval [0, 1]. Let

n—1

I; = [x9j, w9j41) for j =10,1,2,...,n—1; and T : UI]- — [0, 1] be a map such that its
=0

restriction to [ is linear and onto [0, 1], for any j =0, 1,...,n—1. The restriction of the

map T to any interval I; can be either orientation preserving or orientation reversing.



n—1
Hence, we may define 2" piecewise linear maps T : U I; — [0, 1] as before.
=0

For example for n = 2 we have the following applications:

Tl T2 T3 T4

Let Lin(n) denote the set formed by these 2" maps. Associated to any T' € Lin(n) we

n—1

have its maximal invariant set Ar = {x € U I; T (z U for all ¢ € N}. In this
§=0
set, we consider the induced topology by the euclidean topology of the interval [0, 1].

It is not hard to see that the set Ap is bijective to ¥,. In fact, the itinerary map
7 Ar — X, defined by Ir(z)(i) = j if and only if T%(x) € I; is bijective. Its inverse
map I71 : 8, — Ag is given by I71(8) = I, N T~ (Is,) N T~2(I,) N. ﬂ T(I,,),

where, from now and on, we denote 0 = (6y6,05 . ..). Hence, by using the leeCtIVG map

Iy : A — 3, we can induce in X,,:

(a) A topology 77 : U C X, is open if and only if I.'(U) C Ar is open, and

(b) An order § < 8 in X, if and only if I.(0) < I'(3) in A

Let us denote by %, (T") the ordered, compact topological space (X,,7r, <7). In this

way, we have introduced 2™ of these ordered compact metric spaces.

These models has been extensively used to obtain a great amount of information about
maps defined in an interval (see for instances [3, 8, 14, 16, 17, 18, 19, 26]); vector fields
on three dimensional manifolds (see for instance [5, 10, 13, 15, 21, 22, 32]) among other

kinds of dynamical systems.



In the special case of one dimensional dynamics, the shift of two symbols may be used
to study increasing (decreasing) map with one discontinuity like the Lorenz maps, uni-
modal maps like the quadratic family or increasing-decreasing (decreasing-increasing)
maps with one discontinuity. Namely, for n = 2 the ordered metric compact space
(39, 77, <7) corresponding to the increasing-increasing map T is known as the lexico-
graphical space which generates the lexicographical world (see for instance [16, 17, 18,

19, ?, 24]) which is denoted LW.

In the present work we will deal with the lexicographical world. That is, here we consider

the set 5 with the topology endowed by the distance

2’i
=0
where
= 0 , O = 6’5
d(ai ) 6@) -
1 , O # 6’5

It is not hard to see that in this case the topology 71 coincides with the topology 74,

defined by the metric d (here T is the increasing-increasing map).

Let o : X9 — ¥y be the shift map o(6y,0,,05,...) = (01,05,...). Let ¥y and ¥,
denote the sets {0 € 3y ; 0y = 0}and {0 € %5 ; 6 = 1} respectively. It is clear that
Yo =2 U,

In X5 we consider the lexicographical order: 6 < a for anyf € Ypanda € ¥y or 6 <

« if there is n € Nsuch that 6; = a; fore=0,1,2,... ,n—1andf, =0 and a,,, = 1.
It ia not hard to see that this order correspond to <p, for T the increasing-increasing

map.

For a <b in ¥y let [a,b] denote the interval {6 € ¥5]a <0 <b}. X[a,b]will denote
the set (N, 0 "([a,b]).



Let a denote the finite string a = apay...a, and a be the infinite sequence a =

apay . . .a,. For example, if a = 0011 then ¢ = 0011 = 00110011001100110011 .. ..

Let Maxy = {0 € $5;0%(0) < 0,Vi € NU{0}} and Miny = {a € Y95 < 0'(),Vi €
N U {0}} denotes the sets of mazimal and minimal sequences in the lexicographical

order.

Definition 1.0.1. The set LW = {(a,b) € Miny x Maxy ;{a,b} C X]a,b]} will be

called the lexicographical world.

Definition 1.0.2. 1. Ifa € Miny, a # 0 then b(a) = sup{c'(a); i € N} € Mazx,

2. If d € Maxs, d # 1 then a(d) = inf{c'(d); i € N} € Min,.

Example: If a = 001 € Miny, then b(a) = 100
If d =110 € Mazx,, then a(d) = 011.

Definition 1.0.3. 1. If a = 0ajay . ..a,_11 then a_ = Oaqas . . . a,_10
2. lfb :Zlblbg...bn_lo th@ﬂ,b+ ::1b1b2...bn_11.

Definition 1.0.4. If a1, ay are two sequences then we define m(ay, az) by m(ai,as) =

a1as.

For instance for a; = 001 and ay = 01 we have m(ay, az) = 00101.

Definition 1.0.5. We can define map p, 1, x : 2o —> 31 by :

p(a) = inf{b € Xy : Xa, b] # O}
¥(a) =inf{b € X, : X]a,b] contains co-elements} and
x(a) =inf{b € X : Xla,b] is uncountable}

For example ¢(0) = ¢(0) = x(0) = 10; ¢ (01) = x(01) = 1

Theorem 1.0.6. [18] The function x : ¥g — ¥ satisfies the following:



1. For a < 001, we have x(a) = oTyp 0 x 0 T5n (a)
2. For 001 < a < 00110, we have x(a) = 1Ty1,10 © x © Tg; 10(0(a))

3. For 00110 < a <01, we have x(a) = 11

4. For 01 < a <01, we have x(a) = Tro,1 0 x o T} (1a)

Where T, ,, is the renormalization function and 7T} is the inverse of the renormalization

function.
Theorem 1.0.7. ([18]) The set{(a,b) € 3o x> : the topological entropy of the function
(o | X[a,b]) : Xla,b] — Xla,b] is zero } is equal the set {(a,b) € g x 31 : b < x(a)}

Definition 1.0.8. Sea Ay = {0"1,01™; n,m € N}

Sea Ay = {m(ay1,as),a1 < as sucesiones consecutivas en Ag} U Ag y
Ani1 = {m(a1,a2); a1 < ay sucesiones consecutivas en Ap} U A,

Ao =1{...,00001, 0001, 00,01,011,0111, 01111, ...}

Ay ={...,0001,0001001, 001, 00101, 01, 01011, 011, 0110111, 0111,....}

oo

Ay =1{...,001,00100101, 00101, 0010101, 01, 0101011, 01011, 01011011, 011, ...}

Sea As = [j A,
n=0

Para a € Ay, sea
Ao(a) = {a_(b(a))™ 'b(a)s , a_b(a)ya™ s n,m € N} Ai(a) = {m(a1,a2);a1 < ag son

sucesiones consecutivas en Ag(a)} U Ao(a)

Apii(a) = {m(a1,a2);a1 < ag € An(a) son sucesiones consecutivas } U A,(a) Y sea

Asc(a) = [ Anla)



Ejemplo:
Sea a =01 € A, entonces

Ap(a) = {...00101011,001011,0011,001101,00110101, ...}

Aj(a) ={...001011,0010110011,0011,0011001101,001101,00110100110101, ...}

Denotamos por A%, = A, y AL = U Auo(a) U A%

a€Ax

Ahora, asociado con cada a € AL, podemos construir

A3(a) = {a_(b(a)™ " (b(a)) , a_ba).a" " s n,m € N}

AQ

2 11(a) = {m(a1, a); a1 < ay son sucesiones consecutivas en Az(a)} U A2 (a)

A2 (a) = A2a) vy A% = | AL(@)UAL

acAl,

o0
Luego, del mismo modo podemos definir AZO“ y AX = U A%
=0

Observation 1.0.9. Ezisten sucesiones minimales a € Miny tal que a ¢ A%.

Por ejemplo a = 00111, = 000111, = 001011011.

Lemma 1.0.10. 1. Para todo a € AZ, ¢ € [a_bya,a] se tiene que x(c) =bya
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2. Para todo a € A se tiene que x(a_b) = bya_b
Proof. La funcién y satisface:

1. Sia < 001; x(a) = 00Ty 0xoTsg(a)
2. Si 001 < a < 001101; x(a) = 1Th,10 © x © Tgy 10(0(a))

3. Si 001101 < a <01; x(a) = 1101

4. Si01 <a<01; x(a) =T10x0 Tfo,l(a)

Primero probaremos el lema para a € Ay
Si a = 01, entonces 001101 < ¢ <01y x(c¢) = 1101 =b,a
Si a = 001, entonces 000101001 < ¢ < 001, asi
15,01 (000101001) < T 0 (c) < T5501 (001)
= 001101 < T, (c) <01
= x(c) = a0 Top o xoT5g(c)
= x(¢) = 00 Ty (1101) = ¢(0101001) = 101001 = b, a
Supongamos que es vdlido para a; = 0,11
Sea a = 0,1, entonces
054110,,-110,1 < ¢ < 0,1
= Tio1 (On110n-110,1) < Tgy(€) < Tggp (0nl)
= 0,10, 210, 11 < TFpi(c) < 0,41
= X(T501(c)) = 10,910, 1 1. Asf
x(e) = ooThpoxoTglc)
= 00Tp01(10,210,,1)
= (010,-5010,_,01)
— 10,.,10,1

Anélogo para a = 01,

Asi el resultado es valido para todo a € Ag

11



Demostremoslo ahora para a € A;

Sia € A; entonces a € Ay 0 a = m(ay,az);a1,as € Ag
Si a € Ay el resultado esta probado.

Entonces supongamos que a = m(ay, as); ar,as € A
Supongamos que a = 00101, entonces
001001010100101 < ¢ < 00101

= T 01 (001001010100101) < 7§, (c) < T, (00101)
= 010111011 < T, (c) < 011

= X(T51(c)) = 111011

x(c) = ooThpoxoTggl(c)
= 0O TO,Ol (111@)
= ¢(01010100101) = 1010100101

Supongamos que es valido para a; = 0,10,,_11.

Sea a = 0,,1110,,1, entonces tenemos que
0p11003110,10,10,110,1 < ¢ < 0,4110,1
Entonces
o <0n+110n+110n10n10n+110n1) < T (e) < Tio, <0n+110n1)
= 0,10,10, 110, 110,10, 11 < Tjo,(c) < 0,10, 41
Asi
X(Ti01(€)) = 10,110, 110,10, 41.
Entonces
x(c) = ooThpoxoTggl(c)

= oy (10n,110n,110n10n,11>

- 0<010n_1010n_1010n010n_101)

— 10,10,10,,4,10,1

La demostracién es andloga para a = 01,,01,,41.

Asi el resultado es valido para todo a € A;.

Supongamoslo vélido para todo a € A,

12



Sia€ Ay, entonces a € A, 0 a = (a1)"ay 0 a = (a1)"az(a)" ay

n—l "2a4(ay)" 2ay, etc. donde a; y

oa = (a))" tay(a1)" tas(ay)" 2az 0 a = (ay)" tas(ay)

a son los periodos de sucesiones consecutivas en Ay

Sia e A, el resultado esta listo.

Sea a = (a;)"*ay

Primero supongamos que a = (001)"*101

Para demostrar el resultado para a primero observemos que

Si ap = (01)"*11 = (01)"011 € A, entonces x(c) = 11(01)"1(01)"**1, donde
(01)"*1011(01)"1(01)""1 < ¢ < (01)" 11

Si a = (001)"*101, entonces (001)""10010(100)"101(001)"*101 < ¢ < (001)"*101
= Ty, ((001)”+10010(100)n101(001)”+101> < Tiou(e) < Tio ((001)n+101)
= (01)**1011(01)"~'011(01)"*'1 < Tg5 g, (c) < (01)"'1)

= (Tgoi(€)) = 11(01)1(01)"+11

Entonces

x(c) = ooTypoxoTyyl(c)
— 0Ty (11(01)"1(01)"“1)
- 0<0101(001)”01(001)”+101)
— 101(001)701(001)"*101

Ahora supongamos que el resultado es valido para (0,,1)""(0,,_11)

Sea a = (0,,411)"*1(0,,1), entonces

(01 )™ 10,51 10,01 (051 1)"00 1 (01 1) 10,01 < € < (O 1)7+10,01

= Tior <0m+11)"+10m+110m1(0m+11)"0m1(om+11)n+10m1) < Ti(e) <

< Tgor ((Oman )™ 10,1)

= (0 1)™20,,10,11(0,31)"0,, 1 1(0,, 1) 10, 11 < T501 () < (0,,1)"10,,, 11)
= (T30 () = 10, 11(0,,1)"0,,_11(0,,1)™+10,,, ;1

Asi
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x(c) = ooTypoxo T5,01(C)
= soTh (10%11(0m1)”0mf11(0m1)”+10m,11)
- a(010m_101(0m01)"0m_101(0m01)"+10m_101)
— 10, 1(0p311)"001 (Oys11)10,01

De manera andloga se prueba si a = (01,,)" 701,41

Ahora supongamos que a = (ay)"as(a1)" tay

Primero supongamos que a = (001)"01(001)"101, asi
(001)701(001)"~100101(001)"~101(001)"~101(001)"01(001)" 101 < ¢ <

< (001)"01(001)*'01

= Ty ((001)"01(001)"*100101(001)"*101(001)"*101(001)"01(001)"*101) <

< T (e) < Ty ((001)%1(001 ”—101)

= (01)"1(01)"~1011(01)"11(01)"~1(01)"1(01)""'1 < Tyoy(c) < (01)"1(01)"~'1)

= (01)"1(01)"011(01)"11(01)""L1(01)"1(01)"'1 < Tgg, () < (01)"~1011(01)"~2011)
= (T () = 11(01)"L1(01)"L1(01)*1(01)" 1

)
)

Entonces
x(c) = ooTypoxoTyyl(c)
= coTho (11(01)"*11(01)"*11(01)"1(01)"*11)

= 0<0101(001)”_101(001)”_101(001)”01(001)”—101)

= 101(001)"~101(001)"~101(001)"01(001)"~101

Inductivamente supongamos que a = (0,,,511)"0,,1(0,,411)"710,,,1, entonces

(0m411)" 01 (00411)" " 00110, 1 (01 1)~ 0,1 (O 1 1) 70,01
(Om-l—ll)noml(om_ﬂl)nfloml <c< (0m+11)n0m1(0m+11)n710m1

Entonces

T501 (01 1) 0L (O 1) 0,110,101 1)" 0,1 (01 1)" 10,1

Ot )"0 1 (O )"0 1) < Tii1(0) < Tir (O )"0l (O 1) 0,1 )
= (0,0 1)"0m—11 (0,0 1) 0,101 1(0, 1) L0111 10, 1) 20,1 1

(0, 1)"0,-11(0,,1)" 710,511 < Ték,m(c) < (0,,1)"0,,-11(0,,1)"710,,, 1 1

Asi
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ogoTppoxo T5,01(C) =

— soTyo <1om_11(om1)n*10m_11(om1)"710m_1(oml)nom_11(0m1)"*10m_11)
- a(010m1(0m+11)”—10m1(0m+11)”—10m1(0m+11)n0m1(0m+11)n—10m1)

— 10,1 (0mer 1) 0,1 (0ps1 1) 10,1 (01 1) 0 (Ops 1 1) 10,1

Andlogo si a = (01,,)"01,,41(01,,)" 101,41 Sucesivamente se prueba para cualquier

a € Apy1. Asi para a € Ay se tiene que si ¢ € [a_bya, a] entonces x(c) = bia.
Probemos el resultado para Aj

Seaaozﬂya:%:m

Asi tenemos que

001011010011 < ¢ < 0011

I/\

= 01011010011 < o(c)
= 11,10 (01011010011) < 7§ 10( ( ) < T51,10 (0110)
= 001101 < T 40(0(c)) < 154001
Entonces
x(c) = 1Tp00x0 T§1,10(U(0))
= 1Tp1,10 (1101)
= 110100110
= 11010011
— (b(0011)), 0011

Sia = (ap)_bo(bg)+ = 001011, entonces

001010110011001011 < ¢ < 001011

Asi
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x(c) = 1To110 0 x © Tgy 10(0(c))
— 1Thy.10(101001)
= 1100110010110
= 110011001011

= bya
Ahora Sea a = (ag)—(bo)"(by)+ = 00(10)"11, entonces,

00(10)"101100(10)*11100(10)"11 < ¢ < 00(10)"11

— 0(10)"101100(10)*'1100(10)"11 < o/(¢) < 0(10)"110

= T (0(10)"101100(10)"*11100(10)"11> < T3 10(0(0)) < Tiio (0(10)"110)
= 0"7210"10" 11 < Tg (o (c)) < 0711

Entonces
x(e) = 1Th100 x © T&,m(a(c))
= 171,10 (10"10"H11)
= 110(01)"10(01)"*110

— 1100(10)"~11100(10)"11

Supongamos que el resultado es valido para (ay)_(b;)™(b1)+, donde a; = 0,_11. De-

mostremoslo para a = (ag)—(by)™ (by)+, donde ay = 0,1, asi tenemos que
0ps1(10,)™10, 10,110,051 (10,)™110,_110,1(10,)™ 10,11 < ¢ < 0,31 (10,,)™10,,_, 1
= Tio <0n+1(10n)m10n10n,l10n+1(10n)m—11on,11on+1(10n)m1on,11) < Tio(e) <

< Tig <0n+1(10n)m10n,11)

= 0,1(0,_11)™10,_110,_110,_510,1(0,r_11)™ 20,110,510, 1 (01 1)™10,,_1 10,51
< Tou(e) < 0,1(0, 11)™10, 110, ,1

x(e) = ooTymoxoTyylc)
= OO0 TO,Ol <1On_210n1(On_l1)m710n_210n1(On_ll)mon_gl)
- a(010n,110n+11(0n1)m—10n,110n+11(on1)mon,11)

= 10,_110,11(0,1)™0,,_110,1411(0,1)™0,,_1 1

y continuamos inductivamente para AZ.

La demostracion de la segunda parte de este lema 1.0.10 es analoga a la de la parte
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1 U

Observation 1.0.11. Si ocurre que d € Maxy es talque d > bia y ¢ € [a_bya,a]
entonces higp(c, d) = higp(o ‘ﬂﬁoa_j([C, d])) >0

Asimismo, si ¢ < a_bya, entonces existe n tal que ¢ < «, = a_bya, < a_bya y
x(c) < xla—bian) = x(on) = (Bp)+an = (byan1)ra-bya, <bra=x(a-bia).

Asi Na_byan,, x(a_byay,)] Cint(Ale, byal) y por lo tanto

hiop(¢, b1a) = higp(0 |ﬂ§‘;oa’j([c, b+@])) > 0.

En particular, si ocurre que bya < d yc < a_bya entonces hyy(c,d) > 0.

De la misma manera podemos verificar que si b < d < bya_b y ¢ < a_b entonces
hiop(c,d) > 0 y para byia_b < d se tiene que hi,p(a_b,d) > 0.

Ya que a_b < a_bia, entonces hiyp(a_b,bra) > 0 para cada a € A%,

Sea a € Yy una sucesiéon minimal periédica y d € ¥; una sucesién maximal periddica
tal que a < a(d) < b(a) < d. Asociada al par (a,d) € Miny X Maxs definimos la
(a,d)—gorgona de la siguiente manera:

Ag(a,d) = {a_d"d, , a_d a™;n,m € Ny}

Anti(a,d) = {m(ai,as),a1 < ay son sucesiones consecutivas en A,(a,d)} U A,(a,d);
n=>0

A% (a,d) = | JAn(a, )

Al(a) = {osz(oz)”b(oz)jL, a_bla) o™ n,m € Ny}

A () ={m(ar,a2);a1 < as € A, (a) son sucesiones consecutivas } U A, (a)

Al()=JAN) y Aled) = |J ALle)uAl(ad)
n=0 acAY, (a,d)
Ahora, para o € Al (a,d) definimos A2(a), A?(a),..., A% (a) como antes y

Ae,d)= ] ALl@UAl(ed).
€Al (a.d)
Y sucesivamente para o € A" (a, d) definimos Al (), AT (a),..., A% (@) ¥

AP ad = |J AL(@)UAL(d).
acAL (a.d)
La (a,d)—gorgona es el conjunto:
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AX(a,d) = | AL (a,d)

Observemos que la (a, d)-gorgona esta formada sélo por érbitas periodicas minimales

(ver [24]).
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Chapter 2

Burbujas de Entropia Constante

Lemma 2.0.12. Para todo a € Ay, hiop(0|siap@)]) =0

Proof. Probaremos que y(a) = b(a)a.
Para a = 01, x(01) = 110 = 1101 = b(a) 4a.
Asumamos que el resultado es valido para a = 0"1 y lo probaremos para a = 0"*'1

Por teorema 1.0.6 tenemos que

x(a) = ooThpioxo Ték,(n (a)
= ooTye ox(0"1)
= 00Ty, (10"110"1)
= 0(010"1'010"01)

= 107101
- b(on+11)+g
Anélogo para a = 01"
Asi b(a) < b(a);a para todo a € Ag, luego hiop(0|siapa)) = 0. O

Lemma 2.0.13. Para todo a € Ayiq, hiop(0|saba)) = 0
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Proof. La demostracién es similar a la del lema 2.0.12, para todo a € A,.1,x(a) =

b(a)+a como b(a) < b(a)ra se obtiene el resultado.

O
Corollary 2.0.14. Para todo a € A, Pop(O|s(aba)) = 0

01 001
ui - = 0010 == (0,1)
! 110
1101
10
57 100
Q)
&>
0
\)
[

Lemma 2.0.15. Para todo a € A y @ € Axs(a) tenemos hiop(0|sab@)) = 0

Proof. La demostraciéon, como en los casos anteriores, consiste en probar que y/(a)

b(a);a para todo a € Ay (a) y del hecho que b(a) < b(a)a

]
Observation 2.0.16.

1. Para todo a € AX y a tal que a_bra < a < a tenemos
que x(a) = b(a)ra = x(a)

2. Para a € AX y b = b(a) = sup{c’(a);i € No} se cumple que b < x(a) y por lo
tanto hiop(0|siap) =0

2.1 Theorem A

Theorem 2.1.1. (Theorem A)

For any a € AZ(a,d) we have that

Piop(0]5(ab(a)]) = Ptop(T]5(ad)-
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An end of the (a,d)—gorgona is a sequence « € Miny such that there is a sequence
() C AZ(a,d) such that lim o, = a. Let us denote by

End(a,d) the set {a € Miny; « is an end of the (a,d)—gorgona}.

Using the continuity of the topological entropy in the lexicographical world (see [18])

we have the following Corollary

Corollary 2.1.2. For any a € End(a,d) we have that

Piop(O]siab(@)) = Ptop(T|s(ad))-

It is clear that the (a,d)-gorgona has a non countable quantity of ends. For instan-
ce, if we define the (period(a) + period(d))- doubling sequence «,, € AX(a,d), as:

ap = bedJraBl = d+@7;an+l = (Qn)f(ﬁn)JraﬁnJrl = (Bn)Jr(O‘n)* then the sequence

(o, By) converges to the (period(a) + period(d))-doubling period limit (@, ) defined
by @ = lim, ,o v, and B = lim, .o 3, = b(@). Our results imply that hy,(@,3) =
htop(@; d)

A consequence of the Corollary 2.1.2, that we want to fix, is the following

Corollary 2.1.3.
hiop(a; d) = hiop(a, d+a) = hugp(a-d, d) = hiop(a—dia, dia) = hiey(a-d, dia_d).
(Here hyop(cr, B) = htop(U\E[a,m))
Let us denote
Bi(a, d) ={(a, B) € Bg xXp5a-dya<a<gandd< B <dia d}

By(a, d) = {(a, B) € g x ¥y;adya<a<ganddiad<f<d.a}

and

Bs(a, d) = {(a, B) € B x Y;a-d<a<a-dyaandd < < dia_d}
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As a consequence of corollaries 2.1.2 and 2.1.3 we obtain:

Corollary 2.1.4. For all (o, ) € Bi(a, d) U By(a, d) U Bs(a, d) we have hy,(a, §) =
htop(@a C_Z)

We will call the set

B(a, d) = Bi(a, d) U By(a, d) U Bs(a, d)

the primary bubble of constant entropy hyop(a, d).

See figure 1 for a geometric representation of B(a, d).

dia
By
dia_d
Bs B,
d
a_d a_dia a
(figure 1)

Let us now consider any « in the (a, d)-gorgona. Let = b(«). Define

Bi(a, B) ={(v, p) € Xo x X5 a fra<v<aand f<pu< fra f},

By, B) ={(v, p) € ¥o x Xy; o fra<v<aand fra f<pu< Bial

and

Bi(a, B) ={(v,p) €Xg xXp;a f<v<a fiaand f<pu<fia B}
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We will call the set

B(O{, 6) - Bl(av 6) U B2(a7 6) U B3(a7 6)
a secondary bubble of constant entropy htop(a, d).

Applying Theorem A, and the corollaries 2.1.2 and 2.1.3 to the pair («, 5) we have:

Corollary 2.1.5. For any (v, p) € B(a, ) we have that hig, (v, i) = higy(a, d).

It is clear that there are a countable quantity of secondary bubbles of constant entropy

hiop(a, d). We will call the set

Bla,d)=Bla, d)u | Bla, B).

a€AR(a,d)

the bubble of constant entropy hiop(a, d). Here 5 = b(a).

Our next result is the following:

Theorem 2.1.6. (Theorem B) Assume a € Miny N Per(o) and ¢ € Maxy N Per(o)
are sequences such that a < a(c) < b(a) < c. Let d € Maxy N Per(o) be any sequence

such that a < a(d) < ¢ < d then hiop(a,d) > hiop(a, c).

This result ensures that the line Ly = {a € ¥9; a_d < o < a} x {d} is contained in the

topological boundary of the main bubble B(a, d).

In fact, let b = b(a) and ¢, = d"b. We have that ¢, < ¢,41 < ... <d,

htop(@; C_n) < htop(@a d); hm Cp = d and hm htop(@; C_n) = htop(@a d)

n—00 n—00

It is clear that for any («, d) € L; we have that (o, ¢,) — (a,d),n — oo and

Piop(cr, €n) = Puop(er, d) = hyop(a, d) as n — oco.
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Let us now formulate the question: Why the main result is interesting from the bifurca-

tion theory point of view?. To answer this question let us consider the quadratic family

of Lorenz Maps f,, : (R\ {0}) — R given by

—p+ 2%, x>0,
fu,V(ﬁ) =

v—22, x<0.

Let
Ap={0"1,01": n e N} = {...,0001,001,01,011,0111,...};

and define
A1 = AU {m(ar,az) : ar,a2 € A, and a; < ay are consecutives}
o
for any n > 0. Let Ay = U A,.
n=0

Denote by a(p, v) the itinerary associated to f,,(0%). Let

IM = {(p,v): p=>0,v>0and fu,|—py : [=#,v] = [—p,v] is an injective map}

= {(p.v): p=0,v>0and (n—3)°*+ (v —3)* < 3}

N[

For any (u,v) € IM we have a(u,v) € Ay, (see [19] and [?]). That is, elements in A,

are the first level in the bifurcation theory of the contracting Lorenz family.

The figure 2.1 displays the bifurcation curves associated to some a € A, and b = b(a) =

sup{ci(a): i € NU{0}} (see [19])
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Co11 Cor Cooo Coor

B0 Yi0)

B(01.10)

Figure 2.1:

Now, if we take a € A, b = b(a) and A (a,b) then the curves C, = {(1,v) : a(p,v) =
a} and Cy, = {(u,v) : b(u,v) = b} intersects in a point (u(a,b),v(a,b)) € IM such that
a(p(a,b),v(a,b)) = a and b(u(a,b),v(a,b)) = b.

Let us denote the bounded region limited by C, and Cy as B(a,b). We denote by E(a, b)
the unbounded region limited by C, and C, (see figure 2.2)

v Cy

Ba.b)

Figure 2.2: The regions B(a,b) end E(a,b) for a € Ay

In the region E(a,b) (see [19]) there is a region IM(a,b) C E(a,b) formed by the pa-
rameters (u,v) such that the map f,, : [—p,v] \ {0} = [—p,v] is not injective but,
there is a renormalization map R(yu,v) defined in some interval J(u,v) C (—p,v) such

that R(u,v) : J(u,v) — J(u,v) looks like an injective element in /M (see [19]).
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IM(a,b)
Cy

B(a.b)

Figure 2.3:

Example: Let us take ¢ = 01 and b = b(a) = 10. The curves Cpy = {(p,v) :
a(p,v) =01} and Cyo = {(p,v) : b(p,v) = 10} intersects at (1,1) € Cyy N Cyp. In this
case Coy = {(,0) : 1 = v/} and Cro = {(,) : v = i}

The renormalization region for (01, 10) is included in the region {(u,v) : > /v and v >
V). See figure 2.4.

C(]Olll(} C'0011 C[)Ul()ll

p=v
1 / Ch11000
Cli00
T
(0034’ 1100) Co010
(1,1) V=V
Figure 2.4:

Hence, our main result imply, for instance that for any a € A, and v € AZ(a, b())
we have hy, (7, b(7)) = 0. For instance for v = 00101011, we have b() = 11001010 and
htop(’ya b(ﬁ)/)) = 0.

The same result applies in the case a = 01 and d = 110 and we obtain, as the reader
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may verify for a direct computation, that:
hop(001101111110011011100111,1111110011011110011100110) = Ay, (01, 110) =
= hyp(01, 110) =~ log(1, 32472).

This result, together with the continuity of the topological entropy proved in [18],
implies that, in the parameter space, the set G(a,d) = {(u,v) : a(p,v) = a €
Ax(a,d); b(p,v) = B = sup{c’(a) : i € Ng}} is contained in {(p,v) : hyop(p, v) =
Piop(fiur)) = huiop(a, d)} and, therefore, is a bubble of constant entropy.

2.1.1 Proof of the Theorem A

Let us going to prove the result for a € Ag(a,d) = {a_d,a',a_d'dy;i € Ny}. That

is, we must prove that hp,(a, b(a)) = hpla, d), where higy(a,d) = hiop(0|spq) and

Piop (@, () = Piop(0]sjasba))-

Let us write a = O0ayay . .. a,—21 and d = 1dyds . . . d,,—50, where a < a(d) < b(a) < d.

I) Let us start the proof with o = a_d,.

Let z € X]a_dy,dya_] be such that x ¢ Xa, d].

We have a_d, < o’(z) < dya_ for all j € Ny and there is jo € N such that

0’(x) ¢ [a,d], in this case we have:

a_d; <o”(x)<aor d<o(r)<d,a_.

Let us define
Py = {06, ...0,_1:6, € {0,1},0<i < j—1}

and
Pi(la_dy,dya_]) =

=40 € P;; thereis z € Yla_d,,d,a_| such that * = 0z;x; ...}
j +5 0+ 3T+
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We observe that in P; there are 2/ elements and that the set Pj([a_d;,d a_])
consists of all the elements in P; which are allowed has the initial segments of
elements in ¥([a_d;,dra_]).

It is clear that Py ([a_dy,dya_]) := U P;(la_d;,d;a_]) is a countable set.

j=1

Now, for any = € X[a_d,,da_] such that = ¢ X[a, d] we will find

0 e UPj([a,dJr,dJra,]) such that » = 0ol?l(z) with a_d, < o(2) < a or
j=1

d < d(z) < d,a_ here |§] = the length of the string 6.

So, without loss, let us assume that (1)a_d, <z <a or (2)d<z<d;a_.

Case (1) a_d, < x < a then we must have x = Oajas...a, 2Ty 1T, ... and

oila_dy) <o'(z) <o'(a);1<i<n-—2

For i =n — 1 we have Odya_ < 0" !(z) < 1la. Hence, we have two possibilities:

<
(1.1) 0dya_ < o™ x) <01 or (1.2)10 < o™ (z) < la.

Case (1.1) We have x,_; =0, and dya_ < 0"(x) < dya_ this imply o™ (z) =

dya_and x =a_dya_=a_d,.

Case (1.2) We have z, 1 = 1 and a_d; < ¢"(z) < a then z = ao™(z) with

a_dy <o"(x) < a.

Case (2) d <x <dya_;v€Xa_d,, dia_].

We have & = 1didy ... dp_sxp 17y .. .; 0'(d) < 0'(z) < 0'(dya); 1 < i <p—2
and o?~!(d) < 0P () < 0?7 (dya_) then 0d < o~ (z) < la_dy

So we have two possibilities

(2.1) 0d < 0P H(z) <O0L or (2.2)10<oP M(z) < la_dy

Case (2.1) We have x,_; = 0 and d < oP(z) < dia_ that is x = doP(x) with

d<oP(r) <dia_

Case (2.2) We have x,_; =1 and a_d; < oP(z) < a_d that is

Tr = d+a7d+ = d+CL,
Taking together (1) and (2) we conclude

(1)a_dy <x<a;reXa_dy,dya_]if and only if x € {a’a_d,;i € Ny}
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1)

(2)d<x<dia_;xeXa_d, dya_]if and only if x € {d'd a_;i € Ny}
Hence X[a_d,,dya_] N ([a_dy,alUld,dya_]) = {a'a_d,d'd a_;i € No}.

Therefore

(Xla_dy,dya_]\Xa,d]) C {fa‘a_d,,0d'd,a_ ;i€ Nyand 0 € Py([a_dy,dya_])}

= Xi(a_d,,d,a_) is a countable invariant set.
Then htop(&fdJra dJr&f) - max{htop(g> d)a htop(J‘Xl(&fdJra dJra*))} = h’top(@ad)a
since hyop(o| Xi(a—dy,dra_)) =0

In this way we conclude the proof in this case o = a_d, .

Let us now consider o = a_d, a'.

We have b(a) = d a'a_. Let v € X[a_d,a’,d,a’a_] be such that z ¢ Xa, d|.

We have: a_d,a’ < o’(z) < d,a'a_ for all j € Ny and there is j, € N such that
0’ (x) ¢ [a,d] then a_d,a’ < ¢’ (z) <a or d<o’(x)<d,a'a_.
As before let us consider:

Pi(a_d,a',dia’a_) = {0 € P; ; there is x € X[a_d,a',dya’a_] such that x =

Ox;xjiq ...}, which is a finite set.

Let Py(a_dya',d a'a_) = U Pj(a_d.a',d,a'a_) which is a countable set.
j=1

So, for any x € Y[a_d,a’,d a'a_] such that x ¢ X[a,d] thereis 0 € Py (a_da',d a'a_)

such that 2 = 00%(x) and o’(2) ¢ [a,d]. That is a_d,a’ < o!(z) < a or

d< o z) <d,d'a_.

Therefore, and without loss, let us assume that:

(1) a_d,a' <x <a or (2)d<z< dya'a_.

Case (1) a_dia’ <z <a then z=0aay...0, 2T, 1Ty ... and o¥(a_d,a’) <

of(x) < o¥(a);1 <k <n-—2and 0dya’a_ < 0" *(z) < la. Hence, we have:

(1.1)0d,a'a_ < o™ (x) <0lor(1.2)10 < o™ () < 1a.
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Case (1.1) We have z,,_; = 0 and d,a'a_ < 0™(x) < d,a'a_ that is

_ i i
r=a_dya'a_=a_d,a

Case (1.2) We have z,, ; = 1 and a_d,a’ < o"(x) < a that is z = ac™(z) with

a_d,a’ <o"(z) <a.

Case (2) d < x < d,a'a_. In this case we have: = = 1didy...d, 22p 17p. . ;
of(d) < o¥(z) < of(dia’a_);1 <k <p-—2 and 0d < o !(x) < la'a_d,. So,

we must have:

(2.1)0d < 0P *(z) <01 or (2.2)10 < o Hx) < ld'a_d,.

Case (2.1) We have z,; = 0 and d < o?(z) < dya’a_ that is @ = do?(z) with
d < o?(z) <d,aa_.
Case (2.2) We have 2, 1 = 1 and a_d a’ < oP(z) < a'a_d, (*).

Then © = dy2pTpt1 - - Tpin—2Tpin—1Tpin - - . and (x) implies that x, = 0, 2,41 =

A1y Tpgn—2 = Ap_o. That is x = d; 0a; ... ap—2Tpin—1Tpin - - -

of(a_d,a’) < o?™(x) < of(ala_d,);0 <k <n—2and 0d,a’a_ < oP™ (z) <
la*ta_d,a

So we have:

(2.2)(i) 0dya'a_ < oP™" H(x) <01 or (2.2.)(#) 10 < o?™" ! (2) < 1" 'a_d,a.

Case (2.2)(i) We have x4, 1 = 0 and d a’a_ < oP™"(z) < d,a’a_ that is z =

dya_dyala_ = dya_dya’.

Case (2.2)(ii) We obtain z,,, ;1 = 1 and a_d,a’ < o?™(z) < a" 'a_d a. This
imply that * = dyazp nTpini1.... Moreover, since o¥(a_d,a’) < o?™(z) <

i—1

of(aa_d,a),0 < k <n — 2 we have that T,,, = 0, Zp1ni1 = a1, Tpinin_2 =

an—o and Odya’a_ < oP™ = 1(z) < 1a%a_d, a®.
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Therefore, we must have:

(43.1) 0dya’a_ < oPT" " Yz) <01 or (ii.2) 10 < o?T" " Y(z) < 1a" a_d,a’.

Case(ii.1) In this situation we have z, 11 = 0;da’a_ < 0P (z) < d,ad'a_
and r = d aa_d,d'a_ = daa_d a’.
i

Case (#i.2) In this situation we have 2, 1n—1 = 1; a_da’ < ot (2) < o' 2a_d;a?

Tpton = 07 Tpton+1 = A1,y - - - Tpyontn—-1 — Ap—2;
of(a_d,a’) < oP2HR(z) < ok (a'2a_d,a?); for 0 < k <n—2 and 0d a‘a_ <

oPt#n=l(z) < 1a'*a_d a®. Consequently:

(i3.2.a) 0dya'a_ < oPT2" () <01 or (43.2.b) 10 < o? ™" Y1) < 1a"Pa_d,a’.

Case (i7.2.a) In this situation we have z, 9,401 = 0; dia'a_ < o?™"(z) <

dia'a_. Therefore z = d, a*a_d a‘a_ = d a*a_d a'.

Case (ii.2.b) In this situation we have xp 0,4,1 = 1; and a_d, a’ < o?™"(x) <
a“3a_d,a’.

In this way we obtain x = d,a'a_d a’ forsome 1 <t <i orx=d a'a_d,a" =
dia‘a_.

Now, taking together (1) and (2) we obtain that (X[a_d,a’, dya’a_]\ 3a, d]) =

{0ata_d,a’, 0d*d,a'a_, Od*d at*a_d,a’;s € Ny for some 0 < ¢, < i and

0 € Py(a_d,a' dia'a )} = Xi(a_d,a',dya’a_) is a countable invariant set.

S0 hiop(a—dya’, dyata_) = max{hp(a, d), hioy(o| X1 (a—dia’,dia'a))} = hp(a, d),

since hyyp(o|Xi(a_dya’,dia’a ) =0

I11) A similar proof can be done for a = a_d'd,

So, we conclude that for any a € Ag(a, d) we have hyy,(a, b(a)) = higy(a, d).

Let us now consider a; < ay two consecutive sequences in Ay(a,d) and let us prove that
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htop(ala% b(a1a2)) = htop(@; C_l)

L.- Let us start with a; = a_d'""'d, and ay = a_d'd; we have

m(ay,as) = a_d™d,a_d'd, and b(a_d'd, a_d'd,) = dya_d'dya_d.

Let Pj(a*di-HdJrCL,didJr, d+&7did+a7di+1) _
= {0 € P; ; there is x € S[a_d""'d a_d'd, d a_d'd a_d™"] such that

T =0z;x;11242...} and Py(a_ddia_d'd;,dya_d'dia_d™) =

- U Pi(a_d™'dya_d'd;,dia_d'dia_d™t).
i—0

J
For any x € (X[a_d"'d,a_d'd,,dya_d'd,a_d']\ Xla, d]) we have that:
a_ddya_d'd, <o’(x) <dya_ddya_dT for all j € Ny and there is jo € N such
that 0/ (z) ¢ [a,d]. That is, there is § € Py(a_d'd,a_d'dy,d a_d'd,a_d™T)
such that x = 00l(z) with |§] = jo and

a_ddya_d'd, <o(z)<a or d<o’(z)<dia_ddya_d*

Hence, and without loss of generality, let us assume that

(Wa_d*dya_d'd, <x<a or (2)d<z<dya_ddia_d".

Case (1) In this case * = Oajay...an 9Ty 12y .. .;0%(a_ddya_did,) < oF(x) <

o(a) for any 1 <k <n—2 and 0d"'d a_d'dya_ < o™ !(x) < la. So, we

have

(i) 0d'dya_didya < o™ Hz) <01 or (i) 10 < o™ () < la.

Case (i) In this situation we have: z, ; = 0 and d""'d a_d'd,a_ < o"(z) <

dia_d'dia_d™ then z =a_ldidsy...dy oZnip 1Tnip---;
oF(dd a_didia ) < 0" () < o¥(dya_didya_dt) forall 1 <k <p-—2

and 0d'd,a_d'dya_d < o™ x) < la_d'd,a_d"d,.

Hence, we have
(a)0d'dya_d'dia_d < o™~ 1(z) <01 or

(b) 10 < o™ (2) < la_d'dya_d™d,.

32



Case (a) In this case we must have: z,,,, 1 = 0; d'dra_d'dra_d < o"P(z) <

dia_d'dia_d™ thatis: z =a_dldy...dp2Znipip-1---;
of(ddya_did,a_d) < o™PTR(z) < oF(dia_didya_dT) forall 1 <k <p-—2
and 0d""'d,a_d'dya_d* < o™= (z) < la_d'd,a_d"'d,. Hence, we have
(a.1)0d" 'dya_d'dya_d* < o™ PP~ (z) <01 or

(a.2)10 < o™t~ (x) < la_d'dya_d™td,.

Case (a.1) 2y19p-1 = 0Oand d" 'dya_d'dya_d* < 0" (z) < dya_d'dia_d*.

Successively if we remains in the first case we will obtain:

T =a_d" Ty (i 1Tt t)ps - - - and

dya_didya_d™ < o™ 0H0P(2) < d,a_d'dia_d™*

then o™ +VP(2) = d a_d'd a_d*" and

r=a_dd, a_d'dia_d = a_ddya_did,

Case (a.2) 10 < ¢" P71 (z) < la_d'dia_d"*dy, then z,,p 1,1 = 1 and

a_ddia_d'd, <o""(x) < a_d'd,a_d"dy, then

T = a*dd+xn+2pxn+2p+1 ... and Tpt2p = 07 Tptopt1 = A1y - -« Tpt2ptn—2 =
An—2, Tn42p4n—1 — 07 Ln42p4n = ]-7 Lontop+1 — dlu <o Lon42pp—2 = dp—?a
Lon4-2p4+p—1 = 0, Lon43p = 1, ... then

Xr = &,der&,dildldg e dp72x2n+ip+2p+p71 cee and

0d,a_d'dya_d < g?t2rivtr=l(g) < la_d""'d a_d'd,. Therefore, we

have:
(a.2.i) 0dia_d'dya_dTt < g?nT2rrvtr=1(z) <01 or

(a.2.i1) 10 < g2 rietr=l(y) < la_ddya_d'd,

case (a.2.1) Topiopriprp—1 = 0, € = a—ddia_d™ ' Top i (310 - - -
dya_didia_d™' < o tCHP(g) < dia_d'd,a_dt

thus o2"+6G+0P (1) = d,a_d'dya_d"*" that is
r=a_ddya_ddya_d'dia_d = a_ddia_dd a_d

Case (a.2.i1)10 < o>+ G3TP=1(g) < la_d"*'dya_d'd, then To,i(31ip-1 =

1 then © = a_ddya_d'dyZony (340 - - - and
a_ddya_dd, < o>*6GYP(y) < a_d'dya_d'dy. So, we must have

O-2n+(3+i)p($) = a_di+1d+a_did+ then
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Case (2)

r=a_dd,a_d'dia_dd a_d'd, thus x = a_dd, a_d'd a_d™.

Now we will deal with the other case (1.i.b). In this situation we have: x =

a_ldydy...dy oZpyp 1Tnip... and 10 < o™P Hz) < la_d'dia_d™d,.

We have z,,4p1 = ;2 = a_dyx,4p ... and
a_ddya_d'd, <o"P(z) <a_d'dya_d'd,; therefore

of(a_ddia_didy) < o™ () < oF(a_d'dya_didy) for all 1 < k <

n+wp+p-—2.

Hence, z = a_dya_d'ld; .. .dp 2%y piiprp—1 and

Odya_d'd,ya_dTt < g?tet®tp=1(p) < la_d"'d,a_d'd,. So, we must have:
(b.1) 0dya_d'dya_d+t < g?nT2rt=1(z) <01 or (0.2)10 < o2 T2PHiP=1(g) <

1@,di+1d+a7did+ .

Case (b.1) Here xopioppi-1 =0, @ = a_dya_d™ o,y (iy2), ... and
dya_ddya_d* < o 2p(g) < d,a_d'd,a_d™*' that is

r=a_dya_ddia_d'dia_dt = a_dia_dFrdia_d

Case (b2) Here Lon4-2p+ip—1 = ]_, r = a_d+a§l - d+$2n+(i+2)p ... and
a_ddia_dd, < o®t2r(g) < a_dtd a_d'd, then

o2 2P (1) = a_d'dya_d'dy that is 2 = a_d a_d'd a_d*.

Case (i¢) In this situation we have: x = Oajas ... a, 2%, 1 ... and
10 < o™ !(z) < 1a then z,,_; = 1 and
T = aTpTpyq - ., hence a_d'd,a_d'd, < o"(x) < a then x = ac"(z) with

a_dd a_d'd, <o"(z)<a.

In this situation we have: d < z < dya_d'd,a_d™*!

then x = 1d, ... dp_2xp_17p .. .;

of(d) < o¥(x) < o*(dya_ddia_d™') forall 1 <k <p—2 and

0d < o Yz) < la_ddya_d'd,. Hence, we have (i)0d < o?~!(z) < 01
or (i1)10 < o? Y2) < la_d'd,a_d™d,.

Case (i) We have z, 1 = 0 and d < of(z) < dya_d'dya_d™ that is

z = do?(z) with d < o?(z) < dya_d'dia_d™*.

Case (i) In this case x,_; = 1 and
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a_ddya_d'd, <oP(x) <a_d'dia_d'd,. We proceed in a similar way as

like the case (a.2).

So, taking together cases (1) and (2) we conclude that:

Yla_dd, a_did,dia_d'dia_d\ Yla, d =

{0a"a_d'd a_d'dya_d', Gaa_d'd, a_did a_d, Qa"a_dtd,a_did,,
Od"d, a_d*d a_d', 0d"d,a_didya_d™! ; for all h € Ny , for all 6 €

Po(a_dya_dia,dyaa_dya_) , for some 0 <t < i} =

= Xi(a_d"'dya_d'd,,d a_d'd,a_d™) is a countable invariant set. So

hiop(a—d ™ dia_d'dy,dya_d'dya_d™) = hyy(a, d) since

htop(a‘X1(a_di+1d+a_did+,d+a_did+a_di+1)) = 0.

(ii) A similar proof can be done for a; = a_d;a' and ay = a_d a".

Similarly, we prove the result for any o € Ay(a,d) = {m(a, az); a1 < ay are consecutive
sequences in Ag(a,d)} U Ao(a, d).

Also, for any o € A,q1(a,d) = {m(ai,a2);a1 < ay are consecutive sequences in
An(a,d)} U An(a, d).

In this way we conclude the proof of the theorem A. .

2.1.2 An Example

Let us compute, in this section, an example of the application of the Theorem A.

Example: Let us consider a = 01 € Miny and d = 110 € Maxy It is clear that

a <011 =a(d) <10 =b(a) < d =11

Let us compute Ay, (0|x01,110)- The restriction map o1, 110) is given in the next figure:
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The A = {1, I5, I3}-graph associated is:

AN

The incident matrix, associated to this graph, is:

I3

011
M=1100
010

Hence, the characteristic polynomial, p3(x) = det(M — z1), is given by:

—r 1 1
—x 0 1 1
det(M —zl)=| 1 -z 0 |=-x + (—1) =
1 —=z 1 —=x
0 1 —=z

= -2+ (=1)(~z—1) = —2* + 2+ 1 = p3()

Note that: ps3(1) = 1, p3(2) = =8 +2 + 1 = —5. So, there is x3 €]1, 2[ such that

p3(z3) = 0 and hyop (0501, 110) = log(s)

1. Let us consider a_dy; = 00111. Let us call § = 11100, o(f) = 11001, o*() =




10011, ¢*(0) = 00111,0%(0) = 01110. The restriction map o|(,3(9),¢) is given in

the next figure:

I I I3

The A = {I, I3, I3}-graph associated is:
L

/N

[

Since the A- graph for o|(,3(9) ¢ is the same as the A- graph for o|(p1,110) we have

that the incident matrix and the characteristic polynomial are the same. Hence

hiop(Olio3(0),07) = 10g(23) = hiop(0|jo1, 110))-

2. Let us now consider a_d;a = 0011101. Let us call § = 1110100,
o(f) = 1101001, o*(f) = 1010011, 03(d) = 0100111, o*(#) = 1001110,
o°(0) = 0011101, ¢°(9) = 0111010.

The restriction map o|5s5(p), g is given in the next figure:
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ARE To| 1a | Is

The A = {1, Iy, I3 14, I5}-graph associated is:

I

\

[4/4,]3

Here I = [0°(0), 0°(0)], I = [0°(0), 0°(0)], Is = [0*(0), 0*(0)], L = [0*(0), o(0)],
= [0(0), 0]. A rome (see [20]) for this graph is R = {I}. We have that:

a22($) = 272 + 273 (272 associated to the closed path 242, and z™ associated

to the closed path 254 2).

In this case the A-matrix is 1 X 1 and given by: A;(z) = 272+ 273. Therefore the

characteristic polynomial defined by the A-graph is given by: (—1)5"1a5 det(A; (z)—

I) = (1) 120 det(Ay(z) — 1) = (1) WP (a2 423 —1) =2+ 22 —2° =

2?(—2® + 2+ 1) = 2?p3(x) = p(1110100)(z).

It is clear that p(1110100)(x3) = 0 and that x5 is the greatest real root of the poly-

nomial P(M) (iU) Hence htop(U’2[0011101,1110100}) = 103(553) = htop(o—’Z[ﬂ,M])-

. Let us now consider a_dd; = 00110111. Let us call # = 11100110,
o(f) = 11001101, o%(#) = 10011011, ¢3(9) = 00110111, ¢*(#) = 01101110,
o°(0) = 11011100, 0%(#) = 10111001, ¢7(#) = 01110011

The restriction map o|(53(p),g) is given in the next figure:
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1 12 13 I4 I5 16

Here I = [0°(0), 0*(0)], I = [0*(0), 0" (0)], Is = [0*(0), 0°(0)], L = [0°(0), o),
Iy = [o(6), o°(0)], I = [0°(6), 0].

A rome for this graph is R = {I;} and we have that:

arp(z) = 7?4272 (here 2 associated to the closed path 131 and 272 associated

to the closed path 1531). Hence:
(—1D) 2@ 2+ 23— 1) = —2*(z + 1 — 2%) = p(11100110)(z) = —ps(z) x 2°.

It is clear that p(11100110)(xz3) = 0 and that x3 is the greatest real root of the
polynomial p(11100110)(x). Therefore:

htop(U’moonmn 111001101) = htop(UIZ[a,dd+,d+a,d}) = htop(U‘zm,@}) = htop(o—’Z[g,dﬂ'
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2.2 Proof of the Theorem B

In this section we will prove:

Theorem 2.2.1. (Theorem B) Assume a € Miny N Per(c) and ¢ € Maxo N Per(o)
are sequences such that a < a(c) < b(a) < c. Let d € Maxy N Per(o) be any sequence

such that a < a(d) < ¢ < d then hiop(a, d) > hiop(a, c).

Proof. By conditions on the sequences we have either

(Da<ald) <alc) <bla) <c<d or

(2)a < alc) <ald) <bla) <c<d

Let us assume that (1) is the case

Let us assume that ¢ = 1c¢; ... ¢,—20, d = 1d; ... d,—20 and let us consider the cylinder

Cy=C(ley...cyu901ler. .20 .. 1y ... ¢ 20) and
p—t‘i’mes

02 == C(ldl e dp,201d1 e dp,QO e 1d1 e dp,QO). It is clear that Cl N CQ = @

Vo
n—times

Moreover 3y C ¢"P(Cy) and ¥y C 0"?(Cy).

So there are sets A(1d; ...d,—201d;...d,20...1d; ...d,—20) C Cy and

nft\irmes
B(]_dl . dp_QO]_dl . dp_go . 1d1 . dp_g()) C Ol such that
nft\irmes

1. For all 6 € A(]_dl . dp_QO]_dl R dp_go o 1dy dp_20> we have 0 > C.

2. For all € A(ldl c. dp,201d1 c. dp,QO c. 1d1 c. dp,QO),
for all &« € B(1dy ...d,—501d; ...d,—50...1d; ...d,_50) we have 0 < a.

3. O'n'p(A(ldl e dp_201d1 e dp_go e ].dl e dp_QO)) ==
A(Ldy .. dy501d; .. .dy_50 ... 1dy ... d,_50)U
B(ldy . ..dy_501dy ... dy 0. .. 1d; .. .d,_50).

4. O'n'p(B(ldl e dp_201d1 e dp_go N ].dl e dp_QO)) ==
A(ldy ... dy_501dy ... dp 50 .. 1d; ... d, 50)U
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B(ldy ...dy_501d; .. .d,_50...1d, .. .d,_50).

Now, take Ag a minimal open covering of [a, d] and let Sy = {A € Ag; [a,c] N A # 0} we
have that fj is a minimal open covering of [a, ¢|.

Let A, = Ao Vo HAg) V... Vo * (A and B = Bo Vo (Bo) V... Vo E D ()
Clearly, for the condition on the set A(1d; ...d,_201d;...d,50...1d;...d,_20) and
B(1dy ...d,—201d; ...dy_50...1d; ...d,_20) we have that

N(A,pj,0) > N(Bnpj, o) + 27 then

108 N (@ 0) = 2= 108(N (Bupjs 0) +27) = 7L 10g(N (Brps 0)) + s log(1+ 55—

npj npj npj
_ %log(N(/Bnpj7o')) + n_lplog2 + ﬁlog(Q*j + m) taking j — oo we obtain
htop(0|siaa) > an 10g 2 + hiop(0]sia)

Hence hip(a, d) > hiop(a, ¢); as we assert. O
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Chapter 3

Cota superior para ciertas burbujas
de subshift derivados de sucesiones

primarias en el mundo lexicografico

1+vV1+4v 1+ v1+4p
2 2
las respectivas aplicaciones F),, tienen entropia positiva excepto en los puntos (1,0) y

Proposition 3.0.2. Para cada (p,v) tales que p =

(0,1) respectivamente.
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)= WL

14T
H==

_ —p+a* six>0
Proof. Consideramos F), ,(z) =

v—x? sixz<O0

/V

1++1+4v

El punto fijo del lado izquierdo satisface v — x? = x entonces y(v) = — 5

1++v1+4v
2

La curva —pu = y(v) o —pu = — satisface que I(—pu) = 0 (donde I(x) es el

itinerario de ).

[l

Asi, para (u,v) tales que u = se tiene que I(—p) =

1++V1+4v
2

43



s

El punto fijo del lado derecho satisface —pu + 22 = x, entonces 22 —x —pu =0 = x =

1+ T+ 1+ T+
2 2

y(v)

, lo que implica que z(u) =

14+ +1+4+4p
2

La curva v = z(p) o v = satisface I(v) =1

/ x(p)

1+v9 143
2 2
(transversalmente) en (2,2).

Sip=v=2u2)= 2,v(2) = 2, o0 sea ambas curvas se encuentran

_ —2+2% sixz>0
Para p = v = 2 se tiene que F), ,(z) =
2—12? six<0
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Es claro que hiy,(Fh2) = log(2). Se calcula hy,, en ([—2,2]\ {0})

Preimagen de cero

Notamos que —p+ 22 =0 =z = +,/p; consideramos x =/

Es claro que I(y/it) = (1,0;1,0;1,0;1,0;...).
1+v1+4v
2

Parav = ,/py p = la aplicacién F),, tiene el siguiente grafico

1 5
En este caso htop(FM,l/> = log < +2\/_)

v=\/i
™ by = lOg(HTﬁ)

Preimagen de la preimégen de cero
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Consideramos v — z? = 0 0 2(v) = —/v y determinar z > 0 talque —u + 2? = —\/,

entonces z(v) = y/u—+/v. Laigualdad v = 2(v), v = \/u—+v o u = v+ /v
determina el valor que satisface I(r) = 100. Luego la interseccién u = v? + /v y

p = vy V21+4” nos determinan valores (pq,v4) tales que I(—puy) =0, I(r4) = 100

la aplicacién F),, ,, tiene el siguiente grafico

En este caso hp(F, ) = log(xs), donde x5 es la mayor raiz real de —z® + 2% + 1 = 0,
7y~ 1,465571232.

Consideremos y, () talque 1% — yo(v) = —\/7, entonces ys(v) = —/v% + /v

y3(v) talque 12 — y3(1) = yo(v), entonces yz(v) = —/v2 — y2(¥), y en general

yn(V) talque V2 - yn(”) = ynfl(y>a entonces yn(”) = —\/V? - ynfl(V)
Sea x,(u,v) > 0 definido por —u + 22 = y,(v), entonces z,, (i1, v) = /it + yn(v).
Es facil probar que las curvas v = z,(u,v) y p = 2Vt V21+4” se intersectan en el punto

(fon, ) talque I(p,) =0y I(v,) = 10,. El grafico de F},, ,,, es como en la figura

o)

Para F),, se tiene hy,,(F),,) = log(z,), donde x,, es la mayor raiz real de (—1)"*!(2"+! —

2l
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2”1 —1). Notamos que ¥y > x5 > 73 > .. ..

1 1
—1=0, luego 1 — — — = (0 y por lo tanto

1

; n+1
Se tiene que x],

I 1 1 1 B
Jm (1-2 -2 ) =0

— n—
L

1 1
Sea T = lim z,. SiT > 1 entonces lim (1 — —) = lim = 0 entonces 1 = —
n—00 n—00 Ty n—00 :L’Z‘H xT
entonces T = 1 lo que es una contradiccion. Por lo tanto 7 = 1.
Concluimos que si (p,, v,) satisfacen
1+ +/1+4v,
1. gy =——7——
2
2 I(_:U’n) =0, ](Vn) = 1_n
Entonces hop | Fpupn | o0 =log(z,) >0y lim z, =1
. n—oo
Funj,z/n([:uﬂ? Vn])
5=0
O

1++v1+4+4v 0
2 )

Sean (u,v) son tales que p = < v < 2. Es claro que existe n tal que

Pyt < fb < fn, en este caso log(z,11) < hiop(fl—py) < log(w,), y por tanto positivo

1+t+v1+4v
2

cont > 0 entonces [(—p) =

Lemma 3.0.3. Si (u,v) son tales que p =
0

1++V1+4v
—  es

Proof. Una traslacion hacia la derecha de la curva p = 5

1+t+v1+4v
W= 5 ;> 0.

Para probar que I(—pu) es representada por 0 debemos probar que
-1

—u:F(o+)<F( —\2/1+4y) _ —1—\2/1+4y
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Observemos que F(07) = —p

F,(—1—4/1+4u) (1+4/1+4u)2 1 I+ 4 1+ 1+ dv
:]/— e e
9

2 2 B 2
Comot >0

t \/1+41/< V1+4v

2 2 2
1t Vi+4v 1 V1i+4v
Entonces 53T 5 T g < 5T T 5
14+t+v1+4v 1++V1+4v
Esto es: — 5 < — 5
—1—+/14+4
Asi —p < F( 5 i V)
—1—-+v1+4
Luego F(01) < F( 5 i V)
1+t++/1+4
Por lo tanto p = i +2 T2 atisface I(—p) =0 O
1+t+/1+4
Lemma 3.0.4. Si (u,v) son tales que v = i +2 o cont >0, entonces I(v) =
1
Proof. Andloga a la demostracion del lema 3.0.3 O
1++v14+4
Lemma 3.0.5. La interseccion de las curvas p = t + i 5 R y p(t) = t+
1+V1+4vVt )
5 tiene entropia cero
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1+ 1+ 4v
- Y

Proof. Ahora consideremos la traslacion de la curva =t + 5

v— 22 siz <0

Fuwo(®) =4 (H 1+ /1 +4y) L
2

T sixz >0

Asi el gréfico de F,4)0(x) es de la forma

Si ocurre que 0 <t < v* entonces la aplicacién F),, tiene el siguiente grafico

t{
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1++1+4 1++1+4
En este caso resolvemos la ecuacion — (t + %) +a? = —¥, obte-
niendo = = V/t.
En este caso la dinamica de F(u,u)‘[,uw BV [—1 1+4u V{0 = [ 1+\/1+4u V]
2 K

tiene entropia positiva
Por lo tanto si ademés v = v/t entonces la aplicacién es representada por el siguiente

grafico y tiene entropia cero en [y(v),v] \ {0}

/U t
l

Notamos que cada 0 < z < v/t satisface lim F ( ) =—00

n—oo

Corollary 3.0.6. La entropia de F),,, para (p,v) en la curva (t +

1++/1+4v )
_— .V
2 b

con v > /1 tiene entropia positiva

Proof. Sabemos que x(0) = 10. Para estos valores de 1y v se tiene que I(—u) =0y
I(v) =10,1..., por lo tanto I(r) > 10 = x(0).
De acuerdo a la observaciéon 1.0.11 se cumple que hy,, ( L ‘moo o j([ ) V])) >0

O
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Lemma 3.0.7. La interseccion de las curvas v = t +

1+vI+4u
%WZ\@MW

entropia cero

Proof. La demostracion es analoga a la del lema 3.0.5. U

1+\/1+4u)
2

Corollary 3.0.8. La entropia de la curva (,u,tJr con ji > +/t tiene

entropia positiva

Proof. Andloga a la del corolario 3.0.6 0J

Observation 3.0.9. Asi tenemos el siquiente grdfico

/
htop =0 / h, o >
hiop >
(02,1) W
hoy > 0
htop - 0
(0,10)

En lo que sigue denotaremos por B(0,1) o simplemente B a la regién de parametros

(u,v) tales que (i, v) pertenecen a la regién compacta limitada por las curvas:
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;OSVSQ}.

La siguiente figura senala B(0,1)

B(0,1) 2,2)

(0,1)

(0,0) (1,0)

Lemma 3.0.10. Sea By(0,0010,1101,1) = {(;,v) € B;0 < I(—p) < 0010;1101 <
I(v) < 1} y sea A(p,v) = ﬂ F 2 ([=p,v]) para (p,v) € B1(0010,110,0,1), se cumple
j=0

que hiop(Fup |aqu)) > 0

B1(0,0010, 1101, 1)
1101

[~

10

©
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Proof. Se cumple x(0010) = 110010, asi que x(0010) < 1101. Luego si 0 < I(—p) <
0010 entonces 110 < x(I(—p)) < 110010 < 1101 < I(v).

Por lo tanto hep(Fuu |Auy)) = iop(0 ‘ﬂ?’;oa’j([l(—,u), 11@])) >0
]

Lemma 3.0.11. Sea B,(0010,01,1101,1) = {(,v) € B;0010 < I(—p) < 01,1101 <
I(v) < 1}, Sea A(p,v) = ﬂFu_f,([—,u,V]) Para (pu,v) € By(0010,01,1101,1) se
j=0

cumple hyop(Fu |Aqupy) > 0

Proof. Similar al lema 3.0.10 O

Ba (001/07 O/L XXO/X D

[

1101

©

Observation 3.0.12. Notemos que si (u,v) son tales que b(p,v) = 1101 y 0010 <
a(p, v) = a < 001101, entonces hiop(Fpup |a(up)) > 0
En efecto x(001101) = 1101 y 001101 es el menor valor con esta propiedad, por lo tanto

X(a(luu V)) < 11@ Yy luego htop(F;L,l/ |>\(,u,,zz)) >0

Lemma 3.0.13. Sea B3(0,0010,10,1101) = {(p,v) € B;0 < I(—p) < 0010,10 <
I(v) < 1101}. Para (p,v) € Bs(0,0010,10,1101) se tiene hyop(Fuu |aquy)) > 0
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Proof. Similar lema 3.0.10 U

=

1101
10

50,0010, 10, 1101)

©

Observation 3.0.14. Notamos que si (u,v) es tal que a(p,v) = 0010 y 110010 <
b(p,v) < 1101, entonces hiop(Fpuy |agup)) > 0

En efecto, x(0010) = 110010 y por lo tanto para 110010 < b(u,v) se cumple que
heop(Fpu |aur)) > 0 para a(p, v) = 0010

Consideremos a € AX y b = b(a) = sup{o’(a); j € N}.
Sea Bu(0,a_b,bya, 1) = {(, ) € B0 < I(~) < a
By(a-b,a,bya, 1) = {(p,v) € Bia_b < I(—p) < a,bya < I(v) <1},
Bs(0,a-b,b,b,a) = {(pu,v) € B;0 < I(— ,u) <a_bb< I(y) < bya}.
Para (u,v) € By U By U By sea A(u, v) ﬂ

Proposition 3.0.15. Si (ju,v) € By U By U By se cumple que hyg (FW, ‘A(#,V)) >0

Proof. Analogo al lema 3.0.10, considerando la observacién 1.0.11
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Observation 3.0.16. 1. La region By(a_b,a,bya,l) incluye la region

L, ={(p,v); I(—p) = a,bra < I(v) < 1} que tiene interior no vacio.

2. La region B3(0,a_b,b,bya) incluye la region Ry = {(p,v); I(v) =b,0 < I(—p) <

a_b} que tiene interior no vacio.

Para a € A sea C(a,bra) = {(u,v) € B;I(—p) =a,I(v) = bira}.
Ca(a,b) = {(u,v) € B; I(-p) = a, I(v) = b}
Cs(a-b,b) = {(p,v) € B;I(—p) = a_b,I(v) = b}

Proposition 3.0.17. Si (u,v) € C1 U Cy UCsy, entonces hyoy(Fuy |auw)) =0

Proof. Como x(a) = bya, entonces hyop( Ly [auw)) = 0si (p,v) € C1 UCy

Por otro lado como x(a_b) = byra_b, entonces hiop(Fpu [a(ur)) = 0si (p,v) € Cs
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Observation 3.0.18. 1. Notemos que la aplicacion (u,v) — (I(—p), I(v)) de B(0,1)
en Ming x Maxs no es continua. En efecto sea (pin,vy,) tales que I(—p,) =
001(01),, y I(r,) = 110010. Se tiene
I(—p,) — 00101 = 0010 = a_b,a = 01,b = 10, I(v,) = 110010
Por lo tanto (I(—uy), I(v,)) — (0010, 110010)

Para (u,7) = nh—%lo(u"’ vn) se tiene (I(—pm), I(7)) = (0010, 10).
Por lo tanto lim (), 1)) # (1, 1) (7. 7) = Iim (s )

2. Hay una cantidad enumerable de puntos de discontinuidad para la aplicaion (pu,v) —
(I(—p),I(v)). En efecto, basta considerar a € A y (fn, vy) tales que a(py,, vy) =
a_b; b(fin, vn) = bra_b", con b = b(a). Se puede verificar que (fin,v,) — (0,7)

tal que a(fi,7) = a_b y b(@,v) = b. Como lima(p,, v,) = a_b y imb(u,,v,) =
bra_b, se tiene I(ix), () # Um(I(uy,), I(vy))

3.1 Teorema C

log(2)

Theorem 3.1.1. Sia = ajay...a; € AY entonces hyop(a_b,bia) =
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En lo que sigue para a € A%, denotaremos por G(a) la gorgona generada por (a,b) y
por BG(a) = {(u, v); Da(p,v) = a,b(pu, v) = b(a), para algin a € G(a) 6 2)a(p,v) €
Ci(a, Bra) U Cs(a_B, B), algin a € G(a), B = b(a)}

Proposition 3.1.2. Dado el valor (j1,v) talque hioy(pt, v) = 0, entonces vale una de las

siquientes condiciones:

1. (p,v) € H(0,10)UH(01,1), donde H(0,10) = {(1t,v) : a(p,v) =0 y b(p,v) < 10}
y H(0L1,1) = {(p,v) : a(p,v) > 0L y b(p,v) = 1}

2. Eziste a € A talque (u,v) € BG(a)

3. Existe a € AL y una sucesion a, € G(a) tales que a(p,v) = lim a,, b(p,v) =
n—oo
lim b,,b, = b(a,) y podemos encontrar una sucesion (,,v,) tales que p, —
n—oo

sV > 1 €Om i, V) = Gy bt V) = by

Proof. 1. Siocurre que (u,v) ¢ B(0,1), entonces (u,v) € H(0,10)UH (01, 1) ya que
en otro caso (i, v) >0

14++/1+4v

2. Suponemos que (p,v) € B(0,1), entonces no puede ocurrir que p = 5 ,

14++/14+4p
2

v>0ov= s> 0.

Si ocurre que existe a € AL y a € G(a) tal que a(p,v) = ay b(u,v) = B(a) el
resultado estd listo.

Si ocurre que (p,v) € Ci(a, Bra) U Cs(a_fB, B); algin a € G(a), algin a € AZ,

el resultado esta listo.

3. Para a € A definamos B(a,a_b,b,bia) = {(p,v);a-b < a(p,v) < ayb <
b(p1,v) < bia}. Sea D = B(0,1)\ | J BG(a)UB(a,a_b,b,b,a).

a€AL
Por la proposicion 3.0.15 si (p, ) € D entonces Ay, (i, v) > 0, por lo tanto debe

ser (u,v) € BG(a) o (1, v) € B(a,a_b,b,bia) para algin a € AZ.

Notamos que para todo (ji,7) € B(a,a_b,b,bia)) vale hyp(fi, 7) < log 2,

.
#(a)

donde #(a) =largo de a (consecuencia del teorema 3.1.1 ).
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Si ocurre que (u,v) € BG(a) el resultado esta probado. Por tanto asumimos que
(k,v) € B(a,a-b,b,b,a)
No puede ocurrir que a(p,v) = a_by b(u,v) = b o b(u,v) > b, pues en el
primer caso (p,v) € BG(a) v en el segundo hyop,(pt, ) > 0. También, no puede
ocurrir que b(p,v) = bya 'y a(p,v) = a o a(p,v) < a, pues en el primer caso
a(p,v) € BG(a) y en el segundo hyy(p, v) > 0, por lo tanto (p, ) pertenece al
interior de B(a,a_b,b,b a).
Debe haber o € G(a) tal que (u,v) € B(ay, (a1)-f1, Br, (B1)+0a1), con By = b(ay).
Ya que en caso contrario Aiop(Fu [auw)) > 0. En efecto, si para todo o € G(a)
ocurre que (i, ) no pertenece a B(aq, (a1)- 1, 1, (B1)4+a1), entonces debe haber
ay € G(a) para el cual
(1, v) € B1(0, () B2, (B2) 1 aa, 1) U Ba((az)-Pa, g, (B2)19,1) U
Bs(0, (a2) - B2, Ba, (B2) 42). De acuerdo a 3.0.15 se cumple hygp (1, v) > 0.
Debe ocurrir #(a;) > 2#(a) y entonces para todo

1
fi, € B(au, (1)-B1, B1, (Br)+a1), vale hygp(fi, ) < o)) < 2#( )
Notamos ademads que B(ay, (1) B, b1, (B1) 1) C int(B(a,a-b,b,b,a)).

log2 < log 2.

Sucesivamente, construimos una sucesion (o, ), ant1 € G(ay,) tal que
n+1

€ ﬂ B(%a (Ozi),@, &7 (62)+%)> con

Jj=1

B(aiy1, (@ig1)-Bit1, Bivt, (Biv1)+iga) C int(B(a, (ai),&,@, (Bi)+ai)) ¥

1
hiop(fi, ) < QnT#()
(o, ) € B(Oén+17 (an-l—l) Bnt1, Brt1s (Bn—l—l)—f—an—I—l)

Claro que si (€, 0) m B(ai, (i) Bs, B, (Bi) i), entonces hygp (e, 6) =

7j=1
Observamos que la condicién (a;)_3i < a(p,v) < o, fi < bpu,v) < (Bi)rou
y el hecho que (o;) ;i < (ai1)-Bi < aipr < g, Vi nos dice que a(u,v) =

ﬂ[(ai)_@, o), b(p,v) = ﬂ[@, (Bi)+ai] y lo mismo ocurre para todo

J=1 J=1
o0

€ ﬂ Blai, (o) Bs, Bi, (Bi) ).

log 2, para

La sucesion (a;)$2; es la senalada en la conclusién.
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3.1.1 Algoritmo periodo primo

Theorem 3.1.3. Dado un periodo t primo, existe un algoritmo que nos permite encon-

trar (t — 1) sucesiones minimales a € AY tales que Per(a) =t

Proof. Comenzemos con el periodo primo t = 3
Sea a = 001, b = 100, entonces

a_b = 000100 = 0001

bya = 101001 = 1010, entonces

Asi tenemos la siguiente permutacion asociada a los iterados de estas dos sucesiones

0121 34
12312

p:

De donde obtenemos el siguiente gréfico

Que representa la dindmica de o [[4_pp.q con a_b= 0001y bya = 1010

Veamos ahora p - p
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012 ] 34 012 ] 34 01 234
p-p= : = =D
1 23|12 1 23] 12 23| 123

Lo que genera el siguiente gréafico

Que representa la dindmica de o [,_p, 4 cOD

IS¥
I

a_

011 y Per(a) =3

01011 y bya = 1110, donde
a 1

Veamos ahora a p - p?

01234y (o1 ] 234 0] 1234
1 23] 12 23| 123 3] 1 2 31

El grafico que genera este arreglo no representa dindmica del mundo Lexicografico Clara-

3

mente las dos sucesiones minimales de periodo 3 en A% son 001 y 011
e Trabajemos ahora con periodo primo t = 5

Sea a = 00001, b = 10000, entonces

a_b = 0000010000 = 000001 y b,a = 1000100001 = 100010, asi

a_b = 000001 = 0 — ¢(000001) = 00001 = 1 — ¢(00001) = 00010 = 2 — ¢(00010) =
00100 = 3 — ¢(00100) = 01000 = 4 — ¢(01000) = 10000 = 5 — ¢(10000) = 00001 = 1
bia = 100010 = 6 — ¢(100010) = 00010 = 2

Asi tenemos la siguiente permutacion asociada a los iterados de estas dos sucesiones

01234156
1234512

p:

Que genera el grafico siguiente:
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0o 1 2 3 4 6

Que representa la dindmica de o [[,_p,q) cOD

a_b = 000001 y bya = 100010, donde a = 00001 y Per(a) =5

Ahora
01 234 ]| 56 01 2 3 4 a 5 6
p-p =
12345|12 1 23 45 a1 2
01 23] 456 )
= :p
2345|123

Que genera el grafico

0o 1 2 3 4 6

Que representa la dindmica de o [,_p, 4 cOD

a_b = 001001 y bra = 101010, donde
a=00101 y Per(a) =5
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Ahora

) 01 234] 56 01 23| 456
p-p =
12345 ] 12 2345|123
0123456 ,
= :p
3451234

Que genera el grafico

0o 1 2 3 4 5 6

Que representa la dindmica de o [[,_p, 4 cOD

a_b= 0101011y bya = 110110, donde a = 01011 y Per(a) =5

Ahora
5 01 234]| 56 012 | 3456
p-p =
12345 ] 12 345 ] 1234
01| 23456 \
= :p
34112345

Que genera el grafico

0o 1 2 3 4 5 6

Que representa a
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a_b=011101 y bya = 111110, donde a = 01111 y Per(a) =5

Luego:
A 01 234] 56 01| 23456
p-r =
12345 ] 12 34| 12345
0] 123456 5
= :p
4 | 1 23451

El grafico que genera este arreglo no representa dindmica del mundo Lexicografico Clara-

mente las sucesiones minimales de periodo 5 en A% son 00001, 00101, 01011 y 01111.
Las otras dos sucesiones minimales de periodo 5 son 00111 = a_d; con a = 01,d =
110 y 00011 = a_d; con a = 001,d = 10. Es facil ver que hy,,(00111,11100) =
h10p(00011, 11000) = Ay (01, 110) = by, (001, 10) > 0

e Trabajemos ahora con periodo primo ¢t =7

Sea a = 0000001 = 01, b = 1000000 = 10, asi

a_b= 0061y bya = 10510. luego

a_b =001 =0 — 0(00s1) = 061 =1 — 0(0s1) = 0510 = 2 0(0510) = 04100 = 3 —
0(04100) = 03103 = 4 — 0(03103) = 05104, = 5 — 0(0,104) = 0105 = 6 — o (0105) =
106 =7

bya = 10510 =8 — 0(10510) = 0510 =1

Asi tenemos la siguiente permutacion asociada a los iterados de estas dos sucesiones

0123456 738
123456712

p:

Lo que genera el gréfico
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01 23 45 6 7 8

Que representa la dindmica de o [[,_p, 4 con
a_b= 0061y bya = 10510, donde
a = 0000001 y Per(a) =17

Ahora sea
01 2345 1] 6738

p=p-p=
2345671123

Lo que genera el gréfico

01 2 3 45 6 7 8

Que representa la dindmica de o |[,_p, ) cOD
a_b = 00010001 y b,a = 10010010, donde
a = 0001001 y Per(a) =17

Ahora sea
01 234 ]| 56738

345671234

Lo que genera el gréfico
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Que representa la dindmica de o [[,_p, 4 con
a_b = 00101001 y b,a = 10101010, donde
a = 0010101 y Per(a) =7

Ahora sea
01 23| 456738

456712345

Lo que genera el gréfico

01 2 3 456 7 8

Que representa la dindmica de o |[,_p, ) cOD
a_b= 01010101y b,a = 11010110, donde
a = 0101011y Per(a) =17

Ahora sea
01 2] 3456738

56 7] 123456

Lo que genera el gréfico

65



01 2 3456 7 8

Que representa la dindmica de o [[,_p, 4 con
a_b= 01101101 y b,a = 11101110, donde
a=0110111y Per(a) =7

Ahora sea
01 | 23456738

6 7] 1234567

Lo que genera el gréfico

01 23456 7 8

Que representa la dindmica de o |[,_p, ) cOD
a_b= 01111101y b,a = 1141, donde
a=01lgy Per(a) =17

Ahora sea
| 1 23 456 78

0
7112345671

El grafico que genera este arreglo no representa dindmica del mundo Lexicografico Clara-

mente las sucesiones minimales de periodo 7 en A% son 0g1, 0001001, 0010101, 0101011,

0110111 y 0l
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Notamos que las otras sucesiones minimales de periodo 7 son:

e

1. 0000111 = a_d; con a =0001,d = 11

o

2. 0001111 =a_dy con a =001,d =111
3. 0000101 = a_d, con a = 0001, d = 100

4. 0011101 =a_-dya con a =01,d =11

5. 0001011 = a_dd, con a =001,d =1

6. 0001101 = a_dy con a = 001,d = 110

o

7. 0010111 = a_d; con a =0011,d = 11

8. 0011111 =a_dy con a =01,d =11110

9. 0011011 = a_d4 con a =01,d = 11010
10. 0000011 = a_d, con a = 00001, d = 10
11. 0010011 = a_d; con a = 00101, d = 10

12. 0101111 = a_dy con a = 011,d = 111

o

De acuerdo al teorema A todos ellos satisfacen hyp, (o, b(0)) = hyop(a, d) v por la obser-
vacion 1.0.11 se tiene hyyp(a, d) > 0

Supongamos que el resultado es vélido para todo periodo primo ¢ < (2n — 1),n > 6.

e Periodo primo ¢t = 2n — 1

Sea a = 0;11,b(a) = 10,_,, asi

a_b=0,10,—y = 00,1,

bia =10, 510, 11 = 10, 510

ab=00,41=0— (00, 11) = 0,11 =1 = o(0,11) = 0, 510 = 2 = 5(0,_510) =
05100 =3 = ... = 010, 5 =t — 1 = 0(010,5) = 10, 1 = — 0(10,1) = 0,1 = 1
bia =10, 510 = 0(10, 510) = 0, 10 = 2
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De donde obtenemos la siguiente permutacion asociada a los iterados de estas dos suce-

siones

0123...t—2t—1‘tt+1
p:
1234 .. t—1 ¢ ’1 2
Cuyo gréfico es
0o 12 3 73t—2t71 t+1

Asi obtenemos

+a = 10,510, donde

j=p)

a=0;_11yb=10,1 y claramente Per(a) =t

Tenemos

01 2 3... t—3 t—2’t—1tt+1
23 4 5. t—1 ¢t } 1 2 3

Cuyo grafico asociado es

0 1 2 3 -+- (-4, 4t-2 (-1¢ t+1
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Observemos que 2 no es divisor de ¢ ya que t es primo, asi
G_Q = 00@ 10@ 1
2 2
bia = 10%10%10, donde
a = 0%10%1, y Per(a) =1t
Observemos que a es de la forma 0,,,110,,1, donde m + 1 = %, m = 5*

Tenemos

01 2... t—4 t-3 t—2 t—1 t t+1
34 5.0 t—1 t 1 2 3 4

0 1 2 3-8 2t t el

Observemos que 3 no es divisor de t ya que t es primo. Debe entonces ocurrir que ¢ — 2

6t — 1 es multiplo de 3.

1. Sit — 2 es multiplo de 3, entonces

a_ b—OOTs)lO%l()TQl
b+a—10T510%10T510 donde
a=0:21021051 y Per(a) =t

t—5

Observemos que a es de la forma a = 0,,4110,,,4110,,1, donde m = =

2. Sit—1 es multiplo de 3, entonces

a_b=00:-410:-210¢-11
3 3 3
b+a—10T410T410T410 donde
a=0:-110:2410¢-41 y Per(a) =t
3 3 3
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t—4

Observemos que a es de la forma a = 0,,4110,,10,,1, donde m = ==

Tenemos

0 1... t—5 t—4 ‘ F—8 -2 t—1 t t+1
45...15—115’1 2 3 4 5

Cuyo grafico asociado es

o1 2 - [ N A AR

Como 4 no es divisor de t entonces 4 puede ser divisor de t — 1 o de t — 3, observemos
que 4 no puede ser divisor de t —2 ya que t —2 =2n — 1 — 2 = 2n — 3, es un numero

impar.

1. Si 4 divisor de t — 1, entonces

a,@ = 00¢=s 10%10@1(% 11

4 4

I

b+g = 10%10%10%10%10, donde
@ =0:0-110:-510:510051 y Per(a) =t

4

t—5

Observemos que a es de la forma a = 0,,4110,,10,,10,,1, donde m = =>

2. Si 4 es divisor de t — 3, entonces

a-b=00¢=710¢-s 10%10¥1

w

4

.

b+g = 10%10%10%10%10, donde
a=0:-510:0-510:510071 y Per(a) =t

4

=7

Observemos que a es de la forma a = 0,,4110,,4110,,,4110,,1, donde m = ==

70



Tenemos

0 1... t—5 ‘ Fo4 -3 t—2 t—1 t t+1
5 6... ¢ ) 1 2 3 4 5 6

Cuyo grafico asociado es

5 no es divisor de ¢ (suponiendo ¢ > 5), pero puede ser divisor de t — 1, t — 2, t —3 o

t—4

1. Si 5 es divisor de t — 1, entonces
a_b=00:=610¢-610 7610T610t 11

b+a:10 —610:=610¢=610: 610t 610 donde

U“
U“
U“

5 s 5 s
a:0z5110T10 5 610 s 610+ 61 yPer( )=t
Observemos que a es de la forma a = 0,,4110,,10,,10,,10,,1, donde m = %

2. Si b divisor de t — 2, entonces

a_b= 0077107710721077101& 21

5 5 5 5
bia = 10%10%10%10%1& 710, donde
a—O%ﬂOT?lO?le 5 710 71 y Per(a) =1t

=7

Observemos que a es de la forma a = 0,1110,1,10,,4110,,10,,,1, donde m = =

3. Si 5 es divisor de t — 3, entonces
G_Q = 00@10@10@10@10@1
5 5 5 5 5
bya =10:=5810¢=310¢=510¢=s 10%10, donde

t—81Ut_31Ut_8 1Ut_3
5 5 5 5
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CL—Ot 310

12310:-510:-5100 51 y Per(a) =t
Observemos que a es de la forma a = 0,,4110,,,4110,,,10,,,:110,,,1, donde m = %
4. Si 5 es divisor de t — 4, entonces
a_b=00:-910:-410¢-210¢-410¢-a1
5 5 5 5 5
bya =10:=910¢=24104=2104-210:-910, donde
5 5 5 5 5
a =0 410?10t5410t 410 91yP67“( ) t
Observemos que a es de la forma a = 0,,,4110,,,4110,,4110,,,4+110,,,1, donde m = %
Sucesivamente: si k < 5 tenemos
(o 1. m-1-k ) M-k m—k+1 ... 201—2 2n—1 2n
p =
k ok+l... 2n—1 ) 1 2 k=1 k k41

k puede ser divisor det —1ot—2o0...0t— (k—1)

b

3)

Si k es divisor de t — 1 = 2n — 2, entonces
a_b= O(OW 1)1@—102717];2 1

bia = 102%}3% 1(02%]37;c 1)k-10, donde

a= 0%1(()% g1y Per(a) =t

2n—2—k

Observemos que a es de la forma a = 0,,,411(0,,,1)x_1, donde m = ==

Si k es divisor de t — 2 = 2n — 3 (observemos que k debe ser impar) entonces

a,@ = O(O2n—k3—k 1)%0¥ 1(02n—k3—k 1)%_10¥1

b+Q = 1(02n7k37k 1)%0%1(02n7k37k 1)¥0, donde
a = 0%1(027113% 1)%0%1(02n7k37k 1)¥0%711 vy Per(a) =1

Observemos que a es de la forma a = 0,,,411(0,,1)50,,411(0,,1) 541, donde m =

2n3k k=3
yS— 2

Sik esdivisor det — 3 = 2n — 4.
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Observemos que t — 3 no es miultiplo de 3 ya que si ¢t — 3 fuera multiplo de 3
entonces t —3 =3k =t = 3k+3 =t = 3(k+ 1), entonces ¢ no serfa primo, luego
3 no puede ser divisor de t — 3, luego 3 no puede ser divisor de k ya que si asi

fuera
t—3 = r-k
= r-3h
Lo que implicaria que 3 es divisor de t lo que no puede ocurrir, pero 3 puede ser

divisorde k —10k —2

i) Si 3 es divisor de k — 1, entonces

a-b=00e5 11)iz10e51(0s ;1) s 1(0

2050 e U e e e e
b+Q:1(0% 1) kot 0%1(0%_11)%710%1(0% 11)%0, donde
a—Ot (T?)* ) 731(0%711)% 0731(0%711)%}7
Per() t

Observemos que a es de la forma

a=0m+11(0,1)50,111(0,,1)s0mm411(0,,1) g4, dondem = &3 —1y s = £ ]

ii) Si 3 es divisor de k — 2, entonces

a_ b—O(Ol 3 11) k=2 0T31(0l 3 11) 0%1(0% 11)k32 10l;31

b+Q: 1(0%_ 1) k-2 0731(0 k3_11)%0%1(0%_ )k320, donde
a=0:-31(003 1)z 10091001 1)1200-81(0es 4 1)i2 (0es 41y
Per(a ) t

Observemos que a es de la forma

@ = 0m111(01)s0m111(01) 5410411 (01 1) 541, donde

m:%—lys:%—l

Continuamos sucesivamente

k-1) k es divisor de t — (k — 1) = 2n — k, entonces a_b = 00 20—z 1(02n;2k+11)]€_1
b+Q = 10271;21@ 1(02n;2k+11)k_202n;2k 10, donde
a = (02n22k+11)k,102n;2k1 N Per(a) =1

2n—2k

Observemos que a es de la forma a = (0,,411),_10,,1, donde m = -
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Sucesivamente t + 1 = 2n, la mitad es n y n no es divisor de ¢, asi tenemos

n—1 n”.2n—1‘ 1

Cuyo grafico asociado es

0 1... =n } n+1 n+2

2n—2 2n—1 2n

n—2 n—1 n

0123 ... n-l S|
n-1 n+2

Que representa la dindmica de o [[,_p, 4 con
a_b=0(01),_,001

bya = 1(01),_10, donde

a=001(01),_2y Per(a) =t

Tenemos ademas:

n

0 1. n-1 ‘n n+1
p:

7zn+1“.2n—1‘ 1 2

Cuyo grafico asociado es

tfltt+1

2n—2 2n-—1 2n

n—1 n n+1
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0123 ... =2a-1 n a4l ... ot t+1
n+2

Que representa la dindmica de o [[,_p,q) cOD
a_b = 0(10),_;1

bra = 1(10), 2110, donde

a=(01),2011y Per(a) =t

Ahora si k > % tenemos

0 1... t—Fk | t—k+1 ... 'k ...t t+1
k k+1... ¢ | 1 o 2%k—t ..k k+1

Asik=1-(t—k)+i, paraalgini =0,...,(t — k) y para algin [ € N

En efecto

Como ! < k, entonces t < t 4+ 1 < 2k, luego
k>t—k+1>t—Fk,astk=1-(t—k)+1, para algin i = 0,...(t — k) y para algun
leN

Sik=1-(t—k)+iconl>1entoncest=(I+1)-(t—k)+1, en efecto
Comot=t—k+k=0t—-k) +1l-t—k +i=00+1)-(t—Fk)+1

Observemos que si ¢ = 0 entonces k =t—1 (yaque t = (I4+1)-(t—k) y como t es primo

s6lo puede ser sit —k =1=k=1t—1). Este caso es p'~! que vemos més adelante
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1)Sii=1,k=10-(t—k)+1yt=(I+1)-(t—Fk)+1, entonces
CL_Q = 0(110)t—k1
b+g = 111(011)t7k7201l+10a donde

a=(01;);—x—101;41 y Per(a) =t Notemos que a = (01;);01;.; paras =t —k —1

2)Sii=2k=1-(t—k)+2yt=(1+1)-(t—Fk)+2
Observemos que t — k es impar
En efecto como ¢t = (I +1) - (t — k) + 2 es impar entonces (I + 1) - (¢ — k) es impar
y para que esta multiplicacién sea impar cada factor tiene que ser impar. Asi
a_b= 0(1[0)M€T—111+10(110)MT—11
bia = 11[0(1[0)Hchlil]_H_lO(llO)HchlillH_lO, donde
a= (Oll)t—lﬁT—101[+1(Oll)t—lﬁT—l_101l+1 y Per(a) =1

Observemos que a es de la forma a = (01;),4101;11(01;),01;,1, donde s = ==L 1

3)Sii=3k=1-(t—k)+3yt=(0+1)-(t—Fk)+3

a) Si 3 es divisor de t — k + 2, entonces
0-b=0(110) oz 11410(110) etz ,11410(110) sz 1
bra=1(10) 2 1110(110) imisz 511110(110) imksz 11410, dondle
0= 0(110)-ss2_;11110(1,0)

t*’“+2721l+10(1l0) t—k+2721l+1 y Per(a) =1

3 3

Observemos que a es de la forma a = (01;)51101;,11(01;)501;41(01;)s01;4 4,

t—k+2 )

donde s = 5

b) Si 3 es divisor de ¢ — k + 1, entonces
G_Q = 0(1l0> t*’§+1,11l+10(1l0) t*’§+1,11l+10(1l0) t—1§+1711
bJrQ = 1(1[0) t—l§+1_111+10(110) t—k+1_11l+10(1l0) t—k+1_2ll+10, donde

3 3

a = 0(110) t—1§+1_111+10(110) t—k+1_11l+10(1l0) t—k+1_2ll+1 N Per(a) =1

3 3

Observemos que a es de la forma a = (01;)51101;41(01;)54101;41(01;)501544,

dondes:t_’CT+1—2

Sucesivamente
Sii=t—k—1,entonces k=1-(t —k)+t—k—1yt=(0+1)-(t—k)+t—k—1

El grafico asociado es:
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Del grafico observamos que
0 - k—k—(t—-k—...>k—(0-1)-t—k) —=t—k—1—

g

l

- t—=1—=t-1—-(t—-k)—...>t—-1-1-(t—k)>t—k—-2—

~
I+1

— t—(t—-k—-2)=>t—(t—-k-2)—(t—k)—...2t—-k—-1—>1—
11
— k+1—=k+1-(t—-k)—...=>2-(t—k)>t—k—>t—k

g

l

Donde x =t — k — 2

y
t+1 —- k+1—=k+1—-(t—k)—...2k+1-(01-1)-(t—Fk) =>t—k—

'

l
- t—=k—=>k—-(t—-k—...ok=(I-1)-t—k) —>t—k—-1—

I+1

)

— k+2—k+2—(t—k)—...2k+2-1-(t—k)—>1—

~—
I+1 )
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— k+1
Dondeo=t—Fk—1
Asi obtenemos
a_b=01,0(1,210); 21,01
bya = 11,0(1;410)¢— g1
Donde a = 01;,0(1;410)¢—_21;41. Sim =t — k — 2, entonces a = 01,0(1;110),, 141 y
Per(a) = 1+1+14+(1+2)-t—k—-2)+1+1
= (I+2)-t—-k—-1)+1+1
(+1)-t—k-1)+t—k+1
= (I+1)-(t—k)+t—k+1
t

Si 7 = 0, tenemos

0 1 ‘ 2 3 =1t 41
Pl =
t—lt‘12 =2 t—1 ¢
Cuyo grafico asociado es
o1 2 3 4 5--- ;t-1¢ t+1

Que representa la dindmica de o |4_pp,q cOD

a,é = 01t7201,

bya = 11,10, donde

a=0l;_1y Per(a)=t O
Observation 3.1.4. 1. Restaria ver que si o es una sucesion minimal periodica de

periodo t distinta de las t — 1 anteriores entonces hyoy(cv, b(a)) > 0. Notamos que
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t

hay + (1 —t) sucesiones con esta propiedad. Es facil verificar el resultado

parat=2,3,5 9y 7.

2. Como cada oo € AZ satisface hiop(r,b(c)) = 0 entonces la prueba de lo senalado
en 1. implicaria que el proceso anterior permite encontrar todas las sucesiones

a € A% de periodo primo.

Theorem 3.1.5. Si a € Per(o) N Mins es de periodo primo t entonces

1. a es una de las t — 1 sucesiones que se obtienen de 0;_11 por el procedimiento

descrito o

2. Existen sucesiones o € Per(o) N Miny y € Per(c) N Maxy tales que a €

A (e, B) con la condicion de que > b(a)

Proof. La siguiente descripcién del conjunto Miny N Per(o) se encuentra en [23] y [24].
Denotamos por Per(c) al conjunto de las sucesiones periodicas para la funcién shift o
y por 4= A

Para todo a € A, definimos A(a) = {d € Maxy N Per(o);a < a(d) < b(a) < d}. Para
d € A(a) sea Ag(a,d) = {a_d"'d,,a_d,a" ';n € N}; Ai(a,d) = {m(ar,a2);a1 <

as son sucesiones consecutivas en Ag(a,d)} U Ag(a,d).

Ahora, definimos inductivamente, para n > 1

Apii(a,d) = {m(al, as);a; < ap son sucesiones consecutivas en A, (a,d)} U A,(a,d)
Sea Ax(a,d) = U2 A, (a,d).

Llamamos al conjunto A, (a,d) la (a,d)—gorgona

Ahora, definimos

A()UU UA ad

acAo deA(a)

Ahora definimos, para n > 1 el conjunto

n+1 AUU UA ad
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Claramente, tenemos que Ay C A; C Ay C ... Sea Ay = Upen,An. Se tiene que

Theorem 3.1.6. [24] El conjunto A, = Miny N Per (o)

Entonces debe ser que existe n € N tal que a € A,,.
Si n = 0, entonces a € Ay y debe ocurrir que a € A, (otro caso a no tiene periodo

primo). En este caso a debe provenir de aplicar el procedimiento a 0, ;1.

Sin>1yae€A,\ Ay entonces existe « € A,_1 y € A(a) tal que a € Ax(a, ).
Observamos que no puede ocurrir que el periodo de « sea igual que el periodo de 8 (en
efecto, en este caso en A, (a, ) no hay orbita peridédica de perfodo primo). Con esto

la tnica forma de que § € A(a) es que > b(a)

O

Corollary 3.1.7. En el caso 2 de la observacion 3.1.4 se cumple que hyp(a,b(a)) >0

Proof. En efecto, hiyp(a,b(a)) = hp(a, 5) > 0 puesto que 8 > b(a) 1o O

3.1.2 Algoritmo periodo no primo

Theorem 3.1.8.

Sea t un periodo no primo

1. Si k es primo relativo con t entonces p¥ genera una sucesion a € A talque

Per(a) =t

2. Si k es divisor de t, entonces p* genera una sucesién a € AX talque Per(a) =

| =+

(que es divisor de t). Sik =2 entonces la sucesion a genera a la sucesion a_b, €

AZ b =b(a), de periodo t. Si k > 3 entonces la sucesion a genera las sucesiones

a_b*2b, y a_bya*2de periodo t en AX
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3. Sit=1ky-toyk =ki-ky, conty yky primos relativos y ky > 1 entonces p* genera
una sucesion a € AL tal que Per(a) = ta. Siky = 2 entonces la sucesion a genera
a la sucesion a_b, € AX b = b(a), de periodo 2ty = t. Si k1 > 3 la sucesion a

genera las sucesiones a_b*'=2b, y a_b a2 de periodo ky -ty =t en A%

Observation 3.1.9. Para cada n € N denotamos por

P, ={m;1 <m < n;m es primo relativo con n}

D, ={m;1 <m < n;m es divisor de n}

MC,={m;l<m<nn==Fky -to,m="ky kyconk;>2,i=12y (ts,ky) =1}

Ejemplos

1. B={1},Dy=0,MCy =0

o

Py={1,2},Ds=0,MC3 =10

3. Py={1,3},D,= {2}, MC, =)

4. Ps=1{1,2,3,4},D5 =0, MC5 = ()

5. Py ={1,5},Dg = {2,3}, MCs = {4}

6. Pr=1{1,2,3,4,5,6},D; =0, MC; =)

7. Py ={1,3,5,7}, Ds = {2,4}, MCs = {6}

8. Py=1{1,2,4,5,7,8}, Dy = {3}, MCy = {6}

9. Pyy=1{1,3,7,9}, Dyy = {2,5}, MCyp = {4,6,8}
10. Py =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, Dy; =0, MCy; = ()

1] P12 - {1, 5, 7, ]_1}, D12 - {2, 3,4, 6}, MC’H - {8, 9, 10}

Consideramos N = I U P, I = impares = {1,3,5,7,...}, P = pares = {2,4,6,8, ...}

Suponemos que n € I entonces los teoremas 3.1.3 y 3.1.8 garantizan:
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i) Sin es primo podemos construir (n — 1) sucesiones minimales en A, de periodo

n
ii) Sin no es primo, n = ky - ty, entonces

a) Cadan € P, genera una sucesion a € Ay, de periodo n

n
b) Cada m € D, genera una sucesion a € A de periodo — = k y podemos
m

formar las sucesiones a_b,a™ 2, a_b™"2b, que estdn en A y tienen periodo

n

c) Cadam € MC, genera una sucesion a € A% de periodo ty y podemos formar

2

las sucesiones a_bya™ =2, a_b"2b, de periodo n que estin en A

d) En este caso construimos en total #(P,) + 2#(D,,) + 2#(MC,,) sucesiones
en A% a partir de 0,11
Ejemplo
e Paran =9 se tienen 5+ 2+ 2 =9 sucesiones de A
e Para n =11 se tienen 10 sucesiones de A

e Paran = 15 se tienen 4 + 4 + 8 = 16 sucesiones de A
Suponemos que n € P. En este caso los teoremas 3.1.3 y 3.1.8 garantizan

a) Para cada m € P, se genera una sucesion a € A, de periodo n
./ o0 7/ n
b) Para cada m € D,, se genera una sucesion a € A de periodo — =k
m

b.1) Si m =2 entonces a genera a_b, de periodo n = 2k en A

b.2) Sim >3 entonces a genera sucesién a_b,a™ 2, a_b™ b, de periodo n

c) Cada m € MC,, genera una sucesion en AX de periodo ty (n = ky - ts)

c.1) Si ky =2 tenemos la sucesion a_b, € A% de periodo n

c.2) Siky > 2 tenemos las sucesiones a_bra" =2 ya_b"%b, de periodon = k;-t,
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d) Escribamos n =2 - s y dividamos MC,, en:
MC,2)={m;l<m<n,m=2-r con (r,s) =1}
MCH=MC,\ MC,(2)

d.1) Cada m € MC,(2) genera a € AY de periodo s y a genera la sucesion
a_by € A% de periodo n
d.2) Cadam e MCY,m=ky ko, ki >3,n=Fk -ty genera una sucesion a € A

de periodo ty y a genra las sucesiones a_b,a* =2 a_b"1=2b, en AX de periodo

n.

Concluimos que en este caso se generan #P, + 2[#(D,,) — 1]+ 1+ #(MC,(2)) +
2#(MCF) sucesiones de periodo n

Ejemplo

e Paran =6 tenemos 2+ 1+ 2+ 1= 6 sucesiones

e Paran =8 tenemos 4+ 1+ 2+ 1 =8 sucesiones

e Paran =10 tenemos 4+ 1+ 2+ 3 = 10 sucesiones

e Paran =12 tenemos 4 +1+4+6 +4 + 1 = 16 sucesiones

Proof. (del teorema 3.1.8) Comenzamos con el periodo ¢t = 4
Sea a = 0001, b = 1000, entonces

a_b = 00001000 = 00001

bya = 10010001 = 10010, entonces

a_b = 00001 = 0 — ¢(00001) = 0001 = 1 — &(0001) = 0010 = 2 — ¢(0010) = 0100 =
o(0100) = 1000 = 4 — ¢(1000) = 0001 = 1
bya = 10010 = 5 — ¢(10010) = 0010 = 2

Asi tenemos la siguiente “permutacion”

0123145
123 4] 12

De donde obtenemos
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Que representa a: a_b = 00001 y b,a = 10010

Aqui k =1y (4,1) = 1 son primos relativos y a = 0001 es de periodo 4
Veamos ahora p - p

01 23] 45

01 23| 45 01 2] 345 )
p-p= =P
1 23 4] 12 1 23 4] 12 2341|123

Lo que genera a
(e} 1 2 3 4 5

Que representa a: 001 = 0010 =a_b,a = 01,110 = 1101 = b, a

Aqui k = 2 es divisor de 4 y p? genera a = 01 de periodo 2. Esta sucesién genera a la

sucesion o = a_b; = 0011 € AY y observamos que Per(a) =4

, , (01 23] 45\ (012]345 0 1
pP=pp = :

| 2 3 45
123412/ \234]123 3411234

Que genera a
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Y obtenemos a_b = 0110111 = 01101 y bya = 1111

Aqui k =3y (3,4) = 1 son primos relativos y a = 0111 es de periodo 4

0] 12345
12341112/ \34] 1234 4112341

Notamos que todas las sucesiones minimales de periodo 4 son 0001,0111,0011 y todas

ellas estan en AL

Periodo t =6

Consideremos a = 051, b = 105, asf a_b = 0051, bya = 10410, luego

a_b =0051 =0 — 0(0051) = 051 =1 — 0(051) = 0410 = 2 — 0(0410) = 03100 =
3 — 0(03100) = 001000 = 4 — ¢(001000) = 010000 = 5 — ¢(010000) = 105 = 6 —
o(10;) = 051 = 1

bya =10410 =7 — 0(10410) = 0410 = 2

Asi tenemos la siguiente ” permutacion”

012345167
12345612

De donde obtenemos
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Que representa a a_b = 0051, bya = 10410
Aqui k£ =1y (1,6) = 1 son primos relativos y a = 051 es de periodo 6

Veamos ahora p - p

) 012345167 012345167
p:
1 23456 |12 1 23456 |12
01234567
23456 | 123
o 1 2 3 4 5 6 7

Que representa a a_b = 0001, b,a = 1010
Aqui k = 2 es divisor de 6 y a = 001 es de periodo 3. Esta sucesién genera o = 000101
que es una sucesién a € A de periodo 6

Determinemos ahora p?, observemos que 3 es un divisor del perfodo ¢ = 6
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5 01 2345167 01234] 567
p:
1 23456 |12 2 3456|123
012314567
3456|1234
o 1 2 3 4 5 6 7

Lo que genera a a_b =001y b,a =110

Aqui £ = 3 es un divisor de 6 y a = 01 es de periodo 2. Esta sucesion genera la sucesiéon
ap = LM = 001101 y ap = % = 001011 que son sucesiones pertenecientes a A
de periodo 6

Veamos ahora p*, observemos que 4 no es divisor del perfodo ¢ = 6, pero es un miltiplo

de 2 y 2 es un divisor de 6.

. fo1234as5 167\ 0123|4567
Pl osase 12 \sas 612384
Cfo1 234567
45612345

o 1 2 3 A

9]
o
\]
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De donde tenemos a_b = 0101, b, a = 1110

Aqui k =4=2-2,t=6=2-3y a =011 es de periodo 3. Esta sucesion genera la

sucesiéon o = a_b, = 010111 € A de periodo 6

Consideremos ahora p°

5 012345167 01 2] 34567
p:
1 23456 |12 4 56 | 12345
01]2345¢67
56 | 1 23456
o 1 2 3 4 5 6 7

De donde obtenemos a_b = 0111101, bya = 1111110

Aqui k =5, (5,6) = 1 son primos relativos y a = 015 es de periodo 6

. (or2345 67\ (01234567
P llesase 12 \se 123456
o fol 1234567
C\6 11234561

Observamos que las otras sucesiones minimales de periodo 6 son

l. «o

a_dy = 001111, donde a = 01,d = 1110 y satisface hpp(a, b)) >0

o
)
|
S
|
o

_dy = 000011, donde a = 0001, d = 10 y satisface hyop(c, b(a)) > 0

3. a=a_d; =000111, donde a = 001, d = 110 y satisface hyop(c, b(a)) > 0
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Notamos que cada una de ellas es de la forma a_d. vy, de acuerdo al Teorema A,
hiop(a, b(c0)) = hiop(a, d). La observacién 1.0.11 implica que hyp(a,d) > 0 en los tres
casos anteriores.

Periodo t =8

Consideremos a = 071, b = 107, ast a_b = 0071, b a = 10610, luego

a_b=0071 =0 — 0(0071) = 071 =1 — 0(071) = 0610 = 2 — 0(0610) = 0510, = 3 —
0(05105) = 04103 = 4 — 0(04103) = 03104 = 5 = 0(03104) = 05105 = 6 — 0(02105) =
0105 = 7 = 0(0105) = 107 = 8 — 0(107) = 01 = 1 y boa = 10610 = 9 — o(10510) =
0610 = 2.

Asi obtenemos la siguiente permutacion

01234567 809
12345678 12

p:

0O 1234567 8 9

De donde obtenemos a_b = 0071, bya = 10610
Aqui k =1, (1,8) = 1 son primos relativos y a = 071 es de perfodo 8

Consideremos ahora p?

0123456 789
2345678 123

P’ =
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de donde obtenemos a_b = 00001, b,a = 10010
Aqui £ = 2 que es divisor de 8 y a = 0001 es de periodo 4. Esta sucesién genera a

a = a_by = 00001001 € A que es de periodo 8

Consideremos ahora p?

01 2345 67289
3456 78 1234

P’ =

0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9

De donde obtenemos a_b = 001001001, b,a = 101001010
Aqui k = 3, (3,8) = 1 son primos relativos y a = 00100101 es de periodo 8.

Consideremos ahora p*

0123456789
45678 1234°5

Pt =
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0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Entonces tenemos a_b = 001, bya = 110
Aqui k = 4 que es divisor de 8, a = 01 es de periodo 2. Esta sucesion genera las suce-
siones: a; = a_bya® = 00110101,y = a_b*h, = 00101011 y a3 = (a1)_(b1), donde

a; = a_by = 0011, asi a3 = 00101101 que son sucesiones en A% de periodo 8.

Consideremos p°

0123 4567289
56 78 123456

5

o1 2 3 4 5 6 7 8 9

De donde obtenemos a_b = 010110101, b,a = 110110110
Aqui k =5, (5,8) = 1 son primos relativos y a = 01011011 es de periodo 8

Consideramos p°

012 34567289
6 78 1 234567

6
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o 1 2 345 6 78 9

Asi tenemos a_b = 01101, b,a = 1111

—_

Aqui k=6=2-3,t=8=2-4y a= 0111 que es de periodo 4. Esta sucesién genera a
a=a_by =01101111 € A% que es de periodo 8.

Consideramos p”

0 1] 2 34567289
78 12345678

7

O 1 2345 678 9

De donde tenemos que a_b = 01601 y bra = 1150
Aqui k=7, (7,8) = 1 son primos relativos y a = 017 es de perfodo 8

Por ultimo consideremos p®

00 123456789
8 123456781

P’ =

Las otras sucesiones minimales de periodo 8 son las siguientes:

1. a =a_dy =00111011, donde a = 01,d = 111010
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2. a=a_-dy =00111111, donde a = 01,d = 111110

3. a=a_d; = 00000011, donde a = 000001,d =1

1

4. a« =a_d, = 00010011, donde a = 000101, d

5. a =a_dy = 00010101, donde a = 001, d = 10100

6. o =a_d; = 00011011, donde a = 001, d = 11010

7. a=a_d; = 00011111, donde a = 001,d = 11110

8. a=a-dy =01011111, donde a = 011,d = 11110

9. a =a_d; =00000101, donde a = 00001, d = 100
10. @ =a_d; = 00000111, donde a = 00001, d = 110
11. a=a_d, = 00100111, donde a = 00101, d = 110
12. a=a_d; = 01010111, donde a = 01011,d = 110
13. a=a_d; = 00001101, donde a = 0001, d = 1100
14. o =a_d; = 00001111, donde @ = 0001,d = 1110
15. o =a_d; = 00101111, donde @ = 0011,d = 1110

16. a = a_dia =00111101, donde a = 01,d = 111
17. a =a_ddy = 00001011, donde a = 0001,d =1

18. a =a_d;a = 00011001, donde a = 001,d = 10

19. a =a_dd; = 00110111, donde a = 01,d = 11

Notamos que al aplicar el Teorema A se tiene que hyyp(cr, b(ar)) = hyp(a,d) > 0 para

todas ellas.

Sucesivamente consideramos a = 0;_11 de periodo ¢ no primo
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1. Si k es primo relativo con ¢ entonces p® genera una sucesién a € A talque

Per(a) = t, donde

{0 1 ik } bkl . t—k4j ...t t41
p =
kok+1... ¢ } 1k k41
Proof. La demostracion es andloga al caso primo O

t
2. Si k es divisor de t, entonces p* genera sucesién a € AX talque per(a) = z (que
es divisor de t)
Proof. Observemos que si k es divisor de t, entonces k < %, asi
(o 1 ik ‘ bkl . t—k4j ...t t41
kok4+1... ¢ ‘ 1k k1
El grafico asociado es
k
012 o ki I R P |
Del gréfico observamos que:
0—=k—2k—=3k—...ot—k—>t—=k
ik
) k
t_
t+1—>k+1—>2kz+1—>...—>(T—l)~k+1—>%-k+1—>1—>k+1
|

Donde obtenemos
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t—k t
a:Ot_kl,yPer(a):T_|_1:E

~
|
5

% entonces podemos escribir a = 0,,1. Esta sucesién a genera las
sucesiones a_bya*? y a_b*"2b, de perfodo t, pertenecientes a A%. Notar que

para k = 2 es una sola sucesién a_b; € A% O

. Sit=ky-tyyk =k ko, contyy ky primos relativos y k; > 1 entonces p* genera

sucesién a € A tal que Per(a) =ty
Proof. Primero suponemos k < £

0 1... t—k ) bkl o t—k+j ... & L1
BV TS T ‘ 1k k1

(a) Si k divide a t — 2, entonces k; = 2, en efecto
h-ky-ko+2 2
Como k divide at—2, entonces t—2 = h-k = t, = lk—ﬁ = h-kg—i-k—,
1 1

entonces para que to € N, ky debe ser divisor de 2, luego ky = 2

El grafico asociado a la permutacion es

O 123 -+ g «vvypyp...t=2 ¢ t41
t

Del gréfico observamos que
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0 — @—>2k%...—>t—k—g%t—2—>

~
=2
k

- k—-2—=22k-2— ... 5t—k—4—>t—4— ky — 1

1

- 4 -sk+4— ... =t =-2k+23t—-k+2— )

— 2—=k+2— ... ot—k—=t—=k

~\~
t—2
k

y
3\
t+1 — [~c+1—>2k+1—>...—>t—k—1—>t—1—>

t—2
&1

- k-1—-2k-1— ... 5t—-k—-3—1t—-3—
ko

- 5 =k+b5—...2t—-2k+3=>t—k+3—

- 3=2k+3—=...=2t—-2k+1—=>t—k+1— )
— 1 —=k+1

En la primera parte tenemos ko — 1 veces, ya que si consideremos sélo los

inicios de cada sucesion tenemos:

kok—2...,86,4= 2ky,2-(kg—1),...2-4,2-3,2-2
—_— KRR~
ko—1 ko—2 3 2 1
Luego tenemos ky — 1 términos. De manera analoga podemos observar que

la sucesién maximal, asociada a la permutacion, tiene ko términos.
Asi obtenemos

a_b= 0(0%_11),@,10%1

bia= 1(0%_11);@0

a = 0%1(0%711);@_1

Sim+1= %, entonces a = 0,11 1(0, 1) 5,1 ¥
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Per(a) = (m+2)+ (m+1)(ks—1)
= Z24+1+ 22k —1)
= 24142k, L2
= 2k +1
= Sk +1
= 5241
= 241
= ty—1+1

= 1y
La sucesién a genera la sucesion a_b, (ya que k; = 2) de periodo k; -ty = t,

1 o0
pertenecientes a A .

(b) Si k divide a t — 3, entonces k; = 3, en efecto
h-ky-k
Como k divide at—3, entonces t—3 = h-k = t, = %—i_?’ = h-kg—i-ki,
1 1

entonces para que to € N, by debe ser divisor de 3, luego k1 = 3

El grafico asociado a la permutacion es

012 3 viv kML ... -kl .o i1 £ t+1

Del grafico observamos que

0 — [@—>2k%...—>t—k—3%t—3—>

Vv
t—3
81

- k—-3—2>2k-3—...2t—-k—06—>1t—6— ky — 1

- 6=k+6—...=2t—-2k+3—=t—-k+3
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— 3=2k+3—= ... =2t -2kot—k—=>1t—=k

~~
t—3

k

y

t+1 = k+1=22k+1— ... 21l —-k-2—51t-2—

t—3
B

- k-2—-2k-2—...5t—-k—-5—1t—-5—

- T=2k+T7T—=...25t—=2k+4—=t—-—Fk+14
- 4 =sk+4—- ... =5t =2k+1—=t—-k+1

- 1—=k+1

\

ks

En la primera parte tenemos ko — 1 veces, ya que si consideremos sélo los

inicios de cada sucesion tenemos

kek—3,...,9,6= 3ky,3- (ks —1),...2:3,32

k2*1 k272

Luego tenemos ks — 1 términos, de manera analoga podemos observar que la

sucesion maximal tiene ko términos.
Asi obtenemos
a-b=0(0cs 1), 10es1

bia = 1(0%_11);@0, donde

a = 0%1(0%_11)]@,1
Luegosim+1 = %, tenemos
@ = 0p411(0m1)iy—1 ¥

Per(a) m+2+ (m+1)(ks—1)

= 241452k - 1)
= P41+ 8k -5
= k41

= Skt 1

= B4

= B2 41

= th—1+1

= 19

La sucesién a genera las sucesiones a_bia y a_bb, de periodo t = k; - t,
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: ., 00
pertenecientes a A%

(c) Si k divide a t — 4, entonces k; tiene que ser 2 o 4

En efecto

h-ki-ky+4 4
Como k divide at—4, entonces t—4 = h-k = t, = G S e =h-ko+—

k1 ki’
entonces para que t, € N, ky debe ser divisor de 4, luego ky =20 k; =4

e Si k; = 2 entonces el gréifico asociado a la permutacion es

0 123+ Kl --+  toktl oo f-lztt]

Del gréfico observamos que

0 — k—=2k—. .. st—k—-4—-t—4—
tgg
k4% A . t—k—8—1—8— k22_1
- 6—2k+6—...2t—-2k+2>t—k+2
- 2=2k+2—> . st—k—-2—2t—-2—
%
- k=2=2k-2— ... =2t—-k—-6—>1t-6—
e
s k—6—22%—6— .. —t—k—10—{—10— ’f22—1_1
— 8= k4+8—...>t—-2k+4—t—k+4 )

— §%k+4%.“%t—@%t%k

t—4
k
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3\
t+1 — @+1—>2k+1—>...—>t—k—§—>t—3—>
|
— k—3—22k—-3—> ... 2t—k-T—>t—-T— k22_1
- T—=k+7—...—2t—-2k+3—=t—-k+3
— 3=2k+3—> ... ot—k-1—=21-1—
%
.
— @—1—>2k—1%...—>t—k—§%t—5—>
— k—-5—22k-5—>...2t—-k—9—>t—9— fey — 1
2

- 9 =2k+9—>... . =t—=2k+5—=t—-—k+5

- H=2k+Hh ... =2t—-2k+1—=t—k+1
— 1 —=k+1

En la sucesién minimal tenemos primero X2=1

f ko—1
5— términos y luego #— — 1

2

términos, en efecto tomemos los primeros terminos de cada sucesion

k—10
Bk =4k =8k —12...k —4T = 10,k —4(T +1) = 6,7 = —
k— 10 k=2  2k—2 k-1

2 = 1 +2 = 1 1 5 S decir hay % términos,

analogamente tomamos los primeros términos de la siguiente sucesién
k—10 k—6 2ky—6
k—2k—6,....k—(2+4T) =8,T = — —

T+1=
4 + 4 4

ks —3  ko—1

2 2

—1 términos. Analogamente se procede
con la sucesiéon maximal. De donde obtenemos

T+

—1, asi tenemos ]”2_ !

a_b= 0(0%711)%0%1(0%711)%_10%1
b+Q = 1(0%_11)@0%1(0%_11)@0, donde
a = 0%1(0%_11)?710%1(0%_11)%

Sim+1:%ys+1:kQ;l,entonces

a = Om+11(0m1)50m+11(0m1)5+1 y
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Per(a) = m+2+(m+1)s+m+2+(m+1)(s+1)

_ t=4 t—4 (ko—1 t—4 t—4  ka—1
= Ayl o) dp g id el
= el gt oGl gl
= 2td. kol g id 49

=4

k k2_%+%+2

= L2+ 2

En este caso la sucesion a genera la sucesion a_b, € A, que es de periodo
2t—2=1

e Si k1 = 4 entonces el gréafico asociado a la permutacion es

0123 »++» S U Y t-12 t+1

Del grafico observamos que

0 — [@—>2k%...—>t—k—4%t—4—>

Vv
t—4
o

— k—4—=2k—-4— ... 2t—-k—-8—=t—-8— %k —1

- 8 =2k+8—=...2t—-2k+4—=>t—-k+14

— §%k+4—>...—>t—2k—>t—l§%t—>k

s
t—4

k
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\

t+1 — @+1—>2k+1—>...—>t—k—§—>t—3—>

t—4
o

- k—-3—=22k-3—= .. 2t—-k—-T—1t—-7—

- 93k 4+9—> ...t —-2k+5—2t—k+5—

- H—=k+b—...ot-2k+1—>t—Fk+1
- 1—=k+1
En el primer caso tenemos ko — 1 terminos ya que tomando el primer término
de cada sucesion tenemos:

kok—4,...,12,8 = 4ky ,4(ky —1),...4-3.4 -2, donde claramente tenemos
~ —— ~~ ~~

k2*1 k272 2 1
ko — 1 terminos, de manera analoga se prueba que en la sucesién maximal

hay ko terminos.

Asi obtenemos

a,@ = 0(0%711)]@,10%1
bia = 1(0%_11);@0, donde
0= 0eal(0es 1),

Sim+1= %, entonces
@ = 0py11(0m1 )1 ¥
Per(a) = m+2+(m+1)(k—1)
= 24142 (k—1)

_ t—4 t—4 t—4
= LAyl ttg, -t

= ik +1
= 44 o4

= ty
La sucesion a genera las sucesiones a_b,a® y a_b*b, pertenecientes a A de

periodo 4ty =t

e Sucesivamente si k divide a t — k 4 2, entonces ky = 2

En efecto si k divide a t —k+2, entonces t —k+2 = h-k entonces t = h-k+k—2,
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(h- _ 2 i
luego ty = %ﬁw =h-ky+ ky— T asi como t5 € N tenemos que k; es
1

divisor de 2, luego ky = 2

El grafico asociado a la permutaciéon es

Observemos que
0 = k=2k—... 2t-2k+221t-k+2—

N~

t—k4+2
T 1

- 2—=2+k— .. t-2k+4—>t-k+4—

A
t—k+2
k

ko —1

- k—-4—-2k-4—- ... >t—-k—-2—=t—-2—

— k—2—=2k-2—...=2t—k—t )
Observemos que son ks — 1 terminos ya que si consideramos el primer elemeto de

cada sucesién tenemos:

24, . k—4k—2=2-1,2-2...,2-(kg—2),2- (ks — 1), es decir tenemos
SN < 2

1 2 vV vV
ka—2 ka—1
ko — 1 términos y para cada sucesion maximal tenemos

t+1 — k+1—=2k+1— ... 2t-2k+3>t—-k+3—

t—k4+2
T 1
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- 3—=23+k—>... =2t -2k+5—>t-k+5— )

'
t—k+2
k

ko —2

— @—3—>2k—3—>...—>t—k—l—>t—1—>

t—k+2
k

J

— k—122k—1— ... 5t-2k+12t—-k+1->1—=2k+1

~
t—k42
T 1

Observemos que son ky — 2 términos ya que tomando el primer elemento de cada
sucesion tenemos

3,5,..k—3=2-14+1,2-2+1,...,2 (kg —2) 4+ 1, es decir tenemos ky — 2 ter-
H]f—/HQ/—/ NG ~
ka—2

minos.
Asi obtenemos

a,é =00 t—ﬁ-&-Q _11(0 t—lz+2 1)]62,1

b+g == 10t—ﬁ+2711(0i—i+2 1)k2,20t—i+27110 Donde a = (Ot—ﬁ-&-Q 1)]62,1015—?-2711.

S tkt2
Sim = =

— 1 tenemos que @ = (0 111)k,—10m1 y

Per(a) = (m+2)-(ka—1)+m+1
(R 1) (1) 4 k2
t

_ —k+2 k‘g + kg o t—l]z—l—? 14+ t—l]z—l—?

e

- HC—+2]€2+/€2—1
_ t—k+2
= 52 kat k-1

. 2to —2ko+2 o
= elet? g, g

- t2-k‘2+1+k2—1

= 1
En este caso como t = 2t,, entonces la sucesiéon a genera la sucesiéon a_b, de

periodo 2t; =t perteneciente a A.
Es claro que no puede ocurrir que k divide a t — k + 1 ya que si asi fuera k; =1,

contrario a k; > 1.
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Ahora vemos el caso en que k > % En estas condiciones tenemos:

0 1. t—k ‘t—k+1.” Bt t41
P = ’

kE kE+4+1... t 1 con 26—t ... kK k41

Observemos que si k > % entonces 2k >ty k >t —k, k=1-(t—k)+iy

t=k+t—k=I1t—k+i+t—k=({+1)-(t—k)+ipara algun l € N,
i=0. . t—k—1

e Si ¢ =0, entonces el grafico asociado a la permutacion es

012 ... O T an ]

Del gréfico observamos que

0O—-k—k—(t—k —k—-2-(t—k)—...k—(1—-2)-(t—k)—>t—k—>t—k

-1

Asi obtenemos

@ b= 01,01

bra =110

Donde a = 01; y Per(a) =1+1

Como k =1(t—Fk)yt=(l+1)(t—k), entonces el Per(a) cumple con lo senalado
en el resultado pues (I,1+1) =1

En este caso la sucesién a genera sucesiones a_b,a'"*=? y a_b'"%=2b, de perfodo

(I4+1)-(t — k) =t, perteneciente a AL

e ; = 1, entonces k; = 1 cosa que no puede ser

Veamos que k1 =1sii=1
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L= (+1)t—k)+1
= ([+1Dki(ta — ko) +1

]{51 . tg = (l + ].)k'l(tg — k‘g) + 1

- (+1)k1 (ta—k2)+1
2 k1

ty = (I+1)(ta— ko) + 1=
Como ty € N, entonces k; = 1
e Sii =2, entonces k| = 2
En efecto, como t = ky - ty, k = ki - ko y ademés k =1 - (t — k) + 2 tenemos que
ky-ko=1-(ky-ty—Fky ko) +2
iklkgzkll(tg—kg)—i-Q
ky-l-(tg — ko) +2

k1
Como ky € N, entonces ki = 2.

= ko =

El grafico asociado a la permutacion es

012 wev fjy1 ... b1k - 2141

Del grafico observamos que

0 — k—k—(t—k)—...>t—k+2—-2—

~~
l

— k+2—k+2—(t—Fk)—...2>t—k+4—-4—

- ({+1)-t—=k)—=l-t—k)—>...=2 - (t—k)>t—k— )

— t—k
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t+1 - k+1—=k+1—-(t—k)—...5t—-k+3—>3—

!
— k+3—=k+3—-(t—k)—...5t—k+5—>5—

— ((+1)t—-k)—1=lt—-k —-1—...22(t—k)—1—=t—Fk—1 )
- ((+1)-t-k)+1=1-t-k)+1—=...22-t-k+1—=t—k+1

.

141
- 1 —=k+1

t—k
Donde*:T—l

t—Fk

En la sucesién minimal son ya que si tomamos el ultimo término de cada

sucesion tenemos:

2 .4 . t—k
~— "~ ——
B4 gk

Del mismo modo podemos ver que en sucesién maximal son — 1 ya que si

tomamos el ultimo termino de cada sucesién tenemos:
3 ,. 5 ... t—k—1.

3—1_4 5-1__ k2
= =1 == =2 ==

Asi obtenemos
ab=0(1,0)s1

bia = 1(110)%_11”10
Donde a = (Oll)%iloll_kl

Sim = 5% — 1, entonces a = (01;),,01141 y
Per(a) = (I+1)-m+1+2
— (+1)- %—1 b l42
B Al G o) B S B P
= (1) (b — ko) +1
= 1

La sucesion a genera la sucesién a_by € A% de periodo 2ty =1

e Si i =3, entonces k1 =3

En efecto como t = ky - ty, k = ky - ko y ademés k =1 - (t — k) + 3 tenemos que
ky-ko=1-(ky-to—Fky-ke)+3
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iklkgzkll(tg—k2>+3
ki-l-(tog — ko) +3

k1
Como ky € N, entonces k; = 3.

= ko =

El grafico asociado a la permutaciéon es

012 3 e 1-k+1 kil oo. zt+l

Del gréfico observamos que

0 — k—k—(t—k)—...>t—k+3—>3—

~
l

— k+3—k+3—-(t—k)—...5t—k+6—>6—

- ({+1)-t—-k)—=l-t—k)—...=2 - (t—Fk) >t—k— )

— t—=k

y
t+1 - k+1—=k+1—-(t—k)—...>t—k+4—4—

g

l
— k+d—=k+4—-(t—k) —...ot—k+7T—>7—

— ((+1)t—k)—2—=1lt—-k —-2—...22(t—k) —2—>t—k—2 )

- ((+1)-t—-k+1=1-t—-k)+1—>...=22-t—-k+1>t—k+1

~
I+1

— 1 —=k+1

Donde*:%—l

t—k

En la sucesiéon minimal son ya que si tomamos el ultimo termino de cada
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sucesion tenemos:

3.6 ,...1—Fk
g s

Del mismo modo podemos ver que en sucesién maximal son — 1 ya que si

tomamos el ultimo termino de cada sucesién tenemos:

AT o t—k—2
N~~~ —
==

Asi obtenemos

a_b= 0(110)%1
bra=1(10) =k ;11110
Donde a = (Oll)%iloll_kl

=k _

Sim = 3

1, entonces a = (01;),,01;11 y
Per(a) = (I+1)-m+1+2

t—k
= (z+1)-(T—1 142

(ty — k
= U+D-ii%r—2—l—1+l+2
= (I4+1)-(tg—ko)+1

La sucesion a genera las sucesiones a_b;a 'y a_bb, pertenecientes a A de periodo

3t2:t

e Sii=4, entonces k1 =20k =4
En efecto como ¢t = ky - to, k = ky - ky y ademés k =1 - (t — k) + 4 tenemos que
kl'kgzl'(kl'tg—kl‘k2)+4

iklkgzkll(tg—kg)‘i‘ll
kll(tg—k2)+4
k1
Como ko € N, entonces k; es divisor de 4, asi k1 =20 k; =4

= ko =

Si k1 = 4, entonces

El grafico asociado a la permutacion es

109



o1 2 e t-k+le o o K bl 41

Del grafico observamos que

0 — k—k—(t—k) —...ot—k+4—4—

~
l

— k+4—k+4—(t—k)—...>t—-k+8—>8—

- (+1)-t—-k)—=l-t—k)—...=22 - (t—k) >t—k—

J
— t—k

y
t+1 - k+1—=k+1—-(t—k)—...>t—k+5—>5—

l
— k+5—=k+5—-(t—k)—...5t—-k+9—->9—

— ((+1)(t—k)—3—=1l(t—k)—3—...=2(t—k)—3—>t—k—3 )
- ((+1)-t—-k)+1=1-t—-k)+1—=...22-t-k+1—=t—k+1

I+1

— 1 —=k+1

t—k
Donde % = —— — 1
onae x 1

t—k

En la sucesiéon minimal son ya que si tomamos el ultimo termino de cada

sucesion tenemos:

4,8 .. t—k
~— ~——
4_1 89 t—k
1 4 1

t—Fk

Del mismo modo podemos ver que en sucesién maximal son — 1 ya que si
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tomamos el ultimo termino de cada sucesion tenemos:

5 .09 . t—k—2
N~~~ ——
=

Asi obtenemos

CL_Q = 0(110) ik 1

4

bia=1(10) =k 11
Donde a = (Oll)%_l()lH,l

Sim = % — 1, entonces a = (01;),,01;41 y
Per(a) = (I+1)-m+1+2
= (I+1)- %—1 F1+2
B Tl G o) B S Y P
= (I4+1)-(tg—ko)+1
= 1

En este caso la sucesién a genera las sucesiones a_b,a? v a_b?b, pertenecientes a

AZ de periodo 4ty =t
Si k1 = 2, entonces 4 es divisor de t — k + 2

El grafico asociado a la permutaciéon es

01 2 bkl s kbl e - i1

Del grafico observamos que

0 - k—=k—(t—k)—...ot—k+4—4—

l

= ((+1)-t—k)—2=1lt—k)—2—..2(t—k)—2—>t—k—2 )
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- t—-2={t-2)—(t—k) —>...>t—k+2—>2
11
— k+2—=k+2—-(t—-k)—...5t—k+6—>6—

-~

l

(2)
— ((+1)-t—k)—=lt—k)—...=2-(t—k) —=t—Fk
V
— t—=k
t—k—2 . . .
(1) = — ) Yaque tomando el ultimo termino de cada sucesién tenemos
4 ... t—k—2
~ ——
%:1 t71£c172
t—k—2 s . L
(2) = —y  yaque tomando el ultimo termino de cada sucesion tenemos
6 ,....t—k
~— —
%:1 t—IZ—Q
)
t+1 - k+1—=k+1—-(t—k)—...2t—k+5—>5—
b
(3)
- ((+1)-t—-k—-1=Ilt—k)—-1—..20t—-k) —-1—=t—k—-1
V
- t—-1=@{t-1)—(t—k) —...>t—k+3—3
11
)
— k+3—=k+3-(t—k)—...2t—k+7T—>7—
T
(4)
— (l+1)-(t—k;)—3—>l(t—kz)—3—>...—>2-(t—k:)—3—>t—k;—3)
- ((+1)-t—k+1=lt-k+1—...>2-t—-k+1—=t—k+1
11
— 1—=k+1
t—k—2 . . .
(3) = — o Yaque tomando el ultimo termino de cada sucesién tenemos
5 ... t—k—1
~~ ——
5-1_4 t—k—2
4 k-2
t—k —
(2) = 1 — 1 ya que tomando el tltimo termino de cada sucesion tenemos
7 .. t—k—=3
~— ——
7=3 _ —k—6

—_
~

4
Asi obtenemos
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CL_Q == 0(110) t—1272 1l+10(110> t—k—21
b+a == 1(110) t7272 1l+10(110> t71272_11l+10
Donde a = (Oll)t—i—201l+1(01l)t—lZ—2_101l+1

Sim = =E=2 1 entonces a = (01;),,4+101;41(01;),,01;1; v

Per(a) = (I+1)-m+1)+1l+2+{+1)- m+1+2

= (l+1)-t_lff_2+(l+1)~(t_lff_2—1)+zl+4
= 2(l+1)-t_lff_2—(l+1)+2l+4

= (l+1)-2'(t2_2k2_1>+l+3

= ({+1)-(tg—ky—1)+1+3

= (I+1)-(ta—ky)—1—1+1+3

= (L+1)(t2— ko) +2

= 1

En este caso la sucesion a genera la sucesion a_b, € A de periodo 2ty =t
Sucesivamente

e Sii=t—k— 2, entonces k; = 2

En efecto, como t = ky - to, k = k1 - ko y ademéas k =1-(t — k) +t — k — 2 tenemos
que

ky-ko=1-(ky-ty—Fky-kg)+ ki(ta — ko) — 2

=>k'1k'2:]€1(l+1)(t2—k'2)—2

ky-(L+1)- (ta — ko) —2
k1

Como ky € N, entonces ki = 2.

= ko =

El grafico asociado a la permutaciéon es
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01 2 tk  tk+1 P =1t tH1

Del gréfico observamos que
0 - k—=>k—(t—k—...ot—k+i—t—k—2—

g

l

\
- t—-2—=t-2—-(t—k)—>...22t—k) —-4—i-2—
11 t—k—4

— k+4d—k+4—(t—k)—...2ot—k+2—-2—

/

— k+2—=k+2—-(t—k)—...22t—k)>t—k—>t—k

l

y
t+1 - k+1—=k+1—-(t—k)—...ot—k+1+i>t—k—-1—

g

l

\

- t—1=t—-1—-(t—k)—...22t—k) -3 —=i—-1—
111
t—k—2
2
— k+b—k+5—(t—k)—...5t—k+3—>3—
— k+3—k+3—-(t—k)—...2t—-k+1—-1— )
— k+1
En la sucesion minimal son % terminos, ya que si tomamos el primer

termino de cada sucesién tenemos
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t—2,t—4,...,k+4:t—(t—k—4)
M~ ~ P
—k

=1 %:2 t—k—

N

[N

. . t—Fk—2 . . .
En la sucesion maximal son — terminos, ya que si tomamos el primer

termino de cada sucesion tenemos

t—1,t—3,... k+3=t—(t—k—23)
—~— N ~—

1+1 341 __ .
oy 34— t=h=—3+1

Asi obtenemos
a-b=01,0(11110) e=x-a 1,01
bia =11,0(11110) =
Donde a = Oll(Oll+1)t—l€T—2

t—k—2
2

Sim = , entonces a = (01;)(01;41)m ¥
Per(a) = I+1+(+2)-m

= l+1+(+2) ==

= ((+2)-2+1+1
= (I+1)-t+i41+1
= (I+1)-({+1)+4
= (I+1) =22 44
(I+1) 52 +4
= (I+1) 2kl 4o
= ([4+1)-(t2 — k2) + 3
= 1

to=(1+1)- (ts — ks) + %, pues
I+t —Fk)+i

= kit = (I+Dki(ty— ko) +1
L+ 1)(ty — ko) + £

= ts = (I+1)(t2— ko) + 3
En este caso la sucesién a genera la sucesion a_b; € A de periodo 2ty =t

e Sii=t—k—1, entonces k; = 1 cosa que no puede ser

k1 =1 ya que
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t = (I+1)-(t— k)+t—k—1
= ((+2)-(t—k)—
= (I+2) -k -(ta—ky) -1
= kito = ([+2) ki-(ta—ky)—1
- t, = (l+2)~k;1~]$2— 2)—1

Como t, € N, entonces k1 = 1

0

Theorem 3.1.10. Sea t € N un nimero no primo y sea a € AY talque t = k - per(a),

k > 2, entonces a genera sucesiones o € AY talque Per(a) = t.

Proof. Considere a; = a_b, a7 = q_b, a#=2P(@) v oy = q_pk=2rer(@p,  Claro

que aj,ay € AX y per(ay) = per(az) = t. Notamos que si t =

ap =y =a_by

Ejemplo
Consideremos t =10=2-5

—_
S
I
=}
—_
=}
—_
—_
e

| = ay = 0101011011

2. a= 00101, oy = ap = 0010010101

3. a=01, a; = 0011010101, vy = 0010101011

4. a = 00001, a; = ap = 0000010001

9. a=01111, oy = ap = 0111011111

2per(a) entonces

O
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3.1.3 Demostracion del Teorema C

Ahora demostraremos el teorema 3.1.1 Si a = ajas . .. a; € A entonces hyop(a_b,bia) =

log(2)
t

Proof. Vamos a demostrar el teorema primero suponiendo que Per(a) = t es un nimero
primo

Partamos con t = 2

La tinica sucesiéon minimal en A es a = 01, asi b(a) = 10,

a_b=0010 =001 = 00(b) y bya = 1101 = 110 = 1o(a). El grafico asociado es:

Iy

I3

I I I3 1y

Asf el polinomio caracterfstico es p = z* — 222 = 2%(2? — 2), y la mayor raiz real es

T =12
log(2
Luego hy,(0010,1101) = log(\/ﬁ) _ 092(

~—

Supongamos ahora t =3

Si a = 001, entonces b = 100, a_b = 000100 = 0001 = 0o(b) y bra = 101001 = 1010 =

Las dos sucesiones minimales de periodo 3 en A% son a =001 y a = 011

lo(a), asi tenemos que el grafico asociado es:
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Si a = 011, entonces b = 110, a_b = 010110 = 0101 = 00(b) y bia

I
—_
—
—_
—_
—
I
—
‘»—t
[
o
I

lo(a) asi tenemos que el grafico asociado es: :

Observemos que los grafos de ambas sucesiones son iguales. La roma es R = {I;}

Il—>[2—)[4—)11y11—)13—>15—>[1

Asf a;; = 2273 y el polinomio caracteristico es p(z) = (=1)°"'2°(2z73 — 1) = —2° +
222 = —z%(2® — 2), y la mayor raiz real es x = v/2
log(2)

Luego en ambos casos Ay, (a_b,bya) = log(V/2) = 3

Si t =5 tenemos 4 sucesiones en A3 estas son a = 041,a = 00101, a = 01011, a = 014.

Si a = 041, entonces b = 104, a_b = 05104 = 00 (b) y bya = 1031041 = 1o (a) asi tenemos

que el grafico asociado es:

I g It h I Iy I

Si a = 00101, entonces b = 101001, a_b = 0010010100 = 00 (b) y bya = 1010100101 =
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lo(a) asi tenemos que el grafico asociado es:

I 1, Iy L Is In I

Si a = 01011, entonces b = 11010, a_b = 0101011010 = 00(b) y bya = 1101101011 =

lo(a) Asi tenemos que el gréfico asociado es:

I Iy 1, Is Iy I I 5 Iy

Si a = 014, entonces b = 140, a_b = 01110140 = 00(b) y byra = 15140 = lo(a) asi

tenemos que el grafico asociado es:

L I, I, I, I Iy Ih

Observemos que en todos los casos el grafo es el mismo. La Roma es R = {[,} I} —

L—1I,—Ilg—>1—>LHLy]L = 13— 15— Is—1; - 1,

Asf a;; = 2275 y el polinomio caracteristico es p(z) = (=1)" 1272275 - 1) = —27 +
222 = —22(2° — 2), y la mayor raiz real es r = v/2

log(2
Luego hyp(a_b,bya) = log(é/ﬁ) _ 095( )
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Sit =7, tenemos 6 sucesiones minimales en A% estas son a = 0gl,a = 0001001, a =

0010101, @ = 0101011, @ = 0110111, a = Olg
Si a = 0gl, entonces b = 10, a_b = 07105 = 00(b) v bra = 1051041 = lo(a) Asi

tenemos que el grafico asociado es:

I

NN

Iy /
/
.

Is

Is le 1, Is Iy T I, Is I,

Si a = 0001001, entonces b = 1001000, a_b = 00010001001000 = 0c(b) y

bra = 10010010001001 = 1o(a); asi tenemos que el gréafico asociado es:

Iy Iy Iy L I; I I3 Iy I

Si a = 0010101, entonces b = 1010100, a_b = 00101001010100 = 00(b) y

bra = 10101010010101 = 1o (a); asi tenemos que el grafico asociado es:

L L Iy Iy b I I, I I
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Si a = 0101011, entonces b = 1101010, a_b = 01010101101010 = 00(b) y

bra =11010110101011 = 1o(a); asi tenemos que el gréifico asociado es:

Iy I Iy I Iy Is Is L Iy

Si a = 0110111, entonces b = 1110110, a_b = 01101101110110 = 00(b) y

bra =11101110110111 = 1o(a); asi tenemos que el gréifico asociado es:

Is Is I I3 I, L Iy Iy I,

Si a = 0lg, entonces b = 160, a_b = 0150140 = 00(b) y bra = 1;01s = lo(a) ; asi

tenemos que el grafico asociado es:

I

NN

" / ;
/
\

N

I

Is

Iy I It I Iy Is Ir Is I,

Observemos que en todos los casos los grafos son iguales. La Roma es R = {/;}

Il—>]2—>]4—>]6—>]7—>]8—>]9—>11y
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L=y —>1g—1; > 1sg— Iy — I;

Asf a;; = 227" y el polinomio caracteristico es p(z) = (—=1) 12?2277 — 1) = —2° +
222 = —2%(2” — 2), y la mayor raiz real es x = v/2
_ log(2)

Luego hyp(a_b,bya) = log(v/2) 7

Supongamos que el resultado es valido para todo periodo primo t < 2n — 1. Por
demostrar que el resultado es valido para el periodo primo t=2n-1,Vn > 6.

Por el teorema 3.1.3 las sucesiones minimales en A% de periodo primo ¢ las obtenemos
con las permutaciones p, p?, p3, ..., p'!

Con la permutacion p obtenemos la sucesion a = 0,_11, entonces b = 10,1, a_b =

0:10;—1 = 00(b) y bya = 10, 210,11 = 1lo(a) y tenemos el grafico:

Iypo —> I

Ty I,

Iy

LI I 15 Iy Tk \1112 1, \1/
Hd It+2

Ahora si consideramos la permutacién p* con k < , entonces tenemos el siguiente

grafico asociado (por el teorema 3.1.3)

I I, I Iy Iy
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Por el grafico el intervalo I es el que va a dar a dos intervalos I e I3.
L—=>L=5L+k

L —-L=LHL+k+1

Observemos que I, es el intervalo que queda justo a la izquierda de la discontinuidad
e I3 es el intervalo que queda justo a la derecha. Iy — I, = I, + k + 1, 14 es el dltimo
intervalo

I3 — I, I5 es el primer intervalo

Iy = Igels — I, Ig =I5+ k < I

Is — I

Si Ig < I, entonces Iy = Ig + k.

Si Ig > I, entonces Iy = Ig+ k+1

I; — Iy

Si I; < I, entonces Iy = I; + k

Sil; < I; < Iy, entonces Iy = I; + k+1

Si I; > I3, entonces Is = Is + k — (t +2 — I)

Sucesivamente [, — I, h <t +1

Si I, < I, entonces Iy = I, + k

Sily <1 < Iy, entonces Iy =1, +k+1

Si I, > I3, entonces I, 1 =I5+ k— (t+2 — 1)

Obsevemos que este procedimiento continua hasta I,y — I;1o v ademas [;, o — [, ya
que si esto no pasara en el grafico habria una orbita periodica de periodo menor a t lo

que no puede pasar. Asi tenemos el siguiente grafo

Liyo — > 1

m/ \
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Consideramos ahora la permutacién p™ !, entonces tenemos el siguiente grafico
)

Tivo > I

m/ \

Iy I}iﬂllt&l IsIs I I; % I Iy In Iy \] /

t+2

Con la permutacién p”, tenemos el siguiente grafico:

/It+2 > I
/Itﬁ \

I

I

I Iy 1, f L LIy f M1 \1/

Tiys JOR N ]

. . ., t+1 -
Ahora si consideramos la permutacién p* con k > 5 entonces tenemos el siguiente

grafico asociado (por el teorema 3.1.3)

I5 I I3 5L 1y
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Por el grafico el intervalo I es el que va a dar a dos intervalos I e I3.

L —>L=LHL—(t—k) -1

L —»1I3=1—(t—k)

Observemos que I, es el intervalo que queda justo a la izquierda de la discontinuidad
e I3 es el intervalo que queda justo a la derecha. I — I, = I, + k + 1, 14 es el tltimo
intervalo

I3 — I, I5 es el primer intervalo

Iy —>Igels — I, Ig =15+ k+ 1> Is.

Is — I7; Si I < I, entonces I; = Ig — (t — k) — 1.

Si Ig > Iy, entonces I; = Ig — (t — k)

I; — Iy

Si I; > I, entonces Iy = Iy — (t — k)

Sily < I; < I, entonces Iy = I — (t — k) — 1

Si I; < I, entonces Is = I; + k+ 1

Sucesivamente [, — I3, h <t+1

Si I, > I, entonces I, .1 = I;, — (t — k)

Sily < I, < Iy, entonces Iy =1, — (t—Fk) — 1

Si I, < I, entonces Iy 1 = I, +k+1

Obsevemos que este procedimiento continua hasta I;,1 — I;1o v ademas I, — 1, ya
que si esto no pasara en el grafico habria una orbita periodica de periodo menor a t lo

que no puede pasar. Asi tenemos el siguiente grafo

It+2 Il

m/ \
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Por tiltimo si consideramos el procedimiento p'~! tenemos el siguiente grafico:

Lipop —> I

IH/ \

I; L I31h A yl - Iy I I7 16 I, ' /
t+1 \ 1

Iiis

Observemos que todos los grafos son iguales. La Roma es R = {I;}

L =1L —=1y—=Ig—=1; =>1g—...=> 1 =111 = Loy

L —»I3—1y—1g—1;—=1g—...—> 1 — 111 — [

Asf a;; = 227" y el polinomio caracterfstico es p = —z? 4+ 222 = —22(2' — 2), y la

mayor rafz real es z = v/2

log(2

Luego hygp(a_b,bya) = log(v/2) = ogt( )
o i i log(2)
Asisia=ajay...a; € AL es de perfodo primo ¢ entonces hyo,(a_b,bia) = @)
- per(a

0

La demostraciéon del teorema 3.1.1 para el caso de que ¢t = Per(a) no es primo se

encuentra, en detalle, en el anexo 3.2
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3.2 Anexo

Ahora demostraremos el teorema 3.1.1 Si a = ajas . .. a; € A entonces hyop(a_b,bia) =
log(2)

, donde t es un niimero no primo

Proof. Supongamos que Per(a) =t es un niimero no primo

Comenzemos con el periodo t =4

Las sucesiones minimales en A de periodo 4 son a = 0001,a = 0111 y o = 0011
Si a = 0001, entonces b = 1000
a_b = 00001 = 0c(b)

bra = 10010 = 1o(a)

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

fG 12
I 5 1 3

Iy

Is Is h I, Iy I

La Roma es R = {I;} y el polinomio caracteristico es

p(z) = (=1)571. 26 . (2074 — 1) = —2? - (2 — 2%), y la mayor raiz real es = v/2
log(2)

4
1

Luego htop(a—ba b—l—Q) -
11

Sia = 0111, entonces b =

a_b = 01101 = 0o(b)

bra = 11110 = lo(a)

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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fi 12
I 5 1. 3

Iy

Is I, Iz I Is I,

Observemos que es el mismo grafo de la sucesion anterior y ocurre lo mismo que en el
periodo primo asi el polinomio caracteristico es

p(z) = (=1)51. 26 . (207% — 1) = —22 - (2 — 2%), y la mayor raiz real es = v/2
log(2)

Luego hyp(a_b,bya) =
Si a = 0011, entonces 8 = 1100
B = 0010110
Bra = 1101001

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

I n Iy I b I, Iy ho Is I,

La Roma es R = {11, I, [10} y el polinomio caracteristico es

plz) =2 (2222 —2* + 25 =2*- (1 —2%) - (2* — 2), y la mayor raiz real es v = v/2

log(2
Luego htop(aféa bJrQ) = 094( )

Periodo t =6

Las sucesiones de periodo t = 6 son a = 051, o = 000101 esta sucesién proviene de
a = 001, « = 001101, @ = 001011 estas sucesiones provienen de a = 01, a = 010111,
esta sucesion proviene de a = 011 y a = 015

Sia = 051, entonces b = 105

a_b= 0051 = 00(b)

bra = 10410 = lo(a)
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El grafico asociado con su respectivo grafo es:

I I I Is I I, I I

Si a = 015, entonces b = 150

a_b= 0111101 = 0o (b)

bia=1150 = 1o(a)

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

I I I Is I I, I I

Observemos que ambas sucesiones generan el mismo grafo y ocurre lo mismo que en el
periodo primo, la roma es R = {I;} y el polinomio caracteristico es

p(z) = (=181 2% (2076 — 1) = —2? - (2 — 2%), y la mayor raiz real es x = v/2
Luego hipp(a_b,bia) = log(2)
Si a = 001101, entonces g = 110100
a_f = 001100110

Bra = 110101001

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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Is 1, Iy In I; I Is Iy Iy Iis Iy Iy

La roma es R = {Iy, I12}, los caminos son:
1-2—-4—-6—-8—=>10—-1,1-3—-5—-7T—-9—-10—1
12—=-1-12,12—-2—-4—-+6—-8—-10—-1,12—=-3=>5—=>7—-9— 10 = 1,
12=-7-9—-10—-1y12—=211—-6—-8—=10—1

Asf ay; = 2279 aj1919 = 272 y el polinomio caracteristico es

2076 — 1 0

plx) = (=1)271 . 212 . det =22 20 -1)-(z72-1) =
12,1 .73'_2 —1
—z* - (2 —2%) - (1 — 2?), y la mayor raiz real es x = v/2
log(2
Lucgo huup(a_f. o) = 212

I o

Si o = 001011, entonces g = 110010
a_f=001010110

Bra = 110011001

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

Is 1, Is In I; I, I3 Ly I Iio Iy Iy
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La roma es R = {I, I12}, los caminos son:
1-2—-4—-6—-8—=-10—-1,1-3—-5—-7T—-9—-10—1
12—=-1-12,12—-2—=-4—-6—-8—=-10—-1,12—=-3—=5—=>7—-9— 10 = 1,
2-1—-7-9—-10—-1y12—-6—-8—=10—1

Asi a1 = 2275, ay919 = 272 v el polinomio caracteristico es
1,1 ) N

2075 —1 0
plz) = (=) 1. 212 . det =22 20 -1)-(z72-1) =
12,1 .CL"_2 —1
—z* - (2 —2%) - (1 — 2?), y la mayor raiz real es v = v/2
log(2
Lucgo huy(a_B. fra) = 02

Si o = 000101, entonces 8 = 101000
a_f3 = 0001001010
Bra = 1010010001

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

Iy hohe 1, I Ishs I o Iy Iy Ly gy Iy

La roma es R = {I, I14}, los caminos son:
1-2—-4—-6—-8—-10—-1,1-3—-5—-7T—-9—>11—-1
4—-12—-13—-14,14—-12=-6—-8—=-10—-1,14=>7—-9—=>11—>1
Asf ay; =227% a1414 = 273 y el polinomio caracteristico es

2076 —1 0
p(r) = (=)7L . 21 . det = g (200 -1) - (z73-1) =

a14,1 xr 3 —1

—2° (2 =129 - (1 — 2%), y la mayor raiz real es z = v/2

log(2
Luego htop(a—éa 6—}—@) - 96( )

131



Iy ol Io Iy I, Is Iy In I I Io Iy Ls

La roma es R = {I, I14}, los caminos son:
1-2—-4—-6—-8—-10—-1,1-3—-5—-7T—9—>11—-1
14—-12—-13—-14,14—-6—-8—-10—-1,14—=212—-7—-9—=11 =1

Asf ay; =227% a1414 = 273 y el polinomio caracteristico es

2076 — 1 0

plx) = (=)W1 M. det = g 20 -1).- (z73-1) =
Q14,1 ZE_?) —1
—2° - (2 —2%) - (1 — 2%), y la mayor raiz real es v = v/2
log(2
Lucgo hy(ar_, Br) = 202
. ) log(2)
Por lo tanto si a € A es de periodo 6, entonces hyy,(a_b, bia) =
per(a)

Las sucesiones de periodo 8 en A son: a = 071,a = 00100101,a = 01011011,a =
017, = 00001001 que proviene de a = 0001, a = 00110101, = 00101011, =
00101101 que se obtienen de a = 01, o = 01101111 que se obtiene de a = 0111

Si a = 071, entonces b = 10y

a_b= 0071 = 00(b)

bra = 1010 = 1o(a)

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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Is
-[7(\ 4/15
Is Ig I Is IoTho Iy Iy I3 14 Is

Si a = 00100101, entonces b = 10100100
a_b = 001001001 = 0o (b)
bra = 101001010 = 1o(a)

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

Is Is I I Io I I3I7110],

Sia = 01011011, entonces b = 11011010
a_b= 010110101 = 0o (b)
bra = 110110110 = lo(a)

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

IslioIy 1o I3 IgIs Iy Is 14

Si a = 017, entonces b = 150
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a_b= 01401 = 00 (b)

bia=1170 = 1o(a)

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

Is I I3 I1odo Ig I7 I 1

Observemos que los grafos de todas las sucesiones anteriores son los mismos y ocurre lo
mismo que en el periodo primo, la roma es R = {I;} y el polinomio caracteristico es

p(z) = (=110 1. 210 (2278 — 1) = —2% - (2 — 2%), y la mayor raiz real es v = v/2

log(2
Luego htop(aféa bJrQ) = Og( )

p? genera a la sucesion a = 0001 que a su vez genera a la sucesién a = 00001001 de
periodo 8 asi 8 = b(«) = 10010000

a_ = 0000100010010

Bra = 1001000100001

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

I Iiols Iz Ty Is Tiglo 1y Is hirlin I I3l Disths Iy

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, [1g}, a1.; = 2275, a;318 = 2~ y el polinomio
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caracteristico es

2078 — 1 0
p(z) = (=1)"% 1. 2% . det =—2%-(2—2%) - (1 — 2%, y la mayor
—4
18,1 x 1
raiz real es x = /2
log(2)
Luego htop(a—éa B—I—Q) - R

p* genera a la sucesién a = 01 que a su vez genera a la sucesines a = 00110101, o =
00101011, « = 00101101 de periodo 8

Si = 00110101, entonces 5 = b(a) = 11010100

a_f=00110100110

Bra = 11010101001

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

Iy

Iy
I5
Is
No—
Is I) Iy Iy Liglr I, Ishialyg Ig Tia Iy 14 I8 I7

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, [14}, a1; = 22078, (1414 = 272 y el polinomio

caracteristico es

2¢ 8 —1 0
p(z) = (=) 2™ det =—2*-(2—2% (1 —2?), y la mayor
)
Q14,1 x —1
raiz real es x = v/2
log(2)
Luego htop(Oéféa BJrQ) == R

Si w = 00101011, entonces = b(«) = 11001010
B = 00101010110
Bia = 11001011001

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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I,
/ \ I5
111
\ y
110\ 6
A h—
Is Ishal; g Lip 12 Is Is Ity Iy T Iy Iy Is Iz

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, [14}, a1; = 22078, (1414 = 272 y el polinomio

caracteristico es

208 —1 0
p(z) = (=) 2! - det =—2*-(2—2% (1 —2?), y la mayor
-2
141 xr 1
raiz real es x = v/2
log(2)
Luego htop(afﬁa ﬁ+@) == R

Si w = 00101101, entonces 5 = b(«) = 11010010
oz_é = (001011001101001
Bra =110100110010110

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

Is Iy Tily Is Iy I, T Lg Iy Iy Iy Tiol20lis Is Ioolo TigTiolhy 1,
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Del grafo tenemos que la Roma es R = {Iy, I3117, 52}, aso = x5 a93 = 7% a3y =
- - - - - - - 4
78 a33 = 2% a0 =2+ a0 = aprg a7 = 0,000 =207 P a4t =

U923, A2a.17 = T4, ag9.00 = 72 y el polinomio caracteristico es

r8—-1 28 0 0
x~ 8 % —1 0 0
p(z) = (=1)" 1. 2. det =
a17,2 ary  xt—1 0
222 223 2217 2 -1
= 2% (=1 +2Y) - (=2 +2%) - (=14 2?), y la mayor raiz real es x = v/2
log(2
Luego htop(a—éa 6—}—@) - ( )

p’ genera a la sucesién a :8 0111 que a su vez genera a la sucesion o = 01101111 de
periodo 8 asi § = b(a) = 11110110

a_f=0110111011110

fra = 1111011101101

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

Is hohis Iy I IsTolvy Iy 1) Is e Iy Iy1e s s 1a
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Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, [1g}, a1.; = 2275, a;318 = 2~ y el polinomio

caracteristico es

208 —1 0
plz) = (=1)"®"- 28 det =—2%-(2—2% (1 — 2%, y la mayor
—4
as1  x T —1
raiz real es r = /2
log(2)
Luego htop(Oéféa BJrQ) == 3

Supongamos que el resultado es valido para todas las sucesiones de periodo no primo
menor a ¢t en A% y demostremoslo para el periodo no primo ¢

El teorema 3.1.8 nos ayuda a obtener las sucesiones de periodo no primo ¢ en AY de la
siguiente manera

e Si k es primo relativo con ¢ entonces p* genera una sucesién a € AY de periodo ¢

log(2)
talque hiop(a_b,bia) = Per(a)
Proof. La demostracion es andloga al caso primo O

t=k.

—+; ésta sucesion a genera

e Si k es divisor de t entonces p* genera a = 0,1, donde n =

las sucesiones o = a_b, a*~?

htop(Oé,é’ BJrQ) — @

v a = a_b""2b, de perfodo t perteneciente a AX, entonces

, donde 3 = b(«)

Proof. Supondremos primero que k = 2, asi « = a_b,

Sin=1,a=01ly a=a_b, =0011 y éste caso esta hecho en el periodo t =4

Sin=2a=001ya=a_b, =000101 y éste caso estd hecho en el periodo t = 6

Sin=3a=0001y a=a_b, y éste caso esta hecho en el periodo ¢t = 8

Sin=4,a=01y a=a_by =051031, Per(a) =10
Oé,é = 0510410310
B+g = 10310031051

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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Is Lalis I T I To loh Iy oIy 1y Tig I 113 1 Is Tz Ioo 15 1,

Im& 115‘10@\ /

12\_/]10

Del grafo tenemos que la Romaes R = {I, Ino}, a11 = 207'% agg 90 = 7° y el polinomio

caracteristico es

p(x) = (1)1 2% - det B =—2"-(2—2'9) (1 -2°), y la mayor
-5
a22,1 =1
raiz real es x = \/2
Luego hyop (a3, fia) log(2)
u op\ -, Q) =
80 MtoplQ-12, P Per(a)

Sia = 0,1, entonces & = a_b; = 0,1110,_11, Per(a) =2n+2 =1
0B = 0,1110,10,_,10
Bia=10,-1100,-110,11

El grafico asociado es:
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AR AR
Ionte Invo V1, s Tonta¥ lonsr

I3,46 Linys Iinvte

I; es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad, més cercano a la discontinuidad
que va a dos intervalos Iy — I e I} — I3

15 es el intervalo anterior a la discontinuidad, Io — Iy

13 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5

14 es el ultimo intervalo, I, — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I

Ie =15+5, Ig — Is, [s = I+ 4, Is — 1,0, 0= 13+ 4

I;=15+3,1; > Iy, Iy =1; +4, Ig = I11, [}y = Iy + 4

Sucesivamente Iy, — Iop 10 = Ioy +4, Iopio = Iopia =13+ 1, Inpig = Iopig = 15+ 1
Ioni1r = Tonts = Iony1 + 4, Ionvs = Dopis = longs + 4, Ionys = Ionyr = I3+ 3

Lnve = Ionys =I5+ 4y lopi7 = Ionys

Ionts = Iopto = Iopps +4, - Ipga = Isngs = Ianpa + 4, Isnys = N1

I3,16 es el otro intervalo al lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dpos

intervalos
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Ispi6 — I € Ispye — I3ni7 = I3ny6 +4
Iy — Ispys = Ispir + 4, oo lapya — Lanys = lapya + 4, Lings — lanpe = I3 + 2,
Linye = I7 € Ly — I3nie

Asi tenemos el siguiente grafo

\ Iopta
13”+4\ / Ion5
I3n43
: Iopys «<—Iont
I2n410 <—12,,,+9A/ AN Iony7

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I1, Lini6}, a11 = 202" a4 6ani6 =2 "y

el polinomio caracteristico es

P
p(l’) — (_1)4n+671 .x4n+6 -det, — _I.n+4 . (2 _I.2n+2) . (1 _xn)7

U4nt64nte T " — 1

y la mayor rafz real es x = *"/2

l
Luego htop(Oé*é’ BJFQ) - Poegr((ié))

e Sik#2yn=1tenemos que a = 01

Si aw=a_bya = 001101, Per(a) = 6 (Hecho en el periodo ¢t = 6)
Si o =a_b,a? = 00110101, Per(a) = 8 (Hecho en el perfodo t = 8)

Si o =a_bya® = 0011010101, Per(a) = 10
a_f=0011010100110
fra = 1101010101001

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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Is It Iisli Iy Iis I; I, IsTialia I Ie Lig Iy Iy

I

Iig ™

I

I 7
10 ~ 7

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, I1s}, a11 = 227'%, as616 = 272 y el polinomio

caracteristico es
2¢710 — 1 0

p(x) = (=1)"""- 29 det = -2 (2—2'9) - (1—2?%), y la mayor
)
16,1 =1
raiz real es x = V/2
Luego higp(a_ B, Bia) log(2)
u op(a- B, Bra) = ———=
8O ThuoplO=L2; P Per(a)

Si o = a_bya® = 0011(01),, Per(a) = 12
a8 = 0011(01)300110
Bia = 1101(01)4001

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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Is I, hishs Inds iz I, o Islig T Iia Iyo I Tis 15 I

Iis Il\

Is

™ /7<

I
" \Im <y

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, 13}, a1 = 227 '% a;5158 = 272 y el polinomio

caracteristico es
2¢ 12 1 0

plz) = (=1)"®1- 2" det = —2*(2—2'?)- (1 —2?%), y la mayor
—2
18,1 xX —1
raiz real es x = V/2
Luego hyop(a-p, f10) tog(2)
uego hyop(a_fB, Bra) =
8O Thiopl =L P Per(a)

Sia=a_bya’ =0011(01);, Per(a) =2i+4=t1>1
a3 =0011(01);_;00110
Bea = 1101(01);001

El grafico asociado es:
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L l Iis I Ig l], I I l Ll Lol Iy I,

Lziyvr Doiyo Diys Lyit10

I; es el segundo intervalo, Iy — I, e Iy — I3, I es el intervalo anterior a la discon-
tinuidad, I3 es el intervalo posterior a la discontinuidad Io — Iy, I4 es el tltimo intervalo,
I3 — I5 es el primer intervalo

Iy > Ilg=1,-3, 1y > I =1L—-1,1¢ > lg=1;—2,1; = lg=1,—1,Ig — 1, = I —1,
Iy — Lo, Iio = [y =Is—1, 11y = Lo = Lo—1, [1s > i3 =111 —1, [13 = L1y = [1p—1,
sucesivamente I — loiy7 = loiys — 1, Ioipr — Inipg = Init — 1, Inips — Iy

Doivog = 1o — 2, Iniyg — Is, © Iniyg = Iniy10 = 14 — 2

Asi obtenemos el siguiente grafo:

I3
\112 1114/1104—19

Del grafo tenemos que la Roma es R = {[1, Igz‘+10}, ari = 2.’['_(2“—4), a2i+10,2i+10 = I_2 y

el polinomio caracteristico es
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2x7(2i+4) -1 0

p(x) — (_1)2i+10—1 _x2i+10 - det — —I4 . (2 . m22‘.1_4) . (1 .

a2i4+10,1 r -1
y la mayor raiz real es x = *V/2

LuegO htop(o‘*é’ BJFQ) - ]ljoj“((QOé))

Ahora si @ = a_bb, = 001011, entonces Per(a) = 6 (hecho en el periodo t = 6)

Si v = a_b*b; = 00101011, entonces Per(a) = 8 (hecho en el periodo t = 8)
Si o = a_b’b, = 0010101011, entonces Per(a) = 10

a_f=0010101010110

Bra = 1100101011001

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

Is Is g Iy Iio liahia I I3 fe s o Tni g In Iy

I

Ig ™

I
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Del grafo tenemos que la Romaes R = {I, I1s}, a1 = 227'% a1516 = 72 y el polinomio

caracteristico es
2710 1 0

p(z) = (=1)"%"1- 210 det = —2*(2—2'9) (1 —-2?%), y la mayor
)
16,1 xZ —1
raiz real es x = V/2
L hiop(_ 3, Byar) log(2)
uego Moy (a3, Bia) =
8O Thiopl =L P Per(a)

Si = a_b'by = 00(10)411, Per(a) =12
B = 0010(10),110
Bra = 1100(10)511001

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

Is Is Iis I I g Liphalels I3 I Ivr Ig iy iz Dis I Iy
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Del grafo tenemos que la Romaes R = {I, I1g}, a1 = 2272 a1513 = 72 y el polinomio

caracteristico es
2¢ 12 1 0

plz) = (=1)"®"1 2" det = —2*(2—2'%)- (1 —2?%), y la mayor
)
18,1 xZ —1
raiz real es ¥ = /2
L hiop(_ 3, Byar) log(2)
uego Moy (a3, Bia) =
8O Thiopl =L P Per(a)

Sia=a_b'b, =00(10);11, Per(a) =2i+4=1¢t1i>1
o3 = 0010(10);100
Bra = 1100(10);_,11001

El grafico asociado es:

I; Iy Ir Lioh2 Iy I I3 I l Iy I hs i L L

Drit10 Diss Lz

Doivo
I, es el penultimo intervalo, I; — I, e Iy — I3, I es el intervalo anterior a la dis-
continuidad, I3 es el intervalo posterior a la discontinuidad I — 14, I es el ultimo
intervalo, I3 — I5 es el primer intervalo

Iy > lg=13+1,1s > [ =15+3,I¢ > [s=15+1,I; » g = I3+2, Ig — [, = I;+1,
Iy = Lo, Iio = Iin = Io+1, 1n = Lo = Lo+, o > Ly = In+1, [13 = Ly = [in+1,
sucesivamente lo; 16 — lojy7 = lojys + 1, Iojr7 = lojyg = Ioipe + 1, Ioirgs — 4

Lyivog = I3+ 2, Inivg = I7, € loivg = Init10 = I5 + 2

Asi obtenemos el siguiente grafo:
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I3
\112 1114/1104—19

Del grafo tenemos que la Roma es R = {1}, Iyiy10}, a1 = 2073+ ay; 1005110 = 272 y

el polinomio caracteristico es

, , 2~ @it _ 1 0 .
p(:ic) _ (_1)21+10—1 2110 | et — _t. (2 . x2z—|—4) . (1 . x2),

a2;4+10,1 r -1

y la mayor raiz real es z = *V/2

log(2)
Luego htop(a—éa 6—}—@) - Per(a)
Ahorasin > 2y k = 3, tenemos que a = 0,1 y
a=a_bya=0,.,110,110,1, Per(a) =3n+3
B =10,-110,10,,41
a_f=0,4110,110,,4110, 110

6+Oé = 1On71100n71 1On10n+11

El grafico asociado es:
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I I I I LIy | I
Ispy7

I; es el intervalo al lado izquierdo de la discontinuidad y mas cercano a la discontinuidad
que va a dar a dos intervalos. Iy — Iy e Iy — I3, Iy es el intervalo anterior a la
discontinuidad, I3 es el intervalo posterior a la discontinuidad. Iy — I4, I es el dltimo
intervalo, I3 — I5, I5 es el primer intervalo

Iy = Isg=15+7,1s = I; = I5+4, Is = Is = Ig+5, Iy tolg = I7+5, ..., Iy, = [opi0 =
Lo + 5, Iopi1 = lonys = Iony1 + 9, lony2 = lopya = I3 + 2, lopys — lopyr = 1o — 1,
Lnva = Ionte = Is + 2, lonre = lonys = lonye + 4, lonir = lonis, lonts = lonyo =
Ionis + 5, Iantg = Iony10 = lonvo + 9, - L3ngs = Isnye = Lants + 5, Ianye = Ians7 =
Is+ 1, Ispyr = Iopis = Is + 1, Isnys = Isnyo = Ipis + 9, .. Lanye — I

Iy, 17 es el intervalo que queda al lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a
dos intervalos y es distinto a Iy. Iy17 — Ig € Ly — Iynys = Iypar + 5, . I5p05 —
Isni6 = Isnys + 9, Isnye — Isnir = I3+ 3

Observemos que I5, .7 = I7, Isni7 — Iypat € Ispir — L300, en el caso que n = 2, I3,19

se reemplaza por [; Asi tenemos el siguiente grafo
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Lan+to

I4n+8

Liny7

I.
R s Iid
3n+8
Iopi10 <— 1oy,
+9

Del grafo tenemos que la Roma es R = {1, I5, 7}, a1.1 = 227" a5, 75,47 = -+

y el polinomio caracteristico es

2x—(3n+3) -1 0
p(l') — (_1)5n+771 . x5n+7 -det —
A5n+7,1 |
= (—=1)> #6738 (2 — 23 +3) . (1 — 2"1)| v la mayor raiz real es x = /2
log(2)
L ho ) =
uego tp(Q é BJrQ) P@T(O&)

Sik-2=i>1a=0,1,n>2
a=0,4110,11(0,1)%, Per(a) = (i +2)n+1i+2
B=10,-11(0,1)"0,41

03 = 0,110, _11(0,1)"10,,,110, ;10

Bra = 10,1100, 11(0,1)10,411

El grafico asociado es:
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i+5

142

I5 I I, I ¢ Iy

I(i+4)n+i+6

I; es el intervalo al lado izquierdo de la discontinuidad y mas cercano a la discontinuidad
que va a dar a dos intervalos. Iy — Iy e Iy — I3, I, es el intervalo anterior a la dis-
continuidad, I3 es el intervalo posterior a la discontinuidad. I, — I, I es el ultimo
intervalo, I3 — I5, I5 es el primer intervalo

Iy —»Ilg=1s4+2i+5 Iy >l =1s+i+3, I¢s > Ig=Ig+i1+4, I[; — g =I; + 1+ 4,
coosdon = Iopyo = loy i+ 4, Inppr — Dopys = Loy + 0+ 4, Iopo — lopa = Iy — 3,
Lnys = Ionys = lonyz +i+4 lonys — gy = Lo — 1, Dpya — lope = Is +1+ 1,
Lnye — Ionys = Ionye + 0+ 3, Ionyr = longs, longts — lonig = lopgs + 0+ 4,
Ipnyo = Iony10 = lonyo + 1+ 4, . Liy3yntivs — 11

I(i+3)n+its es el intervalo que queda al lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar
a dos intervalos y es distinto a I1. Iitsyntive — Lo € Liismrire — Litamyivr =
Iivaymtive + 0+ 4, o diraynriva — Ligapmrivs = Lipapmriva + 0+ 4 Lipapnrivs —
Livaynrive = 1y — 2

Observemos que I(;44yn+it6 va a dar a 7 + 2 intervalos estos son Iz, I3,49, Lint10, - - -
Liv2mtits Y @ L(ip3yntits, en el caso n = 2, I(;12)1i48 S€ cambia por [y

Asi tenemos el siguiente grafo
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Iitayn+ite o —

7
L ayntits

Livayntitr

Liit3)ntite

I4n+9

Ty 3yntits
Ionys
Lan+10
\ Iont6
127L+7

Isnt10 = Buio<_ | JARNS
3n+8 .
Iopi10 <— 1oy,
+9

Del grafo tenemos que la Roma es R = {1, Lisayniit6}, a1, = 2z~ [(FDn+i2

A(i4-4)n-+i+6,(i-+4)n+i+6 = =D y el polinomio caracteristico es

—[(+2)nti+2) _
p(IL’) — (_1)(i+4)n+i+671 ‘x(i+4)n+i+6 . det 2z 1 0 _
I.f(nJrl) -1

A(i+4)n+i+6,1
_ (_1)(i+4)n+i+5xn+3 (2 _x(i+2)n+i+2) -(1—2"*1), y la mayor raiz real es z = (+D)n+it2/o
log(2)
Luego htop(Oé*éa BJrQ) - Per(a)
Seaa=0,1,n>2y a=a_bb,, asi
a = 0,4110,10,,11, Per(a) =3n+3
6 = 10n7110n+110n
a_f=0,4110,10,10,,_,10

Bia =10,-1100,10,_110,11

El grafico asociado es:

152



L] I I I LIz Iy
Linar Isny7

I; es el intervalo al lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos intervalos.
I, — I, e I; — I3, I es el intervalo anterior a la discontinuidad, I3 es el intervalo
posterior a la discontinuidad. [y — I, I4 es el dltimo intervalo, I3 — Iy, I5 es el primer
intervalo

Iy = I =15+6,15 = I; = I54+3, [ = Is = Ig+5, [ = lg = [7+5, ..., Iy, = [510 =
Do +5, Iopy1 = longs = lont1 + 5, lon2 = Ionpa = I3+ 1, Iopnys = lopys = Ionyz +5
DLnys = Tonyr = 14=2, Iopa = Ionye = Is+1, lonie = lonis = Ionye+3, lanir = longs,
Lnis = Tonvo = lants + 5, lontg = Iony10 = lonto + 9, -+ Isnye = I3n7 = I3n16 + 5,
I3nqr = I3nys = Is—1, I3n48 — I3n49 = I5+5, I3nyg — I3n410 = I3nq9+5, .. Lunge — I
14,17 es el intervalo que queda al lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a tres
intervalos. Iy,17 — I, Linv7 = Isnto, Lunir — linss = L7 + 5 (en el caso que n = 2
I3,19 se reemplaza por Iy).

Lings = lanyo = Linys +5, - Isnys — Isni6 = Isngs + 5, Isnye — Isnpr = 14 — 3
Observemos que 5,7 va a dar a 2 intervalos I7, Iy, 7

Asi tenemos el siguiente grafo
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Lan+to

I4n+8

1.
B0 < g v Ionys
3n-+i

Ippni10 €—Iop i -

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I1, Is, 7}, a1 = 227" g, 75047 = 2~ OFD

y el polinomio caracteristico es

2x—(3n+3) -1 0
p(l') — (_1)5n+771 . x5n+7 - det —
A5n+7,1 |
= (—=1)> #6738 (2 — 23 +3) . (1 — 2"F1)| v la mayor raiz real es x = /2
log(2)
L ho ) =
uego tp(Q é BJrQ) P@T(O&)

Seaa:%,nEan:&,k—Qzlz1asi
a=0,41(10,)"10,_11, Per(a) = (i +2) - n+1i+ 2
B =10, 110,:1(10,)i

0_f = 0,1110,(10,)110,_,10

Bra = 10, 1100,(10,) 10, 110,11

El grafico asociado es:
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i+5

i+ 2

I l I L I i I
Liysyntite Lt ayntive

I; es el intervalo al lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos intervalos.
I, — I, e I} — I3, I es el intervalo anterior a la discontinuidad, I3 es el intervalo
posterior a la discontinuidad. Iy — I4, I, es el tltimo intervalo, I3 — I5, I5 es el primer
intervalo

Iy > Ilg=134+i+5, I3 > I; =1s+3, I > Ig=Ig+i1+4, [; — Iy = I +i+4,
vy lon = oy = Don i+ 4, Dp1 = Dpis = Dpn + 044, Lopgo = Dopa = I3+ 1,
L = Inys = Ionys 0+ 4 lonys = Doppr = I3+ 3, lanya = lopge = 5 + 1,
Ionie = Lonts = Iony6+3, Lony7 = Tonts, Tonts = lonto = lonys+i+4, Ionyo = Ioni10 =
Lnvot+i+4, . Ianye = Lanir = Lanse 1+ 4, Isnyr = I3ngs = [3+4, I3nps = I3ngo =
Is +5, I3ntg — Isny10 = L3npo i+ 4, - Lroymtivs = Liv2nrire = Liitnyivs +1+ 4,
Livoymvive = Liromrivr = Lo — 1, Laromrivr = Larnrivs = Io — 1, Liromrits —
Iivoynvive = Liromrivs T 0+ 4, oo Lay3mpira = Lai3mrirs = litsynpiva + 10+ 4,
TIiyaynvivs — I

Iiiy3)ntive es el intervalo que va a dar a (i+2) intervalos. I(iisy+ite — Lo; L(iy3)yntive —
I3nt9, Lit3ynvive — Lant10s - - - Lit3ynrive — Liv2mtits, Litaynvive — Lit3mritr = Lo+1
(en el caso que n = 2 I(;19),4i4s Se reemplaza por Iy).

i 3ymrivr = Laesyntivs = Lapsmaivr +i+4, oo Ligaymriva = Larantivs = Larangivat+
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v+ 4, Iiyayntivs = Litaynyive = I3 + 2
Observemos que I(;y4)1it6 va a dar a 2 intervalos I7, [(;iy3)n1it6

Asi tenemos el siguiente grafo

Tt ayntite L —

_r
Titayn+its

T(i43)yntitr
Litsyntite

Tit3yn+its

Lin+t10

\

Linto

Isnt10 = Buvo< Ionis
3n+8 I I
2n+10 <— Iy 49

Del grafo tenemos que la Roma es R = {1, [(ita)ntit6}, G171 = 9 li+Dn+i+2]
(i ayntits (i+apnrits = £ Ty el polinomio caracterfstico es
=[(i+2)n+i+2] _
p(x) = (—1)(i+4)n+i+6—1 L+ On++6 | ot 2z 1 0 )
() _ 1

QA (i+4)n-+i+6,1
_ (_1)(i+4)n+i+5xn+3 (2 _x(i+2)n+i+2) . (1 _;En—l—l)’ y la mayor rafz real es x = (i+2)n+i+\2/§

l
Luego hiop(a-f, fra) = Poj“((i))

e Sik==Fk -koyt=k-ty, con kyy ty primos relativos y k; > 1 entonces por teorema
tenemos que p* genera sucesion a € A% talque Per(a) = t, y a genera a las sucesiones
ay =a_bya" %y ay, = a_b"72b, cuyo periodo es t: (esto es por el teorema 3.1.8)

e Comenzemos con periodo t =6=2-3 =ky -ty

Sik=2=ky-ky,0oseak; =2,ky=1

En este caso p* genera a a = 001 y a genera a a = a_b, = 000101, as{

a_f = 0001001010

B.a = 1010010001

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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Iy hohe 1, I Ishy Io Io Iy Iy Ly gy Iy

Laroma es R = {[1, 114}, 11 = 2076, 14,14 = 273 y el polinomio caracteristico es

2070 —1 0
p(r) = (=)7L . 21 . det = g . 200 -1) - (z73-1) =
Q14,1 xr 3 —1
—2° - (2 —2%) - (1 — 2%), y la mayor raiz real es = v/2
log(2
Luego hiop(a_f3, fra) = 96( )

eSik=4=2-2=Fk; -ky,0oseak; =2,ky =2

En este caso p* genera a a = 011 y a genera a a = a_b, = 010111, as{
a_f=0101101110

fra = 1110110101

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

Is hoha In I, It Is hslr I Ig L 1y Lu

La roma es R = {Iy, 14}, asi a;; = 227°% ay414 = 272 y el polinomio caracteristico es

2076 — 1 0
p(r) = (=)L . 2. det = . 20 -1)- (z73-1) =

a14,1 xr 3 —1

157



—2° (2= 2% - (1 — 2%), y la mayor raiz real es = v/2

log(2
Luego htop(a—éa 6—}—@) - 96( )

eSik=3=3-1,0seak; =3,ko=1. Enestecasot =3-20sea k; =3, ty =2y pF

genera a a = 01 y a genera a a; = a_bya = 001101 y ap = a_bb; = 001011
Sia=a_bra= 001101

a_f = 001100110

fya = 110101001

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

Is 1, Is In I; I, I3 Iy I Iio Iy Iy

La roma es R = {[y, 12}, asi a1 ; = 2276, 12,12 = 272 y el polinomio caracteristico es

2076 —1 0

p(r) = (=)7L . 22 . det = 2. 200 -1).- (z72-1) =
12,1 r 2 -1
—z* (2 —2°% - (1 — 2?), y la mayor raiz real es = v/2
log(2
Luego hiop(a_f3, fra) = 96( )

Si v = 001011
a_f = 001010110
Bra = 110011001

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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Is I, Iy In I; Iy Is Iy I I Iy Iy

La roma es R = {I, I15}, asi a1 = 227% aj919 = 72 y el polinomio caracteristico es

2070 —1 0
p(r) = (=)7L . 22 . det = 2. 200 -1).- (z72-1) =
12,1 .73'_2 —1
—2* (2= 2% - (1 — 2?), y la mayor raiz real es z = v/2
log(2
Luego hyop(a_ B, Bra) = 96( )

e Periodo t =8

e Consideremos k =2 =2-1=Fk; - hkoyt=2-2-4=Fk-ty,oseak; =2, ks =1y
to =14

En este caso p? genera a la sucesién a = 0001 que a su vez genera a la sucesiéon o =
00001001 de periodo 8 asi

a_f = 0000100010010

B+a = 1001000100001

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

I Iiols Iz Ty Is Tiglo 1y Is hirlin I T30 Disths Iy
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Del grafo tenemos que la Roma es R = {I1, [1s}, a11 = 2278, a1515 = 2~ * y el polinomio

caracteristico es

208 —1 0
plz) = (=1)"®"- 28 det =—2%-(2—2% (1 — 2%, y la mayor
4
18,1 X —1
raiz real es x = v/2
log(2)
Luego htop(Oéféa BJrQ) == R

e Consideremos ahora k =4=4-1,t=8=4-20sea ky =4, ky =1, =2

En este caso p* genera a la sucesién a = 01; que a su vez genera a la sucesiones
a = 00110101, @ = 00101011, v = 00101101 de periodo 8

Si w = 00110101, entonces = b(«) = 11010100

a_f = 00110100110

Bra = 11010101001

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

Is Iy Iy Ig Tzl I, Islialyg Ig Tia lo 14

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I1, [14}, a11 = 2275, a1414 = 272 y el polinomio

caracteristico es

208 —1 0
plz) = (1)1 2™ - det =—2"-(2—2% - (1 — 2?), y la mayor
-2
Q14,1 X —1
raiz real es x = /2
log(2)
Luego htop(a—éa B—I—Q) - 3

Si = 00101011, entonces 5 = b(a)) = 11001010
a_f=00101010110
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B.a = 11001011001

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

Is Is haly; o Lip 12 Is Is Ity Ty T Iy Iy

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, [14},

caracteristico es

208 —1 0
p(x) = (=1)¥ 1. 2. det
Q14,1 |
raiz real es x = v/2
log(2)
Luego htop(aféa 6+Q) - 8

Si w = 00101101, entonces = b(«) = 11010010
oz_é = (001011001101001
Bra =110100110010110

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

NA
\
1,
I5
y
ar; = 2278 ajy14 = 272 y el polinomio

=—2*-(2—2% (1 —2?), y la mayor

Is Iy Tily Is Iy I, T Lig Iy Iy Iy Tiof20lis Is Ioolo TigTiolhy 1,
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Del grafo tenemos que la Roma es R = {Iy, I3117, 52}, aso = x5 a93 = 7% a3y =
78 az3 =278 a7 = T = a173,a17,22 = 0, G222 = 20 T+t St =

U923, A2a.17 = T4, ag9.00 = 72 y el polinomio caracteristico es

r8—-1 g8 0 0
x~ 8 8 —1 0 0
p(z) = (=1)" 1. 2. det =
a17,2 ary  xt—1 0
222 223 2217 2 -1
= 2% (=1 +2Y) - (=2 +2%) - (=14 2?), y la mayor raiz real es x = v/2
log(2
Luego hyop(a_ B, Bra) = 8( )

e Sik=6=2-3=Fk; - koyt=8=2-4=k-ty,oseak; =2, ky=3,t, =14

En este caso p® genera a la sucesiéon a = 0111 que a su vez genera a la sucesiéon a =
01101111 de periodo 8 asi

a_f = 0110122011110

fra = 1111011101101

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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Is Liohs Iyy I Is holig Iy 1) Is Iie I7 I416 Iis i3 1a

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, [1g}, a1; = 2278, a;318 = 2~ y el polinomio

caracteristico es

208 — 1 0
plz) = (=1)"®"- 2% det =—2%-(2—2% (1 — 2%, y la mayor
—4
18,1 s —1
raiz real es r = /2
log(2)
Luego htop(aféa ﬂJrQ) == 3

e Periodo t =9

t=9=3-3entonces ky =3y t, = 3.
eSik=3=3-1=ky -ky,0oseak; =3 ky=1,t=3

En este caso p? genera la sucesiéon a = 001 de perfodo 3, esta sucesién genera a o =
M = 03101021 y la sucesién ay = % = 03105101 ambas de periodo 9
Comenzemos con o = a_bya = 0310101, entonces

a_f = 03101031010

Bra = 101001051051

Asi tenemos el siguiente grafico con su respectivo grafo
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Is Iyho Is It 1w LIy Iy b I Iy Is Iy Tn Iy

< Ill

10

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, [17}, a11 = 227 %, a1717 = 273 y el polinomio

caracteristico es

2079 — 1 0
p(x) = (1)1 2! det =2°-(2—12%-(1—2%), y la mayor
a7, r3—1
raiz real es x = /2
log(2) 1
Luego htop(()[_ﬁ, 6+Q> = % = § 10g(2)

Si o = a_bby = 03105101, entonces
Oé,é = 031021021010
Bra = 101005101051

Asi tenemos el siguiente grafico con su respectivo grafo
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Isholy b In b Iily I Iy b I L Ly nlu Iy

hs~——p,,

=~ In

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, [17}, a11 = 227 %, a1717 = 273 y el polinomio

caracteristico es

2079 — 1 0
p(z) = (1)1 2! det =2 (2—2% - (1 —2%), y la mayor
ai7,1 r3—1
raiz real es x = v/2
log(2 1
Luego higp(a_f, Bra) = Per((oz>) =3 log(2)

eSik=6=3-2yt=3-30seak; =3, ko =2y t, =3, entonces p° genera la sucesién
a = 011 de periodo 3, esta sucesiéon genera a a; = a_bya = 01015015 y la sucesion

as = a_bb, = 01015013 ambas de periodo 9

Comenzemos con o = a_bya = 01013501,, entonces

a_f3 = 010115010150

Bra = 130150150101

Asi tenemos el siguiente grafico con su respectivo grafo
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I 114 110 115 19 I 13 [13 IS ]17 17 L 112 16 I16 In 14

< Ill

10

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, [17}, a11 = 227 %, a1717 = 273 y el polinomio

caracteristico es

2079 — 1 0
p(x) = (1)1 2! det =2°-(2—12%-(1—2%), y la mayor
a7, r3—1
raiz real es x = /2
log(2) 1
Luego htop(()[_ﬁ, 6+Q> = % = § 10g(2)

Si o = a_bby = 01015015, entonces
a_f = 010110150150
Bra = 13010150101

Asi tenemos el siguiente grafico con su respectivo grafo
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Iyl Iyl L I Ig I In I Iis Iy Ty I

/rll
L7

113 ‘\ILQ

=~ In

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, [17}, a11 = 227 %, a1717 = 273 y el polinomio

caracteristico es

2079 — 1 0
p(z) = (1)1 2! det =2 (2—2% - (1 —2%), y la mayor
ai7,1 r3—1
raiz real es x = v/2
log(2 1
Luego higp(a_f, Bra) = Per((oz>) =3 log(2)

e Periodo t =10
t =10 =52 entonces si k; = 2, entonces t, =5
eSik=2=2-1=k -ky, oseak; =2k, =17yt, =05, entonces p* = p? genera la

sucesion a = 041 de periodo 5, esta sucesion genera a a = a_b;, = 051031 de periodo 10

ast
Oé,é = 0510410310
6+Q = 10310031051
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Asi tenemos el siguiente grafico con su respectivo grafo

Ishy Il Lg Iy Dol By Iy loly Dilobilg b I Ly o Is

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, Ino}, a11 = 227'% ag 99 = 27° y el polinomio

caracteristico es

20710 — 1 0
p(x) = (=1)*71- 2% - det = —z7-(2—2'9) - (1—-2°), y la mayor
(221 .’17_5 —1
raiz real es x = V/2
log(2) 1
Luego hyop(a_ B, Bra) = Per(a) =% log(2)

Si k=4, entonces k1 =2y ky =2

p* genera la sucesién a = 0,101 de periodo 5, esta sucesién genera a o = a_b, =
0210510101 de periodo 10 Asi

a_f8 = 031021010,101010

Bra =1010100101051051

Asi tenemos el siguiente grafico con su respectivo grafo

168



Is Lylhy Tho In Iy L I hols Iy Iy Toly I Iy s Io L Iy

Del grafo tenemos que la Romaes R = {I, Ino}, a11 = 207'% agg 90 = 7° y el polinomio

caracteristico es

20710 — 1 0
p(z) = (=1)>71- 2 - det = —27-(2—2'9) (1 —-2%), y la mayor

221 x 0 —1
raiz real es x = V/2
log(2) 1

Luego hygp(a_f, Bra) = Per(a) =10 log(2)

eSik=6=2-3==Fk -ky,oseak; =2, ky=23yty,=>5 entonces p¥ = p® genera

la sucesion a = 01011 de periodo 5, esta sucesién genera a o = a_b, = 0101011011 de

periodo 10 Asi
a_f=0101011010110110
Bya = 1101101011010101

Asi tenemos el siguiente grafico con su respectivo grafo
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Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, I»o}, a11 = 227'% ag 99 = 27° y el polinomio

caracteristico es
2¢7 10— 1 0

p(z) = (1)1 2% det = —27-(2—2'9) - (1—-2°), y la mayor
(221 .’17_5 —1
raiz real es x = V/2
log(2) 1
Luego htop(Oéféa BJrQ) = P@’I“(Oé) = 1_0 10g(2)

eSik=8=2-4=1Fk -ky,oseak; =2,k =4yty=>5, entonces p* = p® genera la
sucesion a = 014 de periodo 5, esta sucesion genera a o = a_b;, = 013015 de periodo 10
Asi

a_f =01301130150

Bra = 1501401501

Asi tenemos el siguiente grafico con su respectivo grafo
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T I
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Del grafo tenemos que la Romaes R = {I, Ino}, a11 = 207'% agg 90 = 7° y el polinomio

caracteristico es
2710 — 1 0

p(z) = (=1)*71- 2 - det = —27-(2—2'9) - (1—-2%), y la mayor
221 x 0 —1
raiz real es x = V/2
log(2) 1
Luego htop(Oéféa BJrQ) = Per(a) = 1_0 10g(2)

Seat=10=5-2o0sea ks =5, ty = 2.

e Sik=5=5-1=%Fk -ky osea k, =5, ks = 1 entonces p* = p° genera la
sucesion a = 01 de periodo 2, esta sucesion genera a o = M = 0011010101 y
oy = a_b%b, = 0010101011 ambas de periodo 10 Asi

Sia; = M = 0011010101, entonces

a_f3 = 021101010150

Bra =15,01010101001
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Asi tenemos el siguiente grafico con su respectivo grafo

Is L Iply Iy b b BlylyTols Le Iy Iy

112\111/]10

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, I1s}, a11 = 227'%, as616 = 272 y el polinomio

caracteristico es
2¢710 — 1 0

p(x) = (=1)"""- 29 det = -2 (2—2'9) - (1—2?%), y la mayor
16,1 .73'_2 —1
raiz real es x = V/2
log(2) 1
Luego htop(a—éa 64—@) - P@T(Oé) - 1_0 10g(2)

Si ap = a_b3b, = 0010101011, entonces
o_f = 0,10101010110
B.a = 1,00101011001

Asi tenemos el siguiente grafico con su respectivo grafo
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Del grafo tenemos que la Romaes R = {I, I1s}, a1 = 227'% a1516 = 272 y el polinomio

caracteristico es
2710 — 1 0

p(z) = (=1)"%"1- 210 det = —2*(2—2'9)- (1 —-2?%), y la mayor
CL16,1 ZE_2 -1
raiz real es x = /2
log(2) 1
Luego hiop(a- 3, Bra) = % 10 log(2).

Hechos ya una cantidad suficiente de casos particulares que verifican el resultado vamos
a probar el caso general. Sea entonces t = ky -ty vy k = ki - ko, con ky y to primos
relativos ky > 2.

Suponemos k divide a t — 2. En este caso sea s = % € N. Tenemos s -k =1 —2
02=t—s-k="Fk -tyg—s-ky ko =kt —s-ky). Como k; > 2 debe ser k; = 2,

to — skoy = 1, esto es ty = sky + 1
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En este caso p* = p?*2 genera la sucesién a = 0,,111(0,,1),, de perfodo m~+2+(m+1)-n =
(m+1)(n+1)+1, conm+1= %, n+ 1 = ks, o sea de periodo s - ky + 1 = t,.
La sucesion a genera a la sucesién a = a_b, de perfodo 2per(a) = 2t, =t

Cason =1 (yestoes ky =2)

e Sim =1, tenemos a = 00101, entonces o = 0010010101

a_f =0010010100101010

Bra =1010100101001001

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

Is Dy Iy I Lo Lol Le Iy In Ty b Iy Lol Iy Tir s g L s

Im& Imm\ /

12\;/110

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, Ino}, a11 = 227'% ag 99 = 27° y el polinomio

caracteristico es

20710 —1 0
p(x) = (=1)»7"- 2> - det = —z7-(2—2'9) - (1—-2°), y la mayor
(22,1 7 —1

raiz real es x = V/2
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Lucgo huy(03. Bra) = 122 ((i)) ~ L log(2)

e m = 2. En este caso a = 0001001 y o = 031031051051 tenemos
Oé,é = 0310310210310210210
,B+Q = 10210210021021031031

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

I Il B Tyl Bl B Tl Ly Tly By Tl y B i By o T ol

/"128\’[29 — I3 I8

Iz — 1 ’\
\_/, Iy I

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, I3}, a1 = 207 azg30 = 27" y el polinomio

caracteristico es
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p(z) = (1)1 2% det B =—2%(2—2') - (1—27), y la mayor
30,1 .T_7 1
raiz real es x = V/2
log(2) 1
Luego htop(aféa 6+Q) = P@’I“(Oé) = ﬁ 10g(2)

e En el caso general para m tenemos a = 0,,,110,,1, entonces a = %, Per(a) =
dm+6 =t

@ =0mm411051110,,10,,4110,,10,,10

Bra =10,,10,,100,,10,,10,,5 110,411

El grafico asociado es:

Del grafico tenemos que:

I; es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad, mas cercano a la discontinuidad
que va a dos intervalos Iy — I e [} — I3

15 es el intervalo anterior a la discontinuidad, I — I,

15 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5

14 es el ultimo intervalo, I, — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I

Is =15+ 9, I — Ig, Is = Is + 8, Is — I1g, 1190 = Ig + 8
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I =147 1; = Iy, Ig=1; + 8, Ig = I11, [11 = [g + 8

Sucesivamente Io,10 — Iomia = Iomio + 8, lomis = Iopmys = Ilopmys + 8, Iopia —
Iy = I3+ 5

Lomis = Lomir = I3 + 3, Iomis = Lomis = Is + 5, lamyr = lomio =I5+ 3

Dmys = lomi10 = lomis + 8, Iomyo = lomi1n = lomvo + 8, ooy Limya = Lamie =
Limta + 8, Iimis = Lamis = I3 + 1, Lamys = Lamyr0 = Is + 1, Limi10 = Lamtr2 =
Limt10 + 75 Lamsr = Lamyo = Lamir + 8, Lamio = Lumint = Lo — 1, Lam1n = Lamgro,
Limt12 = Lims1z = Limr12 + 85 o Loy — 1.

Igmy12 es el intervalo del lado derecho de la discontinuidad que va a dar a dos intervalos
Tomi12 = Iz € lomrrz = Lomv1s = I7 — 1

Tomi13 = Tomy1a = Llom+13 + 8, - Lrmi11 = Irmviz = Irmyn + 8, Iomgiz = i1z =
I3 + 2, Itz = Iomgia = Is + 2, Inpv1a — I € Irpga = Longis = It + 8,
Irmi1s = Trmsi6 = Irmy1s + 8, -+ Ismt1s = Lsmr1a = Ismi13 + 8, Lsmr1a = Lomy12

Asi tenemos el siguiente grafo

Ismt1a

Ism+13

I7n;+15 17
I7m+14
Iy
I7m+13 :
A I4m+8
Tsm+14
[\ Lym+o
6m+13 L
" Tom+12 Tomynr [67"*10‘\16;”9 o I4m+1‘f/lzn1+13/_\14m+12<; Lymt11 Tam+10

Del grafo tenemos que la Roma es R = {[1, Iy;nt14}, 11 = 20~ UmE6) g 4 sme1a =
z~m+3) v e] polinomio caracteristico es
2x7(4m+6) -1 0

T — -1 8m+14—1 | x8m+14 . det
plr) = (-1) oy

A8m+14,1

— _x2m+5 . (2 _ x4m+6) . (1 _ x2m+3)

Asf la mayor rafz real es z = “"W/2
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log(2) 1
Per(a)  4n+6

Luego hyop(a_ B, Bra) = log(2) = %log(Z), como querfamos probar.
Caso n =2 (asi ky = 3)

e Para m = 1 tenemos a = 0310101, entonces o = 02,1010,1010101

a_f3 =0,1010,101010,10101010

Bra =1010101001010105101051

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

I Iy b L Iy B T s b Bl By B Dl Bl By oo K Dy Ty

/128\)[29 — I3

Iy7 L — 1 ’\
y \_/, I I
Iz

17

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, I3}, a11 = 207, ag 92 = 27" y el polinomio
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caracteristico es

p(x) = (1)1 2% det - =—2%(2—2') - (1—27), y la mayor

raiz real es r = /2

log(2) 1
= — log(2
Per(a) 14 o8 (2)
e En el caso general para m tenemos a = 0,,,111(0,,1)2, entonces o = a_b,, Per(a) =

Luego htop(a—ﬁa 64—@) -

6m+8=1
Oé_ﬁ == 0m+110m10m+11(0m1>20m+11(0m1)30
Bro = 1(0,,1)50(0,,1)50,m4110,, 10,411

El grafico asociado es:

Del gréfico tenemos que:
I; es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad, més cercano a la discontinuidad
que va a dos intervalos Iy — I e I} — I3

15 es el intervalo anterior a la discontinuidad, Io — I
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15 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I

14 es el ultimo intervalo, I, — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I

To=1s+ 13, Ig = Is, Is = Ig + 12, Iy = Is + 11, Ir — To, Iy = Ir + 12

Sucesivamente Io,, 10 — lopia = lomio + 12, Iz — Iopis = Iopas + 12, Inpig —
Iy = 14 — 3

Lomis = Lomir = I3 + 7, oy = Lomis = Is + 9, Iomy7 = oo =I5+ 7

Iomis = Iomi10 = Lomas + 12, Lo = o1 = lomyo + 120 .00 Igmye — lomas =
Tomie + 12, Iomis = Iomt10 = I3 + 1, Tomv10 = Lomt12 = Is + 1, Tomi12 = Lomi1a =
Tomi12 + 11, Tomyo = Lomt11 = lom+o + 12, Iomi11 = Loms1z = Lo — 1, Lomr1z = Lom14,
Tom+1a = Lomt15 = Lom+14 + 12, .. Tomy1s = Tomi1a = Loms1z + 12, Topi1a — 11

Ig, 115 es el intervalo del lado derecho de la discontinuidad que va a dar a dos intervalos
Tomi1s = Iz € lomi1s = Lomyrs = I — 1

Iomi16 = Lomy1r = lomtie + 12, .. Tiomy14 = Liomt1s = liomt1a + 12, Liomy1s —
Lom+16 = I3 + 6, Liomt1e = Liom+17 = 15 + 6, Liomt17 = lwom+1s = liomy17 + 12, ..,
himtie = Dimrr = I3+ 2, Limgrr = Diamps = 5+ 2, Limgis = Lo € s —
Iimt19 = Tiim1s + 12, Iy = Diimr20 = Diim19 +12 000 Diamsas = Tomts

Asi tenemos el siguiente grafo

T12m41

Lamiar

Illm+19 17

Tiim+1s
w
Illm+17
. Tsm+10
Toms17
I\ Tom+11
9m+16
" Tomi1s  Iom+1a 19"”13‘\[9;“12 """ Iem+1;/?6m+15/\16m+14<— Tom+13 Tomt12

Del grafo tenemos que la Roma es R = {Il, ]12m+18}7 ari = 2[[’7(6m+8), A12m+18,12m+18 =

=B+ vy ¢l polinomio caracteristico es
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2x7(6m+8) -1 0

) = (—1)12ZmHI8=1  12m+18 | at
p(x) (1) ) 1

A12m+18,1

— _x3m+6 . (2 _ x6m+8) . (1 _ x3m+4)
Asf la mayor raiz real es x = *"W/2

log(2 1 1
Luego higp(a_f, Bra) = 09(2) = log(2) = p log(2), como querfamos probar

- Per(a)  6m+38

Caso general para n

Sia = 0pmy11(0m1)n, entonces a = a_by, Per(a) =2mn+2m+2n+4=2-((m+1)-
(n+1)+1)

@ = 0m411(0m1)n-101m411(01,1)n00m411(0,,,1),,0,, 10

Bra = 1(0,,1)20,m10(0,, 1) 10m 11 (O 1) 1O 1

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

dn+3

dmn+4m+5 dn+5
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Lymn+am+an+10 ®

Limn+am+an+o

Limn+3m+an+11

Lymn+3m+4n+10
Lymn+3m+an+9
13mn+3m+3n+ 11

I3mn+3m+3n+10

N Lymntsmranss
I3mn+3m+3n+9 :

N

- Dpnyomsontin Lomntomt2n+10

Del grafo tenemos que la Roma es R = {11, lynntam+antio}, sea h = dmn+4m+4n+10,

2mn—+2m-+2n+4) — xf(mn+m+n+2

a1 = 27 y Ap,h

aj; —1 0
p(x) = (=1)"1.zh. det b

ap1  app — 1

_ _xmn+m+n+4 . (2 _ x2mn+2m+2n+4) . (1 _ xmn+m+n+2)

Asf la mayor rafz real es z = "R/

) y el polinomio caracterfstico es

log(2 1
Luego higp(a_f, Bra) = Pofj“((oB) =7 log(2), como querfamos probar.
t—3
e Suponemos ahora que k divide a t — 3, esto es s = 7 €N. Oseas-k=t—3y

3=1t— sk =ki(ty — sky). Como k; > 2 debe ser k; =3y ty — sky =10ty = sky + 1.

En este caso p* = p3F2

t—3
conm=———1n=ky—1.

k

genera la sucesién a = 0,,,411(0,,1),, de periodo (m+1)(n+1)+1

La sucesién a genera a las sucesiones oy = a_bra y ay = a_bb, de periodo 3per(a) =

3ty =1

Cason =1 (y esto es ky = 2)

En este caso a = 00101 y ag = 001001010100101, Per(a;) = 15
a_f=001001010100100101010

Bra =101010010100101001001

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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L bl Iy I I DDl b i s Bl by | Tl Tl by Dy o s

Iz
1 <« g<— 117‘\/116 I

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, Iz}, a11 = 207'% as 90 = 7° y el polinomio

caracteristico es

20715 — 1 0

p(x) = (=11 2% det =" (2—2") (1 —2°), y la mayor
-5
271 T —1
raiz real es x = ¥/2
log(2) 1

Luego hiop(a_f3, fra) = Per(a) =1 log(2)
e Para el caso general de m, si a = 0,,,110,,1, entonces «; = a_by,a, Per(a;) =

3(2m+3)=6m+9=t
@ = 0p1110,4110,,10,,10,,,1110,,1,10,,10,,10
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B_;_Q = 1Om10m10(0m1>20m+11Om1(0m+11>2

El grafico asociado es:

15 [1 12]3 I4

Del grafico tenemos que:

I, es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad, més cercano a la discontinuidad
que va a dos intervalos Iy — I e [} — I3

I5 es el intervalo anterior a la discontinuidad, Iy — I,

I3 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5

1, es el dltimo intervalo, Iy — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I

le=1I5+12, I = Ig, Is =I5+ 10, [; = I5 + 9, I; — Iy, Ig = I; + 10

Sucesivamente lo,, 10 — Ilopia = Iomio + 10, Loz — Iopis = Iopas + 10, oy —
Iy = 14 — 3

Loy = lopir = I3+ 4, Iopag = lopes =I5 + 7, Iopi7 — oo =I5+ 4

Iopmis — Tomi10 = Lomes + 10, Iopio — Lomi11 = lomgo + 10, oo Liyya — Lapmis =
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Limia + 10, Lumye = Lamss = I3 + 2, Iiynis = Lami10 = Is + 2, L0 = Lamyr2 =
LIimt10 + 9, Limyr = Limyo = Lamyr + 10, Limyo = Limy1n = 1o — 1, Lymr11 = Lamya2,
Limi12 = Lyms1z = Lamyr2 + 10, oo Tgmy1a — 1.

Igm 115 es el otro intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos
intervalos

Ismy1s = Is € Igmi1s = Ismy16 = Ismr1s + 10

Ismy1i6 = Ismi17r = Ismy16 + 10, .o Topmy1a = Tomy1s = Lomr14 + 10, Lomi1s = lomy1e6 =
Iy = 2, Iomy16 = 17, lomi16 — Lomy1s € lomyie = lomr1r = Is + 8, Iomi1r = lomi1s =
Tomy17 + 10, ... Tom+16 = Liom+17 = liomt16 + 10, Lioms17 = Ism+1s-

Asi tenemos el siguiente grafo

IlOnH»lﬁ’l» 110m+17 ®
4
N

19m+17

)

Iymi16
I7
Tgm1s

Ig

Igm+16
\
Lim+s
Ism+15
18m+14 I4m+9
Tsmirs ..o Tsm+16 167"'*15@:“4 e I/ITVZ+1/1A/}ZNL+13/_‘\I4m+12H Tym+11 Lymt10

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, [igmi17}, a11 = 22~ 410,017 10m 17 =

z~m+3) v e] polinomio caracteristico es

2x7(6m+9) -1 0

2) = (—1)10mH1T—1 | 10m+1T | ot
pa) = (-1) e

A10m+17,1
— x2m+5 . (2 _ x6m+9) . (1 _ x2m+3)

Asf la mayor raiz real es x = “"V/2

log(2 1
Luego htop(a—éa 6—}—@) - P@T((Oé)) - 6m + 9 10g(2)

Cason =2
Para m = 1 tenemos a = 0510101, entonces a = 051010,10101010510101, Per(a) = 21
Oé_é == 02101021(01)302101021(01)30
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El grafico asociado con su respectivo grafo es:

15[ s Iis [,y I Iy Lo Ir Doy 12

If Iig Ly Iy Iy s, Is T,
6 L3171 [y Iy Iy Ly Iy Iy I 5T I

b Ly o Tl

ke L

—_—
I35

. T
/ Sy

Ig,,/g 17
t

I
3{ I

I3y
Iy

I3
Io

Ing
Iog

Ty7<——1s¢ -« I &[21(/120 <_>(—\117

Il9 IlS

Del grafo tenemos que la Roma es R = {Iy, I3}, a11 = 227", azgz 37 = 27" y el polinomio
caracteristico es
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2072 — 1 0

p(z) = (=1)*1 . 2% - det =27 (2—2?Y) . (1 —27), y la mayor
asr,1 T —1
raiz real es x = /2
log(2) 1
Luego htop(Oéféa BJrQ) = P@T(O&) = ﬁ 10g(2)

e Para el caso general de m tenemos a = 0,,,111(0,, 1), entonces a; = a_b,a, Per(a) =
Im+12 =1t

@B = 01110, 10,11(0,,1)30,4110,,10,,411(0,,1)50

Bra = 1(0,,1)50(0,,1)50m 11100 1)20,m 4110, 10,511

El grafico asociado es:

Is I Iy I3 Iy

Del grafico tenemos que:

I; es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad, més cercano a la discontinuidad
que va a dos intervalos Iy — I e [} — I3

I5 es el intervalo anterior a la discontinuidad, Iy — I,

15 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5
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14 es el ultimo intervalo, I, — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I

le=1s+17,Is — I3, [s= I+ 15, [; =I5+ 14, I; — Iy, [y = I; + 15

Sucesivamente Io,, 10 — lopia = Iomio + 15, Iz — Iopis = Iopas + 15, Iy —
Iy =1, —3

Lomis = Iomir = I3+ 9, Iomie = lomys = Is + 12, Iomyr = Iopyg = 15 + 9

Lomts = Iomi10 = lomis + 15, Tomyo = Lomi1n = lomio + 19, .oy Tomie — Lomys =
Iom+e + 19, Imi7 = Lom+o = Lom+7 + 15, Tom+s — Lom+10 = I3 + 2, Lomro = Iominn =
Tom+yo + 15, Tomr10 = Lom+12 = 15 + 3, Tom+11 = Lomr1s = Lo — 1, lomi12 = Llomr1a =
Tmv12 + 14, Lom+13 = Lomt14, Lom+14 = Lom+15 = Lomr1a + 19, ... Tioamy1r = Diomt1s =
homy17 + 15, lhomi1s — 11

L19119 €s el otro intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos
intervalos

Lomy19 = Is € Liamy19 = Tiams20 = lioamt10 + 15

Lomioo = Tomtor = lioamy1o + 15, oo Lizmi1s — Dlisme19 = lismy1s + 19, Ligme1g —
Limioo = 1o — 3, Lismi2o — 17, D1zmy20 = Lomris € Dismio0 — lizmy2r = Iz — 1,
Lamy21 = hiami22 = Dismir 15 000y Dismr20 = Dismi21r = lisma20 + 19, Disman —
DLismy22 = I3 + 3, Dismi22 = Li2my19

Asi tenemos el siguiente grafo

s I
Ti5ma1 Ry

Lizm+21

Ligmo

Ligm+19

Is

112m+2()
\
Tsm+10
Iomi1
Ti2m+1s Tem+11
Dizmiar o Tomyg Igmﬂs‘\h)/m#””' i I4m+1‘:/12m+15/_\[6m+14<; Tgmt13 Tomi12

- 12
Del grafo tenemos que la Roma es R = {1, I15pm422}, a11 = 22 (9m+12) A15m+2215m+22 =
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=B+ v e] polinomio caracteristico es

—(9m+12) _
p(z) = (—1)1m+22-1 . pl5m+22 . ot 2z 1 0

A15m+22,1 p=Bm+) _q

— (_1)15m+21x3m+6 . (2 _ x9m+12) . (1 _ x3m+4)

Asf la mayor rafz real es x = *""V/2
log(2) 1

= log(2

Per(a)  9m+12 o8(2)

Luego htop(a—éa 6—}—@) -

Caso general para n

Si @ = 0p111(0p1)n, entonces ay = a_bia, Per(a) = 3mn +3m +3n +6 = 3((m +
Dn+1)+1)

a_f = 01110 1)1 10211 1(0m 1) 11041 1(01 1) 1011 (05 1) 0410

Bra = 1(0,1)n+10(01)n+10m+11(0m1) 00411 (0 1) n—10m11

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

dn+3

Iy f bl Iy

dmn+4dm+5 dn+5
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Ismnt5m+5n+12

Ismn+5m+5n+11

Lymn+5m+an+13

Lamnt-5m+an+12

Lamnt5m+an+11

. Tomn+2m+2n+6
Lamntam+an+13

\

Lamnt-am+an+12

NG Limn+am-+an+10
1477 n+4am+4n+11 .

Domn+2m+2n+7

Tomnt2m+2n+8

Laymnt2m+2n49

I3mn+3m+3n+13
\\Iin.wran.,Jranerlz I2mn+2m+2n+10
L3mnamraniin . ... Dmnsomaontnn —

Del grafo tenemos que la Roma es R = {11, Iyt 5masnii2}, sea h = bmn—+5m+5n+12,

(3mn+3er§'er6)7 anp = xf(mn+m+n+2

Q11 — 1 0

ay =2z~ ) y el polinomio caracteristico es
pr) = (=1)"1.2". det
ap1  Gpp— 1

= i

_ (_1)h71xmn+m+n+4 . (2 o 3mn+3m+3n+6) . (1 o Imn+m+n+2)

Asf la mayor rafz real es x = "2
log(2) 1
L hiop(a_f, = = log(2
uego huop(a-05+0) = oS = Sima s #1080

Anéalogamente se prueba para as = a_bb,, en todos los casos.

e Suponemos ahora que k divide a t — 4 entonces, ky =4 0 k; = 2
4

Si k; = 4 entonces p* genera a a = 0,,,11(0,,1),,, donde m = % —lyn=ky—1. a
genera a oy = a_bya® y ap = a_b?by con Per(ay) = Per(as) =t

Cason =1

Si m = 1, tenemos a = 00101, entonces o = M = (00100101010010100101,
Per(a) = 20

a_f =00100101010010100100101010
B+a = 10101001010010100101001001

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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Gilghyhy oy Bhlsho ok bl bbb o b b b ly byl by b I B s

.

Iy «<— Iz <— Ipg <—To1 «—Ipg «—T1g «<— Lig<— N7 <15 < L5 Ly I Iz

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, Iss}, a11 = 2072°, azy 30 = 27° y el polinomio

caracteristico es
2720 — 1 0

p(x) = (1)1 2°% - det =—27-(2—2%)- (1 —2°), y la mayor
321 .73'_5 —1
raiz real es . = /2
log(2) 1
Luego htop(aféa BJrQ) = Per(a) = 2_0 10g(2)

e Caso general para m, tenemos a = 0,,,110,,1, entonces o« = a_b,a®, Per(a) =
Sm+12 =t
Oé_ﬁ == 0m+110m+11(0m1)20m+110m1(0m+11)2(0m1)20
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B.;_Q = 10m10m10(0m1)20m+1 1Om10m+1 10m1(0m+11)2

El grafico asociado es:

Del grafico tenemos que:

I; es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad, mas cercano a la discontinuidad
que va a dos intervalos Iy — I e [} — I3

I5 es el intervalo anterior a la discontinuidad, Iy — I,

I3 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5

1, es el dltimo intervalo, Iy — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I

le =15+ 15, I = Ig, Is=Is+ 12, [; = I5 + 11, [7; — 1o, Ig = I7 + 12

Sucesivamente lo,, 10 — lopia = lomio + 12, Iz — Iopis = Iopas + 12, Iy —
Iy = 14 — 3

Lopmis = Lomyr = I3+ 5, lomie = Tomis =I5 + 9, Iopi7 = lomio =I5 +5

Iomts = Toms10 = Tomas + 12, Iopyog = Tomi11 = lomyo + 12, oo Lymya — iy =
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Limya + 12, Limye = Lamys = I3 + 3, Lamis = Lamr10 = Is + 3, Lamr10 = Lami12 =
Lymy10 + 11, Lymyr = Lamys = Loyt + 12, Lymyg = Lamyrn = Is — 1, L1 — Lamyao,
Limy12 = Lams13 = Lnyi2 + 12, - Loma1e = Domt 17 = Liomr16 + 12, Liom1r — 1.
I1om1s es el otro intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos
intervalos

Lomy1s = 16 € Tiomy1s = Tiom+19 = liomr1s +12, - Tiimr17 = Diimg1s = liimgar +12,
Limy1s = Tiimye = 1o — 2, Tiim1o = Lomr1ss liimy1o — Lgmi1s, liimr19 — 7 e
Limy19 = Tiime20 = Ir — 1, Tiimg20 = Tiimg21 = Diime20 +12, 005 Tiomg1s = Tizmg19 =
homy1s + 12, Tami19 — Tiomyoo = I3 + 4, liomy20 = Tiome1s-

Asi tenemos el siguiente grafo

------- T2mt19—> T12m+20

Liim+20
t L — D —\
I3
Iiimy19 N

|

Lim+1s

I7
Tom+19

Lom+1s I
8

Tom+17

Lym+s
Lom+16

: Lyt
Ismt1s

18m+1 7 B/
P 61 16
\/ " ~

L1 [005% Napbio—— Tyms11 Lam+10

- 12
Del grafo tenemos que la Roma es R = {11, [12m+420}, 11 = 22 (8m+12) A19m+20,12m+20 =

z~m+3) v e] polinomio caracteristico es

—(8m+12) _
p(z) = (—1)12m+20-1. p12m420 . o 2z 1 0
A12m+20,1 G |

_ _x2m+5 . (2 _ x8m+12) . (1 _ x2m+3>
Asf la mayor raiz real es z = *""Y/2

log(2 1
Cason =2

e Sim = 1, tenemos a = 0510101, entonces o = a_b,a*> = 0,1010,101010105,101010,10101,
Per(a) =28
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a_f = 05101051(01)30,1(01)5051010,1(01)50

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

Lilyhyly byl By by Dl Il ly by Dol b by B b s lo b B Bl ks Dol Dol By B Ty T B By Ty By 1)

/_‘142 — L3 —— I,
I

I

\134 ....... Iy < Iy < I PR 122‘\I21<”I20<—>1(_\I17

[19 18

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I;, Iy}, a1, = 20728 ayq44 = 27" y el polinomio

caracteristico es
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208 — 1 0
p(x) = (=1)"1. 21 . det =22 (2—2%)-(1—27), y la mayor
a40.1 T —1
raiz real es x = 3/2
log(2) 1
Luego htop(Oéféa BJrQ) = P@T(O&) = 2_8 10g(2)
e Caso general para m, tenemos a = 0,,,11(0,,1)2, entonces o = a_b,a?, Per(a) =
12m+16 =1
@B = 04110310, 111(0,,1)30,111(0,11)50, 110,10, 11(0,,1)50
6+Q = 1(0m1)30(0m1)30m+11(0m1)20m+11(0m1)20m+110m10m+11

El grafico asociado es:

I l 1h I

Del grafico tenemos que:

I; es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad, més cercano a la discontinuidad
que va a dos intervalos Iy — I e I} — I3

15 es el intervalo anterior a la discontinuidad, Io — I

15 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5

195



14 es el ultimo intervalo, I, — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I

Ie=15+21, I > Ig, [s= I+ 18, [; = I5 + 17, I; — Iy, Iy = [7 + 18

Sucesivamente Io,, 10 — lopia = Iomio + 18, oz — Iopis = Iopas + 18, oy —
Iy =1,—3

Lomis = Dopir = I3 + 11, Doy — lomis = I5 + 19, Tomi7 = lomyg = 5 + 11

Lomts = Iomt10 = lomis + 18, Tomio = Lomi1n = lomio + 18, oy Tomie — Lomys =
Iom+6 + 18, Igmts = Lom+10 = I3+ 3, Lom+o = Lom+11 = Lom+9 + 18, Iomi10 = Lom+12 =
Is + 3, Ism+11 = lomi1s = Lo — 1, Tomr12 = Lomr1a = lomr12 + 17, Iomy1s = lom+14,
Tomi1a = Tomt15 = Loms1a + 18, oo Dismy21r = Dismio2 = I3 + 6, Lismio2 — L1

I15m123 es el otro intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos
intervalos

DLismy2s = Is € Lismyos = lismi2a = lismtos + 18

Lismy2a = Dismras = Dismiaa + 18, oo ligma22 = Diemy2s = liomy22 + 18, Tigmy2s —
Lemioa = 1s — 2, Diomy2a = lomtis, Liemr2a — li2my22, liemy2a — I7 € ligmy2a —
Lemvas = I7—1, Iiem+2s = Liem+26 = Liom+25+18, -, Tismi24 = lismi2s = lismr24+18,
Ligmios — Digme26 = I3 +4, Iigmi26 — Lism23

Asi tenemos el siguiente grafo

Ligmeas-" """ Tigmyo5—> l18m426

)

Ligm+24

Lemy23
. L

Ti5m+24

Lism+23 Iy

Ti5m+22

) T6m+10
15m+21
: Tom+11
1
12m+22 Lomior ... Jom+1o  Igniprs  Lomsrr <
+21, . I, Ig
~ e ~_ 6mH16 g Tom14 Tom+13 6m+12
s

Del grafo tenemos que la Romaes R = {Il, 118m+26}7 11 = 2$_(12m+16), A18m+26,18m+26 —
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=B+ v e] polinomio caracteristico es

—(12m+16) _
plx) = (—1)18mt6-1. p18mi2 o 2z 1 0
A18m+26,1 g~ (Bmt)

— _x3m+6 . (2 _ x12m+16> . (1 _ x3m+4)

Asf la mayor rafz real es z = *"V/2
log(2) 1
Per(a)  12m + 16

Luego hyop(a_ B, Bra) = log(2)

Caso general n

e Sia=0,,,11(0,,1),, entonces o = a_b,a?, Per(a) = 4mn + 4m + 4n + 8
O‘—ﬁ - 0m+11(Oml)n—lom—i—l1(0m1)n+10m+1]-(Om]-)nom—l—l1(0m1)n—10m+11(0m1)n+10

5+Q = 1(Om1>n+10(0m1>n+10m+1 1(0m1)n0m+11(Om1>n0m+11(0m1>n710m+1 1

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

fimn+n47 47
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T6mn+6m+6n+14

Ismnt-6m+5n+14

I5mn+6m-+5n+13

Ismnt5m+5n+14

Ismn+5m+5n+13

Lomnt2m+2n+6
Isimn+5m+5n-+12

Lomn2m+2n+7

Tsmn+5m+5n+11
Lomnt2m+2n+8

) T2mnt2m+2n+to
Lamn+am+an+14 mn+2m+2n

e I3mn+3m+3n+13

L I . .
Lymn+amtant13 * \i’""*s’"*m*n Lomnt2mtontio

Ismnt3misnt1l .« Doppsomtontin

Del grafo tenemos que la Roma es R = {11, lgynt6mr6ni1a}, sea h = 6mn—+6m+6n+ 14,

ay, = 2g~Umntdmtdnts) g, = p=(mntmint2) v o] polinomio caracteristico es

Q11 — 1 0

pr) = (=1)"1.2". det
ap1  app— 1

_ _xmn+m+n+4 . (2 - x4mn+4m+4n+8) . (1 - Imn+m+n+2)

Asf la mayor rafz real es x = “""TTRY/2
log(2) 1
L hiop (a3, = = log(2
uego hugp(ar-f, 1) Per(a)  4mn+4m +4n + 8 o8 (2)

Andlogamente se prueba para as = a_b%b,.

t—4
e Si ki = 2 entonces p* genera a a = 0,,,111(0,,1),0,411(0 1)1, m = T ly
n="%-1_1 ageneraaa=a_byy Per(a) =t
Cason =1

e Sim =1, tenemos a = 05101051(01)5, entonces
a = a_by = 051010,101051(01)20,1(01)s, Per(a) = 24
a_f3 = 02101021010210101021010,101010,101010
Bra = 1010105101010010105101010510105101051

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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Ehh by b T b b b b E bl f b b kel bR Lkl L

=l — Ly
146

I35 Ly ~——Iyp<—-Iys =+ * * * 2 <[ e— I30<>1(—\127

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, Io}, a1 = 2272 aso50 = 27 y el poli-

nomio caracteristico es

20 — 1 0
p(z) = (=1)°071. 2% . det = a1 . 2-2) - (1-22),yla
aso,1 r 121

mayor raiz real es x = ¥/2

log(2) 1
Luego higp(a_f, Bra) = Per(a) =21 log(2)
e Caso general para m, tenemos a = 0,,,110,,10,,,11(0,,1)2, entonces o« = a_b,,
Per(a) =10m+ 14 =t

@ = 014110,,101,4110,,101,411(0,,1)20,041101, 101041 1(017,1) 20,11 1(0,,1) 20
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Bra = 1(0,1 =5 0,311(0,21)20(0,,1)205m411 (0, 1)20m1 101 10110, 10,41 1

El grafico asociado es:

]5 Il I] ]3 h

Del gréfico tenemos que:

I; es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad, més cercano a la discontinuidad
que va a dos intervalos Iy — I e I} — I3

15 es el intervalo anterior a la discontinuidad, Io — Iy

I3 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5

14 es el ultimo intervalo, I, — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I

Ie =15+ 21, Ig — Ig, Is = I + 20, I = I5 + 19, I; — Iy, Ig = 17 + 20

Sucesivamente I1g,,114 = Tiom+16 = L1omr14+20, Liome1s = Tioms17 = Lo — 1, liomiie —
Lomy1s = Is + 1, omy1r = Tomyio = 1o — 1, Lioms1s = Tiomi20 = Ie — 1, Tiomy19 —
Lom205 Tiom+20 = Tiom+21 = liome20 + 20, -, Iismpes — I

I15m124 €s el otro intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos
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intervalos

Lismyos = Ig € Iismy2a — Iismyos = Dismy2a +20, oo ligmy2s — lismy26 = Ligmy2s +20,
Ligmi2s — lismyor = lo — 2, Ligmyor — ligmyos = L[4 — 2, Ligmyos — I7 € ligmyos —
Ligmy2o = I7 — 1, ... Ioomyos — Toomy20 = loomyos + 20, Loomi29 — Loomyso = I3 + 2,
Lyom30 = Lismi2a-

Asi tenemos el siguiente grafo

........ Toom 20— L20m+30

Tigm+28

Ligm+a7
Is
Lism+26

Tom+16
Lismt2s

!

Lism24

Lom+17

N

Tism+23 <—— Ii5m000 cevnreeennn- Noms22 Liomsat Domt20=<— Tioma19 Tiom+18

Del grafo tenemos que la Romaes R = {Il, Igom+30}, 11 = 2[E7(10m+14), A20m+30,20m+30 =

z~6m+7) v el polinomio caracteristico es
—(10m+14) _
pla) = (—1)20mH30-1. ;20mi30 | o 2z 1 0
A20m-+30,1 g=GmED — 1

— _x5m+9 . (2 _ x10m+14) . (1 _ x5m+7)

Asf la mayor raiz real es x = ""V/2
log(2) 1
Per(a)  10m + 14

Luego iy (0B, Bya) = log(2)

Cason =2

e Sim =1, tenemos a = 051(01)2021(01)3, entonces

a = a_by = 051(01)5051(01)5051(01)50,1(01), Per(a) = 32
B = 051(01)5051(01)2051(01)5051(01)5041(01)30,1(01)50

B+g = 1(01)3021(01)30(01)3021(01)3021(01)2021(01)2021

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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sl oyl o by sl T b Bl oy Tk bl bl s T gy ol b bl el o oyl Byl T B Bk T s sl by ol

Is3

I Iyp <~ Lig~——Ijg == * ==+ Lo ~ [y ]38<>1(—\135 .

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I},lss}, a11 = 202 agses = o '° y el

polinomio caracteristico es
plx) = (=1)%1. 250 . det = —a2%. 2-2%) .- (1-2%, yla

mayor raiz real es © = ¥/2
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log(2 1
Luego hyop(a_ B, Bra) = Poei((OB) =% log(2)

e Caso general para m, a = 0,,411(0,,1)20,,111(0,,1)3, entonces a = a_b,, Per(a) =

1dm + 18 =t
O‘—@ - OM+11(Om1)20m+11(0m1)20m+11(Om1)30m+11(0m1>20m+11(0m1>30m+11(0m1)30
B = 1(01,1)301411(0,,1)30(0,,1) 30,0411 (00, 1) 301,41 1(04,1) 205,41 1(0,, 1) 20,041 1

El grafico asociado es:

Del grafico tenemos que:

I; es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad, mas cercano a la discontinuidad
que va a dos intervalos Iy — I e [} — I3

15 es el intervalo anterior a la discontinuidad, Iy — I,

15 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5

1, es el dltimo intervalo, Iy — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I

16:]5+297 ]6_>]87 ]8:]6+287 I7ZI5+27, ]7—>]9, Iy =17 + 28
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Sucesivamente I14,,118 = T1ama20 = l1amr18 +28, lami19 = Tiamao1 = lo—1, liamyo0 —
Dumyor = Is + 1, Tiamy2r — Diamg2s = 1o — 1, Diamgo2 = Damgoa = lo — 1, Tiamyoz —
Namy2a, Tiamy2a = Damyos = Dameyoa + 28, ..o, Toimyog — 1.

I51m 130 es el otro intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos
intervalos

Dimizo = Is € Dimyzo = Doimisr = loimyso + 28, ..oy losmiss — losmiss = [ — 2,
Dsmiza = Iosmyss = 1o — 2, Dsmyss — Iz, Dosmiss — Tosmyszs = Ir — 1, Dsmyze —
Dosmy3r = Iosmyse + 28, - .., Tagmyss = Iaimy30

Asi tenemos el siguiente grafo

Togm+3s
Iosmsr-"" Togyn 37— 128m+

)

Dosm+36

Iosm+35
I7

Dosmt3a
Is
12;m+32 .
Liam+20
Dot
T Tiam+21
Lpim+30 A~ Dot «eeeennnnns Lumiss  Damial  Dime2s<— Tigmas2s Tama22

—(14m+1
Del grafo tenemos que la Romaes R = {13, Iogmt3s}, a11 = 2x (14m+18) A281m+38 28m-+38 =

2z~ (™49 v el polinomio caracteristico es

—(14m+18) __
p(.T) — (_1)28m+38—1 . x28m+38 - det 2z 1 0

(28m+38,1 = (Tm+9)

_ _x7m+11 . (2 _ x14m+18) . (1 _ x7m+9)
Asf la mayor rafz real es x = "“"Y/2

log(2) 1
Luego hup(a—f, fra) = Per(a)  14m + 18 log(2)
Caso general n

e Sia=0,,:11(0,1),0,:11(0,1),41, entonces a = a_b,, Per(a) = 4mn+6m+4n-+10
Oé_é - Om+11(0m1)n0m+11(0m]—)n0m+1]-(Om]-)n—l—lom—i—l1(Oml)nom—l—l]-(Om]-)n—i—llom—i—ll(oml)n—l—lo
5+Q = 1(0m1)n+10m+11(0m1)n+10(0m1)n+10m+11(0m1>n+10m+11(0m1)n0m+11(0m1)n0m+11
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El grafico asociado con su respectivo grafo es:

bl

(140 B4

I7mn411m+7n+22

I7mn411m+7n+21

|

I7mn+11m+7n+20

17

Is
1, I47n7{+6m+471+l2
6mn+9m+6n+20
Lamnt-6m+an+13
16m71,+9m+6‘n,+19
14771n+6m+4n+] 4-

I 5 5
T6mn+9m-+6n+18 4mn+6m+4n+15

I6mn+9m+6n+17 -~ Limn+6m-+an+16
Lomntom p6n116 oeesn Lamn+6m+on+18 <—— Tamn+t6m+ant17 —

Del grafo tenemos que la Roma es R = {11, Isymn+12misnt22}, sea h = 8mn+12m+8n+

227 ay; = Qx—(4mn+6m+4n+10) _ x—(an+3m+2n+5)

, Qh y el polinomio caracteristico es
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ajq — 1 0
p(x) = (=1)"1.zh. det b

ap1  app — 1

2mn+3m+2n+7 | (2 _ x4mn+6m+4n+10) . (1 _ 2mn+3m+2n+5)

= — T

Asi la mayor raiz real es x = AmntmAn+19/9

Luego fuop(a-f, fra) = Iljoegr((ia)) " dmn+ 6m1—i- 4n 410 log(2).

eSucesivamente

Si k divide a t — k + 2 entonces p* genera a la sucesién a = (0,,411),0,,1, donde
m = H{% —1yn=ky— 1. Lasucesién a genera a « = a_b, y Per(a) =1
Cason =1

El caso m =1, a = 00101 y o = 0010010101, este caso ya fue tratado
e Caso m = 2. En este caso a = 0001001, entonces o = 031031051051
a_f8 = 0310310210310210210
Bra = 10510510051051051051

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

Is s bl Iyl B Bl s Bl L B Iy ol B B o B By Bl Ty o
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IZ;/»[%\»IQQ h»lgo L

IZOW\
I Lig
o Lis <¥”/ 5 Iy Iz I

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, I3}, a1 = 207, ag 99 = 27" y el polinomio

caracteristico es
2r 14— 1 0
p(z) = (=101 2% - det =22 (2—2) - (1—27), y la mayor
30,1 =1
raiz real es x = V/2
log(2) 1
Luego htop(Oéféa BJrQ) = P@T(O&) = ﬁ 10g(2)

e Caso general para m Si a = 0,,4110,,1, entonces « = a_b,, Per(a) =4m+6 =1t
@B = 01 1110,11110,,10,,,1110,,10,,10

El grafico asociado es:
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Del gréfico tenemos que:

I; es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad, mas cercano a la discontinuidad
que va a dos intervalos Iy — I e Iy — I3

15 es el intervalo anterior a la discontinuidad, Io — I

I3 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5

14 es el ultimo intervalo, I, — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I

Ie=15+9, I — Is, Is = I+ 8, Is — 1,0, [,0 =13+ 8

I;=15+7 17 — Iy, Ig =17 +8, Ig — 111, I1y = 9 + 8

Sucesivamente o0 — Iomia = Iomio + 8, lomis = Iopmys = lomis + 8, Iopia —
Iy = I3 +5

Doyys = lomyr = I3+ 3, lomi6 — Tomis = I5 + 5, Ioi7 — lomyo = Is + 3

Dmys = lomi10 = lomis + 8, Iomyo = lomi1n = lomvo + 8, ooy Limya = Lamie =
Limta + 8, Limis = Lamis = I3 + 1, Lamys = Lamyr0 = Is + 1, Lm0 = Lamgr2 =

Limii0 + 7, Limyr = Limyo = Lamar + 8, Iumyo = Lamynn = Lo — 1, Lipi11 — a2,
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Limt12 = Lims13 = Limy12 + 85 o Loy — 1.

Igmy12 es el otro intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos
intervalos

Tomy12 = Lo € lomi12 = lomy13 = Is + 1

Tom+13 = Tomy1a = lomi13 + 8, - Irmy1r = Lrmyi2 = Itmn + 8, Itz = g1z =
Iy = 2, Ityis = Inps = In — 1 € Inyas = Iny Inia = Iomss = Tonga + 8,
Itmy1s = Trmyie = Lomiis + 8, oo Ismy12 = Ismy13 = lgmy12 + 8, Ismi13 — Igmy1a =
I3+ 2, Ismy1a — Tomg12

Asi tenemos el siguiente grafo

18m+14

Ismt13

T7mt1a

I7mt13
Is
I7m12

. Lam+s
Tom+14

\

Tom+y13

Lam+9

T ) Tsm+10 Gm+9- -
em+12  Lomt11 ~__ Lim1a 14,005% Mo~ Lnan Lim+10

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I1, Igyy1a}, a11 = 22799 a1y gmins =

z~2m+3) v ¢l polinomio caracteristico es
2~ (m+6) _ 1 0

T — -1 8m+14—1 | x8m+14 - det
pa) = (1) e

A8m+14,1

— _:E2m+5 . (2 _ x4m+6) . (1 _ x2m+3)

Asf la mayor raiz real es x = “"V/2

log(2 1
Luego hiop(a_f3, fra) = Per((oz)) = I 16 log(2)

Cason =2

Para m =1 tenemos a = (021)201, entonces a = (021)3010,101
B = (021)301(021)5010,1010

Bia = 1010,10100105101(051)5
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El grafico asociado con su respectivo grafo es:

Islpglor Toa Iso I, Inz d22 Doy Ios I3y 1nds, Iy Iy 129 Iy Ts2 I
Ly To pp e T T Ths T g I UL ne DTy o
I3 13 I

//_E[)mf

Ips
T I ~ e Im<«— Dy ~——1,

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, 34}, a11 = 207'% ag 99 = 278 y el polinomio

caracteristico es

p(x) = (=1)*71- 2% - det = —z!9(2—219) - (1 —29%), y la mayor

210



raiz real es x = V/2
log(2) 1
Luego hyop(a_ B, Bra) = Per(a) % log(2)

e En el caso general para m tenemos a = (0,,411)20,,1, entonces o = a_b,, Per(a) =

6m + 10 = ¢
a B = (0311)30,,1(0,411)50,,10,,,41 10,10
By = 10,,10,4110,,100, 10,4110, 1(0pyr 13

El grafico asociado es:

Del gréfico tenemos que:

I; es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad, més cercano a la discontinuidad
que va a dos intervalos I — I e I} — I3

15 es el intervalo anterior a la discontinuidad, Io — Iy

15 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5

14 es el ultimo intervalo, I, — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I
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To=1s+13, Is = I, Is = Is + 12, I = Is + 11, I — To, Iy = I + 12
Sucesivamente Io,, 10 = lopia = Iomio + 12, Iz — Iopis = Iopas + 12, Inpig —
Iy = I3+ 5

Lomis = Lomir = I3 + 3, Iomie = Lomis = Is + 9, lamyr = Iomio =I5+ 3

Dmys = Dmyio = Domys + 12, Iomyo = Iomy1r = lomyo + 12, oo Tomys = lomy10 =
Tomis+12, Iomy10 = Lom12 = L3411, Iomi11 = Lomt13 = Llom+11+12, Iomi12 = Lomi1a =
Is + 1, Ismi1s = lomr1s = Lo — 1, lomi1a = Lomri6 = lom+14 + 11, lomr1s = Lom+16,
Tomv16 = Lomt17r = lomr16 + 12, ... lopy17 — 11

Igm115 es el otro intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos
intervalos

Tomi1s = Is € lomr1s = Lomy19 = lomi1s + 12

Tomy19 = Tom+20 = lomy19 + 12, o liimyoo = liimy2r = Lo — 2, Limyor — I7 e
Iimaor = Dimtoe = Ir — 1, Tiimgo2 = Diimaos = Tivoe +12, 00 Dioggoo = Dioggor =
Domioo + 12, Tiomyor = lioms22 = I3 + 2, Tiomy22 = omts

Asi tenemos el siguiente grafo

Tom+2 I

Lizm21

Iiim+22

Tiimy21
I3
TIiim+t20

. 16m+12
19m+2[)

Tom+13
Igm19

Tom+16
N Tomas Igigr «——

Tomt1s Tomi17 Tom+16 Tgmt15 Lom+14

—(6m+10)

Del grafo tenemos que la Romaes R = {]1, 112m+22}7 ari1 = 2x y A12m+4-22,12m+22 —

z~Bm+5) v ¢l polinomio caracteristico es

—(6m+10) _
plz) = (—1)12m+2-1, glam422 et 2z 1 0

A12m+22,1 = (Bm9) 1

— _x3m+7 . (2 _ I6m+10) . (1 _ x3m+5)
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Asf la mayor rafz real es x = V2
log(2) 1

= log(2

Per(a)  6m+ 10 og(2)

Luego htop(a—éa 6—}—@) -

Caso general para n

Si a = (0p411),0,1, entonces w = a_by, Per(a) =2mn+4n+2m+2 =1
Oé_é == (0m+11)n+10m1(0m+11)n0m1(0m+11)n_10m10
6+Q = 10m1(0m+11)n710m100m1(0m+11)n710m1(0m+11)n+1

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

I,

dmn+dm+dn+1 dn+5
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Lymntam+8n+6

Lamntam+8n+s
I4mn+3m+8n+6 17

I4mn+3m+8n+5
Iy

I4mn+3m+8n+4

1277Ln+2m+4n+4

Dmnt2m+ants \)

Lomnt2mtdnto
Domnt2mdng7 o H2mant

I3mn+3m+6n+8

\

I3mn+3m+6n+ 7

K/ I3mn+3m+6n+5
13mn+3m+6n+6

N

. Ian+2m+4n+9 IZmn+2m+4n+8

Del grafo tenemos que la Roma es R = {11, Iyyntamisnie ), Sea h = dmn+4m+ 8n+ 6,

ay, = 2~ GmnAimtdnt2) g, = p(mntmi2ndl) ¢ 6] polinomio caracterfstico es

arp —1 0
pr) = (=1)"1.2". det b
apy  Gpp—1
— _xmn+m+2n+3 . (2 o Ian+2m+4n+2) . (1 o I.mn+m+2n+1)

Asf la mayor rafz real es x = """ TY/2
log(2) 1
= log(2).
Per(a)  2mn+2m+4n + 2 og(2)

e Ahora si k > g, entonces k =1 (t — k) +1

Luego htop(a—éa 6—}—@) -

Como visto en el teorema 3.1.8 si i = 0 la permutacion genera a la sucesién a = 01; para
la cual vale el resultado, como se vera mas adelante. Como se vio en el mismo teorema
1 = 1 no puede ocurrir.

e Si i = 2 entonces p* genera a la sucesiéon a = (01;),01;41, donde n = % —1,ya
genera a la sucesién a = a_b, talque Per(a) = 2In +2n+ 2l +2 =t.

Caso n=1

e Si /=1 tenemos a = 01011, entonces &« = a_b, = 0101011011, Per(a) = 10

a_f = (01)31010110110

Bra = (110),1011(01)s

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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Ihalsly I Is InLs b Is To I I Lig I Lol by Lo by I Iy

|

I
17 \[16\ .
15

[14 [13 ]12 111

Del grafo tenemos que la Romaes R = {I, Io}, a11 = 227'% agg 90 = 7° y el polinomio

caracteristico es
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22710 — 1 0
plr) = (=1)271. 222 . det

221 Xz —1
= —2"-(2— 219 (1 -2

Asi la mayor raiz real es z = V/2.
log(2) 1
Luego htop(Oéféa BJrQ) = P@T(O&) = 1_0 10g(2)
e Sil =2 tenemos a = 0110111, entonces o = a_b; = 01,01,015015, Per(a) = 14

Oé_é == (012)201120120130130
6+Q = (130)21201301201201

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

Il byly by holy Ly Iy I gl Iy Iy Iy bo Iy I Tulyg I Ty L5 Jos T by Ty s T I
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\ /_\ /_\116 Ilo

Iog “<— 1o ¥118/117 s Iy I3 I I

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, I3}, a1 = 207, ag 99 = 27" y el polinomio

caracteristico es

2711 — 1 0
p(x) = (=1)%71. 2. det

CL3071 I_7 -1
= —2% - 2—a2") - (1-2")

Asf la mayor raiz real es x = V/2
log(2 1
Luego hiop(a-f, Bra) = log2) _ L

= —log(2).
Per(a) 14 o8(2)
e Caso general para [, tenemos a = 01,01, 1, entonces o« = a_by = (01;)201;,101;44,
Per(a)=4l+6=t
Oé,é = (Oll)2011101101l+101l+10

Bra = 1;1101;1101,01;44(01;),01

El grafico asociado es:

217



I L L I Iy

Del gréfico tenemos que:

I; es el intervalo del lado derecho de la discontinuidad, mas cercano a la discontinuidad
que va a dos intervalos Iy — I e [} — I3

15 es el intervalo anterior a la discontinuidad, Io — Iy

15 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5

14 es el ultimo intervalo, I, — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I

le=1,—7 1 > Ig, Is=1s—8, [; =1, —9, I; — Iy, [ = 1I; — 8

Sucesivamente Iy 1o — Ioppgy = Iop10—8, Iojig — Iojis = Iopis—8, Ioppy — Inpyg = I —3
Dyys = Iopyr = 1o =5, Ioiye — loppg = Iy — 3, Iopp7 — o9 =14 — 5

Iys = Ioip10 = lons — 8, loypg — Ioiy1n = Iopo — 8, ooy L — Lyvs = Luge — 8,
Tyvs = Iyyio = Is + 1, Iyvio = lugie = 14— 8, Lyys — Lyyr = Lluys — 8, Ly —
Iyro = 1o — 1, Iyyo = Iyyin = Is — 1, Lyrnn = Luvae, lusvie = luviz = luri — 8, -
Iiy11 — 1.

Ig1112 es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos intervalos
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Toi112 — Ig € Igiy12 — lor413 = 14 — 6

Toi113 = Toiv1a = i1z — 8, oo I = Tnpre = Ingn — 8, Inpie — Inpiz = I — 2,
Iy = Ingia = 1a—2, Ingag — Iz e Ipig = Ings = Inga—38, - Isipas = Igipa =
Isiv13 — 8, Isiy1a — Toir12

Asi tenemos el siguiente grafo

Isits
A — TR I

Iy

Tsii11 Tyi413
~ D AT

~ IGH—IO ............ I4l+14 I4l+11 I4l+10 I4l+9 I4l+8

(41+6)

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I}, [g114}, a11 = 22~ L A8I41481414 =

2~ ?3) v ¢l polinomio caracteristico es

—(4l+6) _
p(z) = (_1)81+1471 814 | et 2z 1 0

asi+14,1 =) 1

— _x21+5 . (2 _ [E4l+6) . (1 _ $2l+3)
Asf la mayor rafz real es x = “/2
log(2) 1
Per(a) 41+6

Luego iy (0B, Bpa) = log(2).

Caso n = 2

Sil =1 tenemos a = (01),011, entonces a = a_by = (01);01101011, Per(a) = 14
B = (01)41(01),011010110

Bya =11010110101011(01),4

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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Ifyhyly In Iy bs Ly by o Iy e by, B3 Tg o &t Iy Is Il Iy Lo Ly [y Ll Ty [,

NN W |
/]26’/> 127 128 129 I30 h _’12 ’\

Ios

Ing Iz
I3 Ig

T
Ioo Iy

T

I

\ T
1y Mg P [ ¥

I /119\—/

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, I3}, a1 = 207, azg30 = 27" y el polinomio

caracteristico es
20 14— 1 0

p(x) = (=1)%71. 23 det
30,1

— 9. (2—x14) . (1 _$7)
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Asf la mayor raiz real es z = V/2
log(2) 1
Luego hiop(r- 3, fra) = Per(a) 14 log(2).
e Caso general para [, a = (01;)201;41, entonces a = a_b, = (01;)301;4101,01;44,
Per(a) =6l+8=t
Oz_ﬁ == (01l>30111(011)201l+101101l+10

Bia = 1,4101,01,4,01,01,01,,1(01,)501

El grafico asociado es:

Del gréfico tenemos que:

I, es el intervalo del lado derecho de la discontinuidad, mas cercano a la discontinuidad
que va a dos intervalos Iy — I e I} — I3

I5 es el intervalo anterior a la discontinuidad, I — I,

I3 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5

14 es el ultimo intervalo, I, — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I

221



16:]4—1]_,16%18,18216—12,]7:]4—13,17—)19,19217—12

Sucesivamente IQH_Q — ]2l+4 = IQH_Q — 12, Igl+3 — Igl+5 = ]2l+3 — 12, ]2l+4 — ]2l+6 =

I, =7

Ijys = Iypr =10 — 9, Injpg — Iops = 1y — 7, Injpr — Iopp9g = 14 — 9

Iyivg — Ioip10 = Logvg — 12, Toprg — Iop11 = Ioipo — 12, .o, Igins — Isip10 = Loies — 12,

Isiv10 = Tor12 = Is + 1, Igipi2 — Loip1a = Ly — 12, Igip7 — Loipo = Iornr — 12, Igip9 —

Isiinn = Lo — 1, Isip11 — Torp1z = Lo — 1, Toiv1s — Lip1a, Loiv1a — Loiv1s = lorp1a — 12,

C.. Igl+14 — 1.

Ig;115 es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos intervalos

Igii15 — Is € Top15 — Io16 = 14 — 10

Ioivi6 — Toiv17r = Loiv16 — 12, ..o liyss — Dugie = Diuss — 12, Ly — Liugsir =

Iy — 2, Liyvir — L = 1o — 2, hgas — 17, e Liugis — Lt = L — 12, 000,

Loy = hagis = Ligipir — 12, Ligipis — Loits

Asi tenemos el siguiente grafo

JETTRST:
T
) Ti21418 I

JESTRST

IllH»l

417

Tori14 Isi+15
~_ IQZ+13 ............ I6H»16/ o [6l+14

Tei+13 Toi412 It Tei+10

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I1, L1o118}, a11 = 227 OF a5, 15101418 =

2 (Bl+4) y el polinomio caracteristico es

2I7(6l+8) -1 0

2) = (—1)12+18—1 121418 | et
pe) = (1) e

a1214-18,1

— —$3l+6 A (2 _ $6l+8) X (1 _ $3l+4)
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Asf la mayor rafz real es x = /2
log(2) 1
Per(a) — 61+8

Luego huup(a_f, fra) = log(2).

Caso general para n

Si a = (01;),01;41, entonces a = a_by = (01;),4101;11(01;),,—101;11, Per(a) = 2in +
204+ 2n+4 =t

0B = (01))41011,(01,),01,41(01;),, 101,410

Bra = 1;41(01;),-101;1101;(01;);,—101441(01;) 54101

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

4ln + 4l + 4

4n +5 4ln + 41+ 5
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Lyintai+4n+o
T
Lyintai+4n+10 L

Lyint3i4+4n+11

Is
Lyint3i4+4n+1 r
/f
Lyin+31+4n+9
. IS
I3lnT31+3n+1o K
I31n 43143049
............ IQ 2142 11
]3ln+3lw/[3ln+3l+3n+7 bl T I.
2In+214-2n+10 2n+2042n+9 [ o ionts
N~

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, Lyntai+ant10}, sea h = 4ln + 41 + 4n + 10,

2In+214+-2n+4) In+l+n+2

G p = z ) y el polinomio caracterfstico es

11 — 1 0

ail = 21‘7(

p(x) = (=1)"1.zh. det
ap1  app — 1

— _xln+l+n+4 A (2 o x21n+2l+2n+4) X (1 o xln+l+n+2)

, ) -
Asf la mayor raiz real es z = "2

log(2) 1
L hiop (3, = = log(2).
uego hugp(a-f; fra) Per(a) 2in+20+2n+4 og(2)
t—k
e Si i = 3 entonces p* genera a la sucesién a = (01;),01;;;, donde n = 5~ 1,y

a genera a las sucesiones a; = a_bya y ay = a_bb tales que Per(a;) = Per(ay) =
3in+3n+3l+6=1.

Cason =1

e Si /=1, tenemos a = 01011, entonces o = a_bya = 010101501,01015, Per(a) =15
a_ B = (01)31015010101,0150

Bya = (110)2101501015(01);

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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Tshyly Iy ol K B by Bl Lol b Iulgly By sl B I L

Iz
T Lg <L ig=—117 <~ I —

Del grafo tenemos que la Roma es R = {Iy, Iz}, a11 = 227 '°, ag; 97 = 27 ° y el polinomio

caracteristico es

plr) = (=1)¥1. 227 det
= 27 (2—2) (1 —2a°)
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Asi la mayor raiz real es © = /2

Luego hop(cr- 3, Br.a) = gg ((fj) = 1—15 log(2)

e Caso general para [, a = 01;01;,,, entonces
a=a_bya=(01;)2(01;41)201,01;44, Per(a) =61+9 =1
a_f = (01;)2011;01;,1(01;)2(01541)20

fra = 1;4101;4,01;,01;4101,01;44(01;)201

El grafico asociado es:

Del gréfico tenemos que:

I, es el intervalo del lado derecho de la discontinuidad que va a dos intervalos I{ — I
el — Iz

15 es el intervalo anterior a la discontinuidad, Io — I

13 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5

14 es el ultimo intervalo, I, — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I
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le=1,—8Is = I3, Is=1s— 10, I; =1, — 11, I; — Iy, Ig = I; — 10

Sucesivamente Iy 6 — Iyis = Iy — 10, Lyys = Ly = Lyys — 10, Iyg — Iyi10 =
Is +2

Lyyr = Lyyo = Io — 1, Iypi0 = Lyvie = Lo — 9, Lugo = Ly = L — 1, Ly — Ly,
Tyvi2 = Iyviz = Lyy2 — 10, - Igipg — Iy

Ig;115 es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos intervalos
Igiy1s = 1o € Igip15 —> Igipi6 = 1o — 7

Isivi6 = Isivir = Isivi6 — 10, oo Topp1a = Torp1s = lop1a — 10, Topp1s = Ioipie = 12 — 3,
Toiy16 = loryrr = Lo — 2, lovar = Leivas, Lo — Iz, € lorar — lorp1s = lorrar — 10,
ooy Doyt = Isigas

Asi tenemos el siguiente grafo

Loi+16 Lor417 I

191+18

f

Toi417

T

19l+16

Ig

L. Laits
81417
\ Tai4o
Isi+16
N Isi1s Isivia Iopas - dovs Iguay oo T 47 Magte <— Ty a4
~—

(6149
Del grafo tenemos que la Roma es R = {Iy, [ipi417}, a11 = 2x (61+ ),a101+17,101+17 =

2~ ?3) y el polinomio caracteristico es

—(61+9) _
p(z) = (_1)101+1771 10T | et 2z 1 0
223

@1014-17,1
— I2l+5 . (2 _ $6l+9) . (1 _ x21+3)
Asf la mayor raiz real es x = /2
log(2)
Luego hiop(a_f3, fra) = Per(o)
Cason =2

e Si | = 1, tenemos a = (01)3011, entonces « = a_bra = (01)301501015(01)5015,
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Per(a) =21
B = (01),101011(01);011010110
Bra = 11010110(10)511(01)5011(01),

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

I by gl Iy Ly Iy T Bl bl B I b g B Bl Tl Ty o oo Bl 1 B By Dl

17

- 119

I3p <— I3 g <— Igw Ipg <« Iog e Lpg -+ --- Iyye— I, < Iao
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Del grafo tenemos que la Roma es R = {Iy, I3}, a1; = 202!, agz 37 = 27" y el polinomio

caracteristico es
2072 — 1 0

plr) = (=1)%"1. 237 . det
asri I_7 —1
= 22 (2—2?) (1 —27)
Asf la mayor rafz real es x = V/2
log(2) 1
Luego hiop(a_f3, fra) = Per(a) mbT log(2)

e Caso general para [, tenemos a = (01;)201;,1, entonces
a=a_bya=(01;)301,4101,01;41(01;)201;41, Per(a) =91+ 12 =1t
a_ B = (01;)301(1,0)21;41(01;)301;1,01,01;1,0

Bra = 1;4101,01;410(1,0)21;41(01;)201,41(01,;)501

El grafico asociado es:

I; ¥ I I

Del gréfico tenemos que:

I, es el intervalo del lado derecho de la discontinuidad que va a dos intervalos I; — I
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el — I

I5 es el intervalo anterior a la discontinuidad, I — I,

I3 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5

14 es el ultimo intervalo, I, — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I

Ie=1,—13, I — Ig, Is = Ig — 15, I; = I, — 16, I; — Iy, Ig = I; — 15

Sucesivamente lg 7 — Isirg = Igiyr — 15, Tsips — Tsiv10 = Tivs — 15, loipg — Igiy11 =
I, —1

Toiv10 = Toiv12 = Is + 2, loip1n — L1z = 1s — 1, Torr12 = lorp1a = Iy — 14

Teiv13 = Toiv14, Lorv1a = Liv1s = lorv1a — 15, ..oy Tiopp1s — Ih.

I191119 es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos intervalos
Liory19 — Is € Tiaiy19 — Thorp20 = Iy — 12

Liopio0 = Tiopor = Tiorroo — 15, - o liarrno = Tiaiveo = Tiarr1o — 15, Tiagyo0 — Do =
I =3, hayor = haror = 1o — 2, Davoo — lorvas, Tiavoe — 7, € Dyoe — Liagoz =
Liyiyoo — 15, .. Disivo2 = Tizigo

Asi tenemos el siguiente grafo

Ti5i421 Lisiya2 I

Lgito3

)

Lgto

|

Lgiyo1

Is

I ) Tei+10
121421

\

T121420

N T121479

Tei4+11

Tioris Loy - - - Isii1a <— Iggas Toi4+12
~

Topis Igyar 77 Igipas

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I1, Ii5i100}, a11 = 22712 ay5100 151100 =

2 (3l+4) y el polinomio caracteristico es
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2x7(9l+12) -1 0

— (_1)151422—1 | 150422 | at
ple) = (1) e

A1514-22,1

= (1)1 3G (g g OHI2) (] g3l
Asf la mayor raiz real es z = *"V/2
s .0 20 L
Caso general n
e Si a = (01;),,01;44, entonces a = a_bra = (01;),+101;11(01;),,-101;11(01;),,01;41,
Per(a) =3In+3l+3n+6=1
0B = (01))np1011,(01)) 101141 (01))5 1101141 (01;), 101,10
Bra = 1131 (01))-10114101,(01)p—1 01141 (01,),01151 (01;),01101

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

log(2)

dn+504+5

I Ig Ig Il 14

n+6 Sln+50+6
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Binasiasninn—
) I5in 451450412 I

Isintai+5n+13

f )
Isintai+5n+12 I7
/‘V
Isintai+5n+11
i I

Lyintai+anti2
Iy

Lyin+ai+an+11
.......... I3in43143n+12
Lingaiyant1o  Laingaipanyo 0 TIIITIITIE DLypi2142n+11
\_/

Loni214+2n+s
T3in43143n+11 ~— Din+21420+10  Topmioigonto
~

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I3, Isjni 514050112}, sea h = bln + 5l + bn + 12,

—(3In+3143n+6) (In+l+n+2

ay = 2r ,App = T ) y el polinomio caracteristico es

ayq — 1 0
pr) = (=1)"1.2". det b

ap1  app— 1

— (_1)h71 . xln+l+n+4 . (2 _ x31n+3l+3n+6) . (1 _ xln+l+n+2)
Asf la mayor raiz real es x = *""¥" /2

log(2 1
Luego hup(ar_f, Bra) — S22 _

= = log(2
Per(a) 3ln+3l+3n+6$ °9(2)
Analogamente se prueba el resultado para o = a_bb, .

e Sii=4entonces ki =20k =4
t—k
Si k1 = 4, entonces p* genera a la sucesiéon a = (01;),01;41, donde n = 0 1,y

a genera a las sucesiones a; = a_b,a® y as = a_b*b, tales que Per(ay) = Per(ay) =

4in + 4n + 61 + 10 = ¢.

Cason =1
e Sil =1, tenemos a = 01011, entonces o = a_b,a? = 010101,01,0101,0101,, Per(a) =
20

a_f = (01)310150101,010101501,0
Bia = (110)2101,0101501015(01)5

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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Ly hhby b llylo Khyla by b Byl ly Tk byl hs B oy b Iy I ho B s s

IQU%HIQQH Iy~ Ipg<—Tig~—Ts <~ [, «—116 <>(—\ i

\112

Del grafo tenemos que la Romaes R = {I}, 32}, a11 = 2072° azp 30 = 7° y el polinomio

caracteristico es

2070 — 1 0
p(x) = (=1)271. 2% . det
as21 x —1

= —2"-(2—2%) (1 -2
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Asf la mayor raiz real es z = V/2
log(2) 1
= —log(2
Per(a) 20 8(2)
e Caso general para [, tenemos a = 01,01, 1, entonces

a = a,b+a2 = (011)2(01l+1)201101l+101l01l+1a PGT(Oé) =8l +12 =1t
Oé_é == (01Z)2011101l+101l01l+1(01Z)2(011+1)20
Bra = 1;4101;,4,01,01;1,01,01;,,01;01;4,(01;),01

Luego htop(a—éa 6—}—@) -

El grafico asociado es:

Del gréfico tenemos que:

I; es el intervalo del lado derecho de la discontinuidad que va a dos intervalos Iy — I
el — I

15 es el intervalo anterior a la discontinuidad, Io — Iy

15 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I

14 es el ultimo intervalo, I, — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I
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To=1y—9, Is— Is, Is = Is — 12, Iy = I, — 13, I; — Iy, Iy — Ir — 12

Sucesivamente Iy 6 — Iyis = Iyre — 12, Lyys = Ly = Lyys — 12, Iy — Iyi10 =
Is + 3, Iyyr — Iyyo = I — 1, Iypi0 = Iupie = Ie — 1, Iyyg — Iyynn = Iy — 1,
Ly = a2, Luvie = Iy = Ly — 12, .0 Lipr = L

L101115 es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos intervalos
Loiyis — Is © Liov1s — Tioiv19 = Lo + 1 D19 — Tioiv20 = Do — 12, -0 liyggar —
Lyvis = Tugvrr — 12, Liyvas = Dy = o — 2, Lo — Diugeo = 1o — 2, Ty —
Toi15, 0110420 — Isiv1ss D120 — Iz € Tiugoo — Tiugor = liugeo — 12, o0 Tioig20 —
ETVAST

Asi tenemos el siguiente grafo

1121 20
Dugar --oo0 " Di2ipg ——=f120+

)

T111420

T

ARTANT

Tioi419
Lioi41s Is

o417

T

Loi+16

I4H~8

Lyt

Isi41s T
Igi417 . et Iei+15 6l+14
1417 ... A616 giygs o 6L T # g 7
— a+12 < ILyyn 41+10
~ ~— Tists +

(81412)

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I}, 15120}, a11 = 22~ y A121420,121+20 =

2z~ 43) v el polinomio caracteristico es
2x7(8l+12) -1 0

(—1)121+20-1 121420 Jog
x—(2l+3) -1

p(z) =
1214-20,1
— _x2l+5 . (2 o x81+12) . (1 o $2l+3)
Asi la mayor raiz real es z = *"V/2

log(2) 1
Luego higp(a_f, Bra) = Per(a) TR+ 12
Cason =2

e Sil =1, tenemos a = (01),011, entonces o = a_b,a* = (01)301501015(01)2015(01)5015,

log(2)
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Per(a) =28
a = (01)4101011(01)2015(01)3011010110
Bra = 11010110(10)511(01)5011(01),011(01),

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

Llglylghy Wls by by K loly b by by Ty Tl b Bl Byl D b bl b s Dok B ol o D B 0 By By g o

Iyo > Ijy—— Iy
141/_>

17
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Del grafo tenemos que la Roma es R = {I;, Iy}, a1, = 20728 ayq44 = 27" y el polinomio

caracteristico es

2072 — 1 0
plr) = (=1)" 1. 2% . det

CL3771 xXr -1
= -2 (2—-2%).(1-2")
Asf la mayor raiz real es x = ¥/2
log(2) 1
—  log(2
Per(a) 28 og(2)
e Caso general para [, a = (01;)201,,1, entonces

o = a,b+a2 = (011)301l+101l01l+1(011)201l+1(01l)201l+1a P@T(O&) =121 +16 =t
B = (011)501(1,0)51141(011)201 141 (01,)301;,101,01,10
Bra = 1;1101;01;410(1,0)21;410(1;0)21;410(1;0)21,41(01;)501

El grafico asociado es:

Luego htop(a—éa 6—}—@) -

L bk f Iy

Del gréfico tenemos que:
I; es el intervalo del lado derecho de la discontinuidad que va a dos intervalos I; — I

el — I
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I
I3
Iy
I;
I

es el intervalo anterior a la discontinuidad, I — I,
es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5
es el ultimo intervalo, I, — I
es el primer intervalo I5 — I

:]4—15,16—>Ig,18216—18,]7:]4—19,17—)19,19217—18

Sucesivamente lg 7 — Igirg = Igiyr — 18, Tsips — Tsiv10 = Toivs — 18, oo — Iy =

I, —1

Toiv10 = Toiv12 = Is + 3, lop11n — Loz = 1o — 1, Torp12 = lorp1a = Ig — 1

Isiv13 = Isiv14, Lorv1a — Lorv1s = Torp1a — 18, ... Disipo0 — 1.

1151103 es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos intervalos

Lisigo3 — Is € Lisipo3 — Lision = Ig + 1

Lisivon — Lisivos = Iisipoa — 18, oo Doz — Diipod = Iingoz — 18, Ligipos — Diziqos =

Iy — 2, Linipos — Liniyos = 1o — 2, Linvos — Lorvas, Lims2s — Dioiree, Liniyos — I, €

Lingos = Dhgor = I — 1, ..., Ligivos — L1123

Asi tenemos el siguiente grafo

- >
Tisi421 Tisioz I,

Thg1423 Is
t .
Thgi12
L1 .
' Tei+10
a1 +
\ Toi+11
T21420
N Lioiyio  Thoias hovear o 1. S Toi41a <— I3 Toi+12
oi+18 I : Toi415 1
-~ 91+17 61+15

—(12141
Del grafo tenemos que la Roma es R = {Iy, [ig/4+26}, a11 = 2z 120+ 6),a181+26,181+26 =

(144

) y el polinomio caracteristico es
2I7(121+16) -1 0

p(.ﬂ?) — (_1)18l+26—1 . x18l+26 . det

a181426,1 G |

_p3l46 (2 - x12l+16) (1 - x3l+4)
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Asf la mayor rafz real es x = *""V/2
log(2) 1
Per(a) 121416

Luego hyop(a_ B, Bra) = log(2)

Caso general para n

e Sia=(01;),01;,, entonces

a = a_bra* = (01;),4101;41(01;),,_101;41(01;),,01;41(01;),,01;41, Per(a) = 4ln + 41 +
dn+8=1

a8 = (01;)n4+1011;(01),,-101451(017), 01441 (017) 4101741 (01) 10154, 0

Bra = 1;41(01;),-101341014(01;), 101541 (014), 01311 (01),,01541(014) 4101

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

fin+8

n+7 (4647
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I(iln+6l+6n+l4

T6in+6n+51+14

L6in+51+6n+13

I51n4-5145n+14

I5in45145n+13

IZ’I +20l42n+6
I5in45045n+12 " v

!

Tsin+514+5n+11

Loin 42142047

Toin42142n+s

: I
Lapntai+an+ti1a 2Un+20+2n+9

: I3ln+3l+3n+13
TIyinyalvaniis \JI31”+31+3”+12 L2in 421420410

DIstntstvan+1l .« Iypgorioniiie—

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I3, Isint6i+6nt14}, Sea h = 6ln + 61 4 6n + 14,

—(4ln+414+4n+8) In+i+n+3

G p = z ) y el polinomio caracterfstico es

11 — 1 0

11 = 2z

p(x) = (=1)"1.zh. det
ap1 app — 1

— _xln+l+n+3 . (2 _ x4ln+4l+4n+8) . (1 _ xln+l+n+3)

, ) -
Asf la mayor raiz real es x = "t/

log(2) 1
L _ — g l 2
uego htop(Oé éa BJrQ) P@T(O&) Aln, + 4] +4n + 8 Og( )

Analogamente se prueba el resultado para o = a_b%b,..

e Si k; = 2, entonces p* genera a la sucesién a = (01;),4101;41(01;),01;;1, donde
t—k—2 »

n=—{pr— - 1, y a genera a la sucesién o = a_b, tales que Per(a) = t.

Cason =1

e Sil =1, tenemos a = (01)201501015, entonces o = a_by = (01)5015(01)20120101501015,
Per(a) =24

a3 = (01)3015(01)501101015(01),01501015,0101,0

fra = 1,0101501015010101501015(01)2015(01)3

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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Tshs by Lo Tglslys Iyl T Ty sl Ly I T il Ty Iy BBl T T s Lo o Ty i 1y T ol B Bl il Tl 1y

—— Ly—> I I

N

Iug

T

Iy

I
I

Iy

Iy
Iy

K/ Iy Iy <— I37<— Ly ........ Iy <— I < Iy <«— Ig Iog

—12

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I},I5}, a11 = 22 % aso50 = 272 y el

polinomio caracteristico es
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207 —1 0
plr) = (=1)°°71. 2% . det

50,1 Xz —1
— —ZL’14 . (2 _ 1'24) . (1 _ ZE12)

Asi la mayor raiz real es z = /2

l
Luego higp(a_f, Bra) = Poi((i)) = 2—14 log(2)

e Caso general paral, a = (01;)201;4,01,01;41, entonces & = a_b,, Per(a) = 10l+14 =t
a_f = (01:)501141(01;)5011,01,01;41(01,)201,1101,01,1,01,01,,0
By = 114101,01,1101;0114101;,01;011101,01,41(01;)20141 (01;)501

El grafico asociado es:

22

Del grafico tenemos que:

I; es el intervalo del lado derecho de la discontinuidad que va a dos intervalos I1 — I
el = I

15 es el intervalo anterior a la discontinuidad, I — I,

15 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5
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14 es el ultimo intervalo, I, — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I

To=1 =19, Is — I, I = Is — 20, Iy = I, — 21, Ir — Ty, Iy = Ir — 20

Sucesivamente l1g1413 — Tior415 = Toi+13 — 20, Tior14 — Tior16 = Tioi41a — 20, Tiorpis —
Loyr = 1o — 1, hoyie = Lovis = Is+ 1, Loir = Do = Lo — 1, Liorris = Toireo =
Is — 1, Loy 19 = Lroi4205 Troi120 = Twoiy2r = Tioi120 — 20, .o, Disip03 — 1

1151104 es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos intervalos
Lisipos — I € Iisipoq — Disios = le + 1 Iisivos — Disivoe = lisipas — 20, 0 Dimiqoa —
Liiyos = Iinipos — 20, Iimiyos — Do = Io — 2, Iiniyos — Dingor = 1y — 2, Iingor — Iz
e Iiyor — Dimpos = Dimgor — 20, - Iooi20 — Looir30 = Tooi420 — 20, Ioory30 — 151424

Asi tenemos el siguiente grafo

T0i+30

To01429

Ti71428 Iz
Li7i407
T "
Li71496
. Toi+16
L1426
\ Loit17
L5y
+25
Iisipon lisiyor . “ )
Dsivas Iisives -~ “ho2z oo * Miodeo<— Lo Tort1s

(100414
Del grafo tenemos que la Roma es R = {Iy, Is1;429}, a11 = 2z (0i+ ),a211+29,211+29 =

26146 v ¢] polinomio caracteristico es

—(100414) __
p(z) = (_1)21l+29—1 221429 | ot 2z 1 0
2114291 =646 1

= (1)2UEB L A (g 10Ky (] 66
Asf la mayor rafz real es z = V2
log(2) 1
Per(a) 100+ 14

Luego hyop(a_ B, Bra) = log(2).
Cason =2

e Sil =1, tenemos a = (01)3015(01)5015, entonces
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o = CL_b+ = (01)3012(01)3012(01)2012(01)2012, Per(a) =32
a3 = (01)3015(01)41(01)2015(01)3015(01)5015(01)20150
Bra = 15(01)5015(01)201501(01)5015(01)5015(01)5015(01),

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

5 D iy I s Pl 10T Js sy Tlis o o L oo o o oo i B o s B TooT Lo g I T Ty s Lo ol o i o Tl i BT Tl o T Ty T Fi LTl 1y
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Iy —— Igy —> lIos—Ig

Iy
I3
I35
N_ L Ip <— Lg=— Dis woreees I T R fag
Del grafo tenemos que la Roma es R = {I}, I}, a11 = 227 agees = 20 y el

polinomio caracteristico es

plr) = (=1)%71. 2% . det

= 18 (2 - g% (1 - 219)

Asf la mayor raiz real es z = ¥/2
log(2) 1

Luego htop(aféa ﬂJrQ) = P@T(Oé) = @ 10g(2)

e Caso general para [, a = (01;)301;41(01;)201;41, entonces a = a_b,, Per(a) = 141 +

18 =t

Oz_é = (Oll)301l+1(Oll)3011l(011)201l+1(Oll)3011+1(01l)2011+1(011)201l+10

Bra = 1;41(01;)201;41(01;)201,4101;(01;)201;41(01;)201,41(01;)301,41(01;)301

El grafico asociado es:
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30

Del gréfico tenemos que:

I; es el intervalo del lado derecho de la discontinuidad que va a dos intervalos I1 — I
el — I3

15 es el intervalo anterior a la discontinuidad, Iy — I

I3 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5

14 es el ultimo intervalo, I, — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I

Ie=14—27 Is — Ig, Is =I5 — 28, [ = 1, — 29, I; — Iy, Iy = I; — 28

Sucesivamente Iy 17 — Dait19 = Dair17 — 28, Liyvis — Daigoo = Tz — 28, Tigp19 —
Lypo1 =1 —1

Navoo = harvor = Is + 1, Iagyor = Doz = 1o — 1, Do — Diaoa = Is — 1

Loz = harvos, Tiarros = Daves = Davos — 28, o Doygoo — .

1515130 es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos intervalos
D130 = Is € Ioyyzo — Iougsr = I+ 1

Ioigsr — Iongse = Iougsr — 28, ..., Togs1 — Loaryso = Toaigs1 — 28, Togiyso — loaiqss =
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Iy — 2, Iogiias — Iogysa = Iy — 2, Togiisa — Iz e Iogisa — Toairss = loaigsa — 28, ...,
Iog1438 — Io11430

Asi tenemos el siguiente grafo

—_—

Logita7 Tasitas I

L35

f L
Togi434
T Iy
Loaiys3 :
. Tai420
210432
\ Tgi421
Liys1
N D430 Luvas <— Dusos . ... Lasos <— hasos <— laboa<— Ligiqo3 Ti41422

— (14141
Del grafo tenemos que la Roma es R = {I}, Isgi438}, a11 = 2w (14i+ 8),a281+38,281+38 =

2z~ ("9 v el polinomio caracteristico es

—(141+18) _
p(.ﬂ?) — (_1)28l+38—1 A x28l+38 . det 2z 1 0
x7(7l+9) -1

A2814-38,1
— T (9 MEI8Y (] _ g TH)
Asf la mayor rafz real es x = V2
log(2) 1
Per(a) 141418

Luego hyop(a_ B, Bra) = log(2)

Caso general n

e Tenemos a = (01;),4101;4,(01;),01;41, entonces a = a_by, Per(a) = 4ln + 61 + 4n +
10=t¢

@B = (01)101151(011)41011,(01,),,01141(01),1 4101141 (01,),01141(01,),,014,0

Bra = 1141 (01)),01151 (01)001 11015 (01,)01 141 (01))0111 (0110111 (01)41 01

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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8n+14

Sn+13 8ln+121+9

Isin412148n+22
Isin+12148n+21

I7in41014+ 70422 \
6

I71n+1004+7n+21 17
T7in 4101470420
Iy
I7in+101+7n+19 ‘
Liintei+ant12
Ism+9l,'+ﬁn,+2n Lain+61+4n+1:

f

Iﬁln+gl+6n+19

!

IGl'n,+9l+6n+18

Lain+6i4+4n+14

Lain461+an+15

Lain+61+4n+16

Toin+91+6n+17 <——— I6In+9146n+16  cvurriiiiann. Litn6isansis Tatmsotsamstr o
< Lunt6i+an

Del grafo tenemos que la Roma es R = {11, Isjn112148n+22}, sea h = 8ln+ 120 4 8n + 22,
ay, = 2~ WnHOHAn+10) g, — = @IndSE2045) v o] polinomio caracteristico es

ajg —1 0
p(x) = (=1)"1.zh. det b

ap1  app — 1
= BT (g pAintGlRAnt10y (] g 2int3i42n45)
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’ ’ In+61 L
Asf la mayor rafz real es x = “"TUTY/2

log(2) 1
L hiop(a_[3, = = log(2
uego hiop(a-f 00) = 5ores = o s an + 10 08
Sucesivamente
.. & ., t—k—2
e Si i =t—k—2 entonces p" genera a la sucesiéon a = 01,(01;11),, donde n = —g -

1,y a genera a la sucesién a = a_b, y Per(a) =In+1+2n+1=1

Cason =1

e Sil =1, tenemos a = 01011, entonces o = a_by = 0101011011, Per(a) = 10
a3 = (01)31010110110

Bra = (110)51011(01)s

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

Ihulgly Ly Iy InLs I Is Lo I [ Lig I hoIn Iy L Iy I Iy
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I

Lo

I17
! \116\1
15

Iy I3 112 I

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, Ino}, a11 = 227'%, ag 92 = 27° y el polinomio

caracteristico es
20710 1 0
plr) = (=1)271. 222 . det
221 ro—1
= —2"- (221 (1 -2

Asf la mayor raiz real es z = V/2
log(2) 1
Luego htop(a—éa 64—@) - P@T(Oé) - 1_0 10g(2)

e Si /=2, tenemos a = 0110111, entonces oo = a_by = 01,01,013013, Per(a) = 14
Oé_é == (012)201120120130130

ﬁ+g == (130)21201301201201

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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Il bhyly by holy Ly Iy I gl Iy Iy Iy bo Iy I Tl I Ty L5 Jos T by Ty s T I

L Il I29/N[30 h — 1

Iz/ @

f
Ios I7
Iz Is
j IQ
W
Iy

~—
\ /_\ Is . Iis I

I /Ilg\—/

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, I3}, a1 = 207, ag 99 = 27" y el polinomio

caracteristico es
2¢ 14— 1 0

(_1)30—1 230 . det
|

p(x) =
30,1

= -2 (2—2M) - (1-2")
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Asf la mayor raiz real es z = V/2
log(2) 1
Luego htop(a—éu /8+Q) - P@T(O&) - ﬁ ]'Og(Z)
e Caso general para [, tenemos a = 01,01,,1, entonces a« = a_by = (01;)201;,101,,1,
Per(a)=4l+6=t
Oé_ﬁ == (01Z)2011101101l+101l+10

Bra = 1;4101;,4101;01;1,(01;)201

El grafico asociado es:

I L L L I

Del grafico tenemos que:

I; es el intervalo del lado derecho de la discontinuidad, mas cercano a la discontinuidad
que va a dos intervalos Iy — I e I} — I3

I5 es el intervalo anterior a la discontinuidad, Iy — I,

I3 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5

14 es el ultimo intervalo, I, — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I
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To=Iy—T Is—Is, Is = Is— 8, Iy = [, — 9. I — Iy, Iy = I, — 8

Sucesivamente IQH_Q — ]2l+4 = IQH_Q —8, ]2l+3 — Igl+5 = Igl+3 —8, ]2l+4 — ]2l+6 = IQ -3
Ioiys = lopyr = Io — 5, Iy — Ioppg = Iy — 3, Iopyr — logp9g = 14 — 5

Ioiyg = Ioiy10 = Ioiys — 8, loryg — logpn = logpo — 8, oo Luye — luys = Lupe — 8,
Iyig = lyvio = Is + 1, Iypio — Lugie = 1o — 8, Iyys — luyr = luys — 8, Iypr —
Lyyo =L — 1, Iyyg = Iyyin = Ly — 1, Lyyn = Ly, Luviz = Luviz = Ly — 8, .
Teii11 — 1.

Ig1112 es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos intervalos
Toi112 — Ig € Igiy12 — lor13 = 14 — 6

Toiv13 = Toir1a = loiv1z — 8, o I — T2 = I — 8, Iz — Inpiz = I — 2,
Inyas = Inia = 1a—2, Ingyg — Iz e Inpig = Ins = Inga—38, - Isipas = Igipa =
Iii13 — 8, Isip1a — Lgiy12

Asi tenemos el siguiente grafo

Totas —— Igit14

‘—)Iz’\
\—/13 L
’m

Izt

Is
I71414 Iz
/‘V

I71413

. I
.

61+13 Ig
Tgi+12
Tsi4n1 o Juyis < I

~— a0 Lyq1a 12 Ty Lyt10 Lyio Laivs
Del grafo tenemos que la Roma es R = {I, Iy 14}, a1q = 2079 agyg414 =

z~?43) y ¢l polinomio caracteristico es
2~ (0 0

p(z) = (_1)81+1471 84 et

agl+14,1 =)

_ 245, (2 - x4l+6) (1 - x2l+3)

Asf la mayor rafz real es x = “V/2
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log(2) 1
Per(a)  41+6

Luego htop(a—éa fra) =
Cason =2

Sil =1, tenemos a = 01(011),, entonces o = a_b, = 0101,0101,01,015, Per(a) = 16
a_=0101101011011010110110110

fra = (110)31011011010110101

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

I Iy by Bl B Iy by s B g By Iy BBl s By 0 o s Bl D Bl ol B
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Is

Iy

T Ing <— [y «—Ipy < o3 ~—— Ipg~——1o; Iz Lo Iis

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I1, I34}, a1 = 227'% azy34 = 78 y el poli-

nomio caracteristico es

20716 — 1 0
plr) = (=131 23 . det

34,1 r®—1
= —21%. (2—-219. (12"

Asf la mayor raiz real es z = V/2
log(2) 1
Luego htop(a—éa 64—@) - P@T(Oé) - 1_6 10g(2)
e Caso general para (. tenemos a = 01;(01;41)2, entonces a = a_b, = 01,01;,101;(01;41)s,
Per(a) =6l+10=1
Oé_é == 01l01l+1011011101l+101l(01l+1)30

Bra = (1;410)31,01;,4,01;4,01,01;4,01,01

El grafico asociado es:
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Del gréfico tenemos que:

I; es el intervalo del lado derecho de la discontinuidad que va a dos intervalos I1 — I
el — I

15 es el intervalo anterior a la discontinuidad, Io — I

I3 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5

14 es el ultimo intervalo, I, — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I

Ie=1,—11, 1 — I, s =1 — 12, I; = I, — 13, I; — Iy, Ig = I; — 12

Sucesivamente g 9 — lg111 = lg119 — 12

Toi110 = Toiv12 = Torv10 — 12, Toip11 — loiy1z = Io — 1, Ioip12 — loir1a = Is + 1, I3 —
Toiv1s = 1o — 1, Tsrp1a — Lorv16 = 1o — 12, Tsi115 — Lorg16, Loirie — Lorv1r = lorr16 — 12,
cowy Topprr — I

Ig;115 es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos intervalos

Ioii18 — Ig € Igjp18 — Igp19 = Ig + 1
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Toiv19 — Igivo0 = Loip19 — 12, ..o hioirr — Toivis = Liovir — 12, Topis — Lioi419 =

Iy — 2, Loiv19 — Loiv20 = 1o — 2, Lorr20 — 17, © Lioir20 — Toig21 = Tioi420 — 12, ...,

Loryoo — Torsas

Asi tenemos el siguiente grafo

Tiop01 Dot yoz I

Loi421

|

Loi+20

!

Is
Loit19 .

Tei+12

ﬂ<7z Toi+13
116 < Lo1115 6l+14

61+10)

Tgi420

Toi419

Tors1s Tgi17<——Tgi 416 v v nvn- Isip18 < Tgip17 < Lot

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I}, 15192}, a11 = 27 ( , A121422,121+22 =

2 (Bl+4) y el polinomio caracteristico es

—(61+10) _
pla) = (—1)2H2-1. 120422 ey 2z 1 0
x—(3l+4) -1

a1214-22,1
— —$3l+8 A (2 _ xGl—I—lO) A (1 o $3l+4)
Asf la mayor raiz real es z = “"V/2
log(2) 1
Luego fyo,(cr_f. _ _
uego huopla-f, B1a) Per(a) 61+ 20
Caso general para n

log(2)

e Sia=01;(01;41)n, entonces @ = a_by = 01;(01;41),,—101;(01;51)p41, Per(a) = 2in +

A0+4n+2 =1
B = 01;(01141)-101,0113(01; 1) 101 (01141 ), 410
Bra = (1;410)n411;(01;41),01;(01141),,—101,01

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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dn+6

15 12[.3 Il I4
V\ e
—
in+5 din+4l+4dn+1

1 n+41+8n+5
4in+ +A8 + > Iyniaiisnse I — —\
,. N

I3intai+6n+9 i
I7
I3intai+6n+8 -
I3ln-l.—4l+6n+7 M

Iy

I3in 43146047

I31n4314+6n+6
Lo yoitante

I31n43146n+5 ~——— Dansaiionga Ltnsotsdnso Dot ot s amrs Dot sateansn
~_

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I1, Iynia18ni6}, sea h = 4ln + 41 + 8n + 6,
@Gint2i4n+2) g, = g~ InH+2041) ¢ o] polinomio caracteristico es

— (1)1 gk et ay — 1 0
plx) = (=1)"'-2"-de
ap1 app — 1

aip = 20~

_xln+l+3n+3 . (2 _ $2ln+21+4n+2) . (1 _ xln+l+2n+1)
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Asf la mayor rafz real es x = " R/2
log(2 1
09(2) _ log(2).
Per(a)  2ln+2l+4n + 2
Por tltimo si @ = 0, entonces p* genera la sucesiéon a = 01;, la sucesién a genera a las

Luego htop(a—éa 6—}—@) -

t—k—2

sucesiones a1 = a_bya =a_bya"y as =a_0"by

Sil =1 el resultado ya esta probado, entonces trabajaremos suponiendo [ > 2
Cason =0

e Si /=2, tenemos a = 011, entonces a = a_b, = 010111, Per(a) =6

a_f =0101101110

B,a = 1110110101

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

Iy o e Io Iy I3 Is ha I; Ty Ig Ly Iu I

Laromaes R = {I;, 14}, a11 = 2275, a1414 = 73 y el polinomio caracteristico es
2076 — 1 0
plx) = (=11 M. det = g 20 -1) - (z73-1) =
-3
Q14,1 X —1

—2° - (2 —2%) - (1 — 2%), y la mayor raiz real es x = v/2

log(2 1
Luego hyop(a-f3, fra) = W(a)) =56 log(2)
e Si [ =3, tenemos a = 0111, entonces a = a_by = 01101111, Per(a) =8

a_f=0110111011110
fra =1111011101101

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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I hols luly Liholsly I Is I I Ly Ishghs Iy

Laroma es R = {[1, L1s}, a11 = 2078, 18,18 = x~* y el polinomio caracteristico es
2078 — 1 0
p(x) = (=1)B 1. 2% . det ) =—2%-(2—2%) - (1 — 2, y la mayor
—4
18,1 xr -1
raiz real es x = /2
log(2 1
29D L1og(2)

Per(a) 8
e Caso general para [, tenemos a = 01;, entonces o = a_b; = 01;_,01;44, Per(a) =

2042 =1
Oé,é = 01171011171011+10
Bia = 1;4101,01;_,01

Luego htop(a—éa 6—}—@) -

El grafico asociado es:
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I5 LI I Iy

Del grafico tenemos que:

I, es el intervalo del lado derecho de la discontinuidad, mas cercano a la discontinuidad
que va a dos intervalos Iy — I e I} — I3

15 es el intervalo anterior a la discontinuidad, Iy — I,

I3 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5

1, es el dltimo intervalo, Iy — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I

le=1,—3,Is = Is, Is=1s—4, [; =1, —5, I = Iy, [y = I; — 4

Sucesivamente Iopo — Iopq = Inpo — 4, Iojpz — Iypys = In — 1, Injpy — Iojpg = 15 + 1
DIyys = Iypyr = 1y — 1, Ioipe — loyps = Iy — 4, Iopp7 — I

Iy = Iopyg = o — 4, ooy I35 — 1.

1316 es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos intervalos
I316 — Is € I3ip6 — T340 = 1y — 2

Iyr — Iz e Isinr — Izips = I — 4, Isips — Isipg = Isips — 4, o duys = Lyye =

Lyys — 4, Lyse — I3146.
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Asi tenemos el siguiente grafo

I

Iyis

T34
T Loi4a
I3147
Toiys
I3iv6 Iygs ~— Iypq o0 oe - Inyg  <=— Iogs <— Iygq Lyte

Del grafo tenemos que la Roma es R = {1}, Iy1¢}, 11 = 207 %? ay 6406 = 2~ Y

y el polinomio caracteristico es

2x7(21+2) -1 0
p(.ﬂ?) — (_1)4l+6—1 A6 L et

(41
41461 GRS |

— —.77“'3 . (2 _ x2l+2) . (1 _ xl-q—l)
Asf la mayor raiz real es z = /2

log(2) 1
Luego higp(a_f, Bra) = Per(a) )] +2
Cason=1

log(2)

e Si ]l =2, tenemos a = 011, entonces a = a_b,a = 01013015, Per(a) =9
B = 01011,010150
Bra = 1110150150101

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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Iﬁ IM 110 115 Ig IZ ]3 ]13 Ig IIT I',' Il 112 16 Ilh‘ 111 I4

Laroma es R = {[1, 17}, a11 = 2077, 14,14 = 273 y el polinomio caracteristico es

2079 — 1 0
p(z) = (1)1 2! det =2 (2—2% - (1 —2%), y la mayor
ai7,1 r3—1
raiz real es x = V/2
log(2 1
Luego higp(a—f, Bra) = Per((oz>) =3 log(2)

e Si [/ =3, tenemos a = 0111, entonces o = a_b;a01,014013, Per(a) = 12
a_f8=0110113501,0140
Bra = 1401301301501

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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I dgly hyly B Blgloly b Il Kby b byly s B Iy

Iz (
\]16 ‘/7(/
\Il4 1
Laroma es R = {[1, I}, a11 = 20712, 22,92 = 2~* y el polinomio caracteristico es
x 21 0 ,
p(z) = (=1)*71. 2% det =—25-(2—2"%). (1 -2, y la mayor
a99.1 11774 1
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raiz real es r = /2

log(2) 1
= — log(2
Per(a) 12 og(2)
e Caso general para [, tenemos a = 01;, entonces a = a_b,a = 01;_,01;,,01;, Per(a) =

A+3=t
Oé_é == 011_10111011_1011+10
Bra =1;410(1;0)21;-,01

Luego htop(a—éa B—I—Q) -

El grafico asociado es:

15 IQ [3 ]1 ]4

Del grafico tenemos que:

I; es el intervalo del lado derecho de la discontinuidad que va a dos intervalos I1 — I
el — I

15 es el intervalo anterior a la discontinuidad, Io — Iy

15 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5

1, es el dltimo intervalo, I, — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I

265



le=14—3, I > Ig, Is=1s—5, [ =14, —6, I; = Iy, [ =1; — 5

Sucesivamente I o0 — lojry = Iojio — 5, Iopyg — Iops = I — 1, Iopny — Iojng =I5+ 3
DIyys = Iypyr = 1y — 1, Ioipe — lops = Iy — 4, Iopp7 — I

Doivs = Iopyo = Iopys — 5, ooy Luye — 1.

Iy. 7 es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos intervalos
Lyvr = Is € Iyyr — lyys = 14— 2

Lyys — I3ivo, luss — Ir, Iyys — lyro = Lyys — 5, ooy Isine = Isipr = Isie — 9,
Isivr = Lyyr.

Asi tenemos el siguiente grafo

Isi46

I/1l+1[)

T Is
Lyto

T Ioiya
Lyis

D5
- -~ I
Lary7 Luye <— Iyys. - - - divo <— Doiys - Taito Tavs Toiy7 2046

Del grafo tenemos que la Roma es R = {1}, I5;17}, a1q = 207 C%3) ag 75,7 = 2~ (D

y el polinomio caracteristico es

2x7(31+3) -1 0
pz) = (—1)PHT-1. 2547 . det

—(I+1
As5147,1 p~ () 1

— (_1)5l+6 . $l+3 . (2 _ $3l+3) . (1 _ .IH—I)
Asf la mayor raiz real es z = /2

log(2) 1
Luego higp(a_f, Bra) = Per(a) ~3/+3
Cason =2

log(2)

e Si [ =2, tenemos a = 011, entonces o = a_bya* = 01015015015, Per(a) = 12
a_f =01011501,010130

Bra = 11101,01,01,0101
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El grafico asociado con su respectivo grafo es:

bbbl kb bl bl

12

B~
hie

Laroma es R = {I1, I}, a1 = 227 "2, ag00 = 7% y el polinomio caracteristico es

2r 12— 1 0

p(x) = (=1)*7"- 2 - det = —2°-(2—2z"%)-(1—2?), y la mayor
a90,1 r3—1
raiz real es x = /2
log(2) 1
Luego htop(a—ﬁa 64—@) - Per(oz) - ﬁ 10g(2)

e Si [ =3, tenemos a = 0111, entonces o = a_b,a*01,01,013013, Per(a) = 16
a_f=011011501301,01,40
Bra = 14,01301301501501

El grafico asociado con su respectivo grafo es:
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iy hyyly b b dy hyloly BOly s bl byl b by ly Ly

\116
\I /_\ I
L

Ly "e—1s

Laroma es R = {I1, I}, a11 = 2279 as606 = z~* y el polinomio caracteristico es
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20716 — 1 0
p(x) = (=1)%71. 2% . det = —2%.(2—2'9). (1 -2, y la mayor
a26,1 =1
raiz real es x = /2
log(2) 1
Luego htop(aféa ﬂJrQ) = P@T(Oé) = 1_6 10g(2)
e Caso general para [, tenemos a = 01;, entonces a = a_bra® = 01;_,01,4,01,01,,
Per(a) =4l+4 =t
Oé_é == Oll_101(110)211_1011+10
Bra = 1;410(1,0)31;-,01

El grafico asociado es:

15 12 ]3 ]1 14

Del grafico tenemos que:

I; es el intervalo del lado derecho de la discontinuidad que va a dos intervalos I1 — I
el — I

15 es el intervalo anterior a la discontinuidad, Io — I

15 es el intervalo posterior a la discontinuidad I3 — I5
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14 es el ultimo intervalo, I, — Ig

I5 es el primer intervalo I5 — I

Ie=1,—3,I¢ > I3, Is=1s6—6, [, =1, — 7, I > Iy, [ =1, — 6

Sucesivamente Iopo — Iopq = Iopo — 6, Injpg — Iopys = I — 1, Iyppq — Inyp6 = 1o — 3
s — Ioppr = 1o — 1, I — Toppg = Iy — 4, Ioppr — loiyg

Ioiyg = Iopyg = Iopys — 5, ooy Iy — 1.

I5.5 es el intervalo del lado izquierdo de la discontinuidad que va a dar a dos intervalos
Isivs = I € It — Isipo = 14 — 2

Isivo = Isivo, Isivo = Luvi0, Isivo = 17 € Isivg = Isivi0 = Isito — 6, ..oy Tipr — loiys =
Ioiv7 — 6, Lor1s = Isits.

Asi tenemos el siguiente grafo

> Iays I

To147

Isi410

T

Isi+g

Is

Isi47
T Ior4a
Isiv6
. Iy

. < T < 1
L (e T - Lo - - dsvo <— Tais -+ Jaive 20+8 Loy 2146

Del grafo tenemos que la Roma es R = {1}, Ig;1s}, a11 = 2074 ag 5618 = 2D

y el polinomio caracteristico es

o~ i+ _q 0
p(x) _ (_1)6l+8—1 288 L et
xf(lJrl) -1

a6l+8,1
—.Tl+3 . (2 _ [L’4l+4) . (1 _ lerl)
Asf la mayor raiz real es x = “V/2
log(2) 1
L h/ — = fr—
uego huop(a-f, fra) Per(a) 4l +4
Caso general para n

log(2)

Si a = 01;, entonces o = a_b,a" = 01;_,01;4,(01;),, Per(a) =In+20+n+2=1t
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Oé_é == 011_10111(Oll)n_1011_1011+10
fra = 1;4101,(01,),01,-,01

El grafico asociado con su respectivo grafo es:

n+6
n+2
;
Is Lk L I
—_— —
n+h nl+4l+1
Tlinvaisnte
Iln+4l+n+5/ L — 1 ’\
Tiny3i4n+s M
6
Tingsi4nst I
Lint3i4n+6
Is
iy 3ienas
T It
Tint 314044
. Ioiys
Livie——1ry,0 «— Iuyjo- - - - Taito < Iyyg - daure = Tuss < Iy a1t

Del grafo tenemos que la Roma es R = {I1, Ij a1ini6}, sea h = In + 4l + n + 6,

ay, = 2o~ Int2Hn+2) g, = 2=+ y el polinomio caracterfstico es
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ajq — 1 0
p(x) = (=1)"1.zh. det b

ap1  app — 1
— (_1)h71 . $l+3 . (2 _ xln+21+n+2) . (1 _ $l+1)

, ’ l l
Asf la mayor rafz real es ¢ = " Vo)

log(2) 1
Luego hugp(er-f, fra) = Per(a) T Int2+tn+2 log(2)

Analogamente se prueba el resultado para o = a_b, a"
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Conclusiones

Considerando la familia cuadratica de aplicaciones tipo Lorenz f,, : (R — {0}) — R,

definido por

v—a? ,2<0
S (@) = )
-tz x>0

En el interés de probar que Ho = { (4, v); hop(Flun))|a,,, = 0} es conexa en {(u, v); p >
0,v > 0} hemos probado los siguientes resultados

Dado un valor ¢ > 0 tal que existen

e Orbitas periddicas minimal a € >y y maximal d € ¥y tales que valores del parametro

(o, o) talque a(po, o) = a, b(g, o) = d, entonces existen

1. Un conjunto de o6rbitas periédicas minimales o € 9,0 = b(a) € o generadas
por a y d tales que para todo (a,b(a)) se cumple hipp(a, b(@0)) = higp(a,d). En
general, para cada o € A% (a,d) ocurre que X[a,d] C X[, b(a)]; lo interesante es

que no aumenta la entropia de o al considerar su reestriccién a [, b(«a)].

2. Una vecindad U(uo, vp) tal que ¥(u,v) € U(po, vp) vale hyop(p, v) = hiop(cr, b(ev))
para algin «. La vecindad U(puo, 1) tiene una cantidad no numerable de fines.

Se llama a U(po, 1) la burbuja de entropia constante ¢ = hy,p(a, d)

3. Existe un conjunto de sucesiones primarias minimales, denotada A% C Ming N

Per(o) tal que Vo € AL, hygp(a_f, fra) = #@ log(2) que es una cota para la

entropia en una regién que contiene en su interior a la burbuja generada por «
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v B, B = b(a) = sup{o’(a);i € Np}, este resultado nos entrega el célculo de la

entropia topologica del subshift

Este resultado, y la verificacién de que el resultado anunciado en [19] como seccién
4.3 esta correcto, tienen como consecuencia que Hy es arcoconexo. En efecto, el ra-
zonamiento que sigue a la proposicién 3.1.2 dirfa que la intersecciéon de las regiones
encajonadas

B(ai, (i) Bs, Bi, (Bi) +-a) serfa un conjunto de entropia cero que puede conectarse con el

cuadrado [0, 1] x [0, 1] por un camino continuo que se va construyendo por los conjuntos

Ci(ai, (Bi) i) U Co(a, B;) U Cs((ci) - By, Bi)-
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