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Resumen

En este trabajo se estudian ecuaciones que modelan superficies inmersas en la tres-esfera
S3 y /o superficies pseudo-esféricas y esféricas. También hacemos algunos comentarios sobre
el modelamiento discreto de superficies pseudo-esféricas inmersas en R3.

Nuestro primer resultado es sobre el contenido geométrico de las ecuaciones integrables
de tipo Rosenau-Hyman [Ro05]. En [HerRe20| se clasificaron todas las ecuaciones de la
familia de Rosenau-Hyman que son integrables (en el sentido que poseen una cantidad
infinita de simetrias). En esta tesis probamos que todas las ecuaciones encontradas en
[HerRe20| describen superficies pseudo-esféricas.

Las soluciones de una ecuacion que describe superficies pseudo-esféricas (esféricas) deter-
minan métricas Riemannianas de curvatura Gaussiana -1 (1), pero no dan informacion
sobre como estas superficies estan inmersas en R3. En [Bel8] se calcul6 la segunda forma
fundamental de algunas superficies y se construyeron inmersiones de manera numeérica,
siguiendo un procedimiento sugerido por Z. Koze [Kol0]. En este trabajo mostramos gra-
ficos de soluciones de ecuaciones diferenciales interesantes (por ejemplo, la ecuacion de
Sine-Gordon o la ecuacion de pulso corto), las cuales poseen la estructura de superficie
pseudo-esférica.

También introducimos una nueva clase de ecuaciones con contenido geométrico, las “ecua-
ciones de tipo Lund-Regge", que describen superficies inmersas en la 3-esfera S® y se
encuentran caracterizaciones de estas ecuaciones. En particular caracterizamos ecuaciones
de tipo Lund-Regge que describen superficies minimas en S3.

En este trabajo se utilizan herramientas de tres dreas de la matematica; se comienza con
geometria diferencial, se aplica analisis numérico, computacion simbélica y también se
pasa por la teorfa de ecuaciones diferenciales.



Abstract

In this work we study equations that model immersed surfaces in the three-sphere S3
and /or pseudo-espherical and espherical surfaces. We also make some comments on the
discrete modeling of pseudo-espherical surfaces immersed in R3.

Our first result is about the geometric content of the integrable equations of Rosenau-
Hyman type [Ro05]. In [HerRe20] all equations of the Rosenau-Hyman family that are
integrable (in the sense that they have an infinite number of symmetries) were classified.
In this thesis we prove that all the equations found in [HerRe20| describe pseudo-spherical
surfaces.

The solutions of a equation that describe pseudo-spherical (spherical) surfaces determine a
riemannian metric of Gaussian curvature -1 (1) but they don’t give information about how
these surfaces are immersed in R3. In [Bel8| we calculated the second fundamental form
of some surfaces and we constructed immersions in a numeric way , following a suggested
procedure by Z. Koze [Kol0|. In this work we show graphs of solutions of interesting
differential equations (for example, the Sine-Gordon equation or the short pulse equation),
which have the structure of pseudo-spherical surface.

Also we study immersions determined by “equations of Lund-Regge type", that describe
surfaces in the three-sphere S® and we find a characterization of these equations. In par-
ticular we characterize equations of Lund-Regge type that describe minimal surfaces in

S8,

In this work, we use tools of three areas of mathematics; starting with differential geo-
metry, we apply numerical analysis, symbolic computation and also we use the theory of
differential equations.
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Introducciéon

Supongamos que una superficie S esta equipada con una métrica g; esta métrica determina
de manera intrinseca la curvatura Gaussiana de S (éste es el Teorema Egregium de Gauss).
Ahora, la métrica g se puede escribir localmente, en términos de coordenadas (z,t), como

g=Fdrxr®dr+ F(dr ®dt + dt ® dz) + Gdt @ dt ,

y la curvatura Gaussiana K de S es una expresion que contiene segundas derivadas de
E, F,G. Algunas veces las funciones F, F, G se escriben en términos de una tnica funcién
z(z,t) y una cantidad finita de derivadas de z(x,t), y por lo tanto una ecuacion del tipo
“K = —1” (es decir, una ecuacion que afirma que la superficie S es una superficie pseudo-
esférica) se puede interpretar como una ecuacion diferencial para z.

Decimos que una ecuacion K (z(x,t), z,(x,t), z:(z,t),- - - ) = 0 describe superficies pseudo-
esféricas (o, que es de tipo pseudo-esférico) si las soluciones de esta ecuacion nos permiten
definir funciones F, F, G tales que el tensor

g = E(z(x,t))dr @ de + F(z(z,t))(dr @ dt + dt ® dx) + G(z(x,t))dt ® dt

es una métrica Riemanniana de curvatura Gaussiana —1 en una superficie S con coorde-
nadas (z,1).

Las soluciones de una ecuaciéon de tipo pseudo-esférico determinan métricas de curvatura
Gaussiana -1, pero no dan informacién sobre cémo estas superficies estan inmersas en R3:
decimos que estas superficies estan descritas intrinsecamente, como variedades abstractas.
En [Bel§] se calculo la “segunda forma fundamental” de algunas de estas superficies, un
objeto geométrico que nos indica cémo se “curva’ la superficie dentro de R? y se cons-
truyeron inmersiones de manera numérica con una cantidad finita de puntos usando la
segunda forma fundamental, siguiendo un procedimiento sugerido por Z. Koze [Ko10] que
consiste en calcular los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental, realizar el
cambio a coordenadas isotermas, y en estas coordenadas resolver un sistema de ecuaciones



diferenciales parciales de manera numérica con apropiadas condiciones iniciales. Al aplicar
este procedimiento, obtenemos puntos de la inmersiéon de la superficie pseudo-esférica y
podemos graficar esta superficie inmersa en R3.

En este trabajo, nuestras contribuciones son las siguientes:

(i) Introducir las ecuaciones de Rosenau y Hyman (RH) y probar que todas las ecuacio-
nes RH que son de la forma u; = F(u, g, Ugs, Uzer) ¥ que son integrables, describen
superficies pseudo-esféricas.

(ii) Introducir ecuaciones de tipo Lund-Regge, las cuales describen superficies inmersas
en la 3-esfera S3. Se estudia cuidndo estas ecuaciones describen superficies minimas
en S% y se establecen resultados de clasificacién para estas ecuaciones.

Las herramientas tedricas que se usan en este trabajo son: Geometria Diferencial, en
especial el punto de vista de Cartan de estudiar variedades Riemannianas mediante formas
diferenciales y ecuaciones de estructura; la teoria de ecuaciones pseudo-esféricas; la teoria
de ecuaciones de tipo Lund-Regge.

Esta tesis se puede considerar como una contribucién al estudio de la geometria de ecua-
ciones diferenciales |Rell]. Se muestra como encontrar 1-formas diferenciales asociadas a
una ecuaciéon diferencial parcial, de modo que estas 1-formas cumplan las ecuaciones de
estructura de superficies pseudo-esféricas (esféricas) y también se constribuye al estudio
de clasificacion de ecuaciones que describen superficies interesantes inmersas en S%. Ade-
més observamos que ecuaciones de tipo Lund-Regge son la condiciéon de integrabilidad
de sistemas lineales de 3 x 3 sobredeterminados en SL(3,R), y por lo tanto podrian ser
estudiadas analiticamente usando scattering/inverse scattering [Ten98].

Sobre la literatura actual, mencionamos que existen trabajos recientes en que se estudia si
es posible clasificar ecuaciones pseudo-esféricas G(x,t, u, Uy, ..., Uy, g, Uty ooy Uty Uggy -..) = 0
que admiten segundas formas fundamentales explicitas que permitan construir inmersiones
isométricas locales [CD17] ( generalizaciones de este tema aparecen en |Ten98| capitulo 2 y
capitulo 4). También, cuando se tiene una superficie pseudo-esférica determinada por una
solucion u(z,t) de una ecuacion diferencial uy = F'(u, uy, ..., 4z . ), uno se hace la pregunta:
Los coeficientes de la segunda forma fundamental de la inmersién isométrica local en R3
dependen de una cantidad de orden finita de derivadas de u o no?. La respuesta esta
en |[KKT15] y [KKT16], también alrededor de 2015 se plante6 en [KKT15|: Si es posible
encontrar formas de conexion w3, wo3 para una ecuacion de tipo pseudo-esférico dada.

La tesis estd compuesta por 5 capitulos. El capitulo 1 consiste en la explicaciéon de con-
ceptos geométricos que se usan a lo largo del trabajo, como la primera y segunda forma
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fundamental [Ca76D|, curvatura gaussiana, formas de conexion. El capitulo 2 trata de
ecuaciones de tipo pseudo-esférico, de tipo esférico (dando definiciones y ejemplos), tam-
bién estudiamos la ecuacion general de corto pulso en que algunos casos corresponde a una
ecuacion de tipo pseudo-esférico y en otros a una ecuacion de tipo esférico. El capitulo 3 es
sobre ecuaciones de Rosenau y Hyman (RH), para cada ecuacion RH que sea integrable,
se probara que es de tipo pseudo-esférico. El capitulo 4 se introducen las ecuaciones de
tipo Lund-Regge y realizamos una clasificacion de estas ecuaciones que describen superfi-
cies en la esfera S3. El capitulo 5 es de proyeccion futura, trata de geometria diferencial
discreta, describiendo conceptos y técnicas importantes, para luego aplicar estas técnicas
en el modelamiento de superficies pseudo-esféricas.

Objetivos

Objetivo general

Dada una ecuaciéon diferencial parcial, construir 1-formas diferenciales de modo que la
ecuacion describa superficies con curvatura seccional constante y estudiar familias de ecua-
ciones que describen superficies en la esfera S®. Probar que todas la ecuaciones integrables
de la familia RH describen superficies pseudo-esféricas.

Objetivo especificos

1. Introducir conceptos de Geométria Diferencial fundamentales para la tesis, como
curvatura gaussiana, formas de conexion, ecuaciones de estructura de superficies.

2. Estudiar sobre ecuaciones que describen superficies con curvatura gaussiana cons-
tante y un ejemplo particular de estas ecuaciones; la “ecuaciéon de corto pulso”.

3. Encontrar 1-formas diferenciales a las ecuaciones integrables de Rosenau y Hyman,
de modo que estas ecuaciones describan superficies pseudo-esféricas.

4. Encontrar clasificaciones de ecuaciones diferenciales parciales que describan superfi-
cies en la esfera S® (entre ellas, clasificaciones de ecuaciones que describan superficies
minimas en S%).



Capitulo 1

Preliminares Geomeétricos

En este capitulo se explican conceptos geométricos que sirven de base para lograr el obje-
tivo general de este trabajo. Se explican las nociones de primera y segunda forma funda-
mental de una superficie y se presentan las ecuaciones de estructura para una superficie en
R3. Por tltimo, tambien se dan algunos detalles de la teoria de conexiones en geometria
riemanniana y hablamos sobre las ecuaciones de Weingarten, que se usan para calcular el
vector normal de la superficie dada su primera y segunda forma fundamental.

1.1. Nociones de Geometria Diferencial

En esta seccion explicamos conceptos fundamentales de geometria de superficies, como la
aplicacion de Gauss, la primera y segunda forma fundamental, la curvatura gaussiana, la
curvatura media, las formas de conexion y las ecuaciones de estructura.

Definicién 1.1. Dada una superficie S en R3 con una parametrizacion ¢ : U C R? — S,
llamamos aplicacion de Gauss a la funcion N : U C R? — S2, dada por

u >< v
N = u (1.1)
H‘Pu X SOvH

Sea la superficie S C R?® con parametrizacion ¢ : U C R? — S definida como ¢(u,v) =
(x(u,v),y(u,v), z(u,v)) |Ca76D|. Entonces la primera forma fundamental se define como



I = (dyp,dyp)
= (pudu + ©,dv, p,du + @,dv)
= (P Pu)dU* + 2{py, pu)dudv + (py, p,)dv?
= Bdu® + 2Fdudv + Gdv?

(1.2)

Donde E = (@u, 0u), F = (Qu,pu) ¥ G = (pu, ¢u). Las funciones E, F'y G se llaman co-
eficientes de la primera forma fundamental. Rigurosamente la primera forma fundamental
es el tensor

I =Fdu®du+ Fdu® dv+ Fdv ® du + Gdv ® dv

La segunda forma fundamental se define como IT = —(dyp,dN) donde N es la aplicacion
de Gauss definida en (1.1]). Tenemos

Il = —(dp,dN)
= —(pudu + p,dv, Nydu + N,dv)
= _(<§0m Nu>du2 + (<90u; N’U> + <90v7 Nu>)dUdU + <90v7 N’U>dv2>

Pero (N, ¢,) = 0, entonces derivando con respecto a u tenemos (N, @) + (N, 0yu) = 0 =

De igual forma, derivando con respecto a v y a u, tenemos
(N, p) = 0= (N, 0p) = —(Ny, 00)

<N7 (pu> =0= <N7 ‘;Ouv> = _<Nva §0u>

(N, 0u) = 0= (N, 0pu) = —(Nu, 00)

Luego

IT = (N, gpuu>du2 + 2(N, pu)dudv + (N, gow>dv2

1.3
= edu® + 2fdudv + gdv?, (13)

donde e = (puu, N), f = (Quv, N) ¥ g = (pu, N). Las funciones e, f y g se llaman coefi-
cientes de la segunda forma fundamental.

Existen dos medidas de curvatura bien usuales en la geometria diferencial de superficies
en R? que son la curvatura gaussiana y la curvatura media. La curvatura gaussiana K



mide la curvatura intrinseca en cada punto de la superficie, la curvatura media H mide
la curvatura extrinseca (como se curva la superficie con respecto al espacio ambiente) en
cada punto de la superficie. La curvatura gaussiana K y la curvatura media H se pueden
expresar en términos de los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental:

o eg—f?
K=+6—T (1.4)
_eG—2fF+gE
H= 2(EG — F?) (1.5)

También podemos calcular la curvatura gaussiana y la curvatura media usando las curva-
turas principales ki y ko (los valores propios de la segunda forma fundamental [Ca94]):

ki +k
Se tiene que K = k1ky y H = 1; 2.

Definicion 1.2. Una superficie es minima si H = 0.

Vamos a tener la oportunidad de usar algunos sistemas especiales de coordenadas que
existen localmente. Definimos:

Definicion 1.3. Una superficie estd parametrizada en coordenadas isotérmicas si
E=G=X yF=0, donde \: U C R* = R.
En el el articulo [Cheb4| se prueba que toda superficie suave admite coordenadas isotér-

micas localemente.

Como ejemplo de como la geometria interacttia con topologia, presentamos la siguiente
proposicion:

Proposicién 1.1. Si una superficie S es compacta en R® entonces existe ¢ € S tal que
K(q) > 0.
Demostracion. Sea S una superficie compacta inmersa en R3 y sea f : S — R definida

por f(p) = ||p||, donde || || es la norma euclideana en R3.

f es continua y S es compacta = f(S) es un conjunto compacto en R
= f(S) es acotado.

Tomamos r como el maximo de f = g € S tq f(q) =7

6



Sea S, C R? la esfera con centro en el origen y radio 7, Vw € S,, se cumple ||w|| = r

En particular como f(q) = ||g|| = r, entonces g € S, y ademés S esta contenida en la bola
de radio r. Luego como

1
qESﬂSréK(q)ZKST(q):ﬁ>O
.. Para algin ¢ € S se cumple K(q) > 0. ]

El contrareciproco de esta proposicion nos dice que si K(q) < 0,Vq € S, entonces S no es
compacta. En particular, las superficies pseudo-esféricas no son compactas. Otro resultado
ineteresante para nosotros es :

Lema 1.1. No existen superficies minimas compactas en R3.

Demostracion. Sea S superficie y ¢ : U C R? — S C R?, podemos reparametrizar S, de
modo que

con A : U C R? = R, asi S queda reparametrizada en coordenadas isotérmicas.
Supongamos que S es minima y compacta, entonces

¢G — 2fF + gE
2(EG — F?)
_Ne+XNg  e+tyg

24 2)\2

H =

Como S es minima = H = 0 = e = —g. Entonces

K= g1
EG — F?

_ @+

= 1

Pero como S es compacta, entonces existe ¢ € S tal que K(q) > 0, lo que nos lleva a una

contradiccion. Concluimos que efectivamente no existen superficies minimas compactas.

]



Este lema es importante para nosotros porque nos permite comparar con lo que sucede en
S3 (capitulo 4). En S? se sabe que si existen superficies minimas compactas [Kap10]. El
trabajo del capitulo 4 podria permitirnos construir nuevos ejemplos de superficies minimas
compactas en S?; esto queda como proyeccion futura.

Ahora trabajamos en R™ por un momento, pues lo que sigue es vélido en dimensiones
arbitrarias. Consideramos una base de campos vectoriales diferenciables {es,...,e,} en
U C R” tal que (e;,ej) = d;;. En cada p € U, definimos la base de 1-formas diferenciales
{(w;),} como la base dual de {(e;),}, esto es,

w;(e;) = 6;; para i,j =1,2,..,n [Cad4].

Para cada campo vectorial e; considerado como una funciéon e; : U C R® — R", con
1 =1,..,n se tiene

d€i = Zwijej (16)
J

donde w;; se llaman formas de conexién de R"™ en la base ortonormal {e;};—1, , [Hi65].
Notemos que w;; = —wj; ya que

d0;; =< e;,e; > /tomando derivada exterior d
0=< dei,ej >+ < €i,d€j >
0 =< Zwikek,ej >+ < 6, Zwﬂel >
k !

0= U}Z'j +wji

Se sigue que w;; = 0. El siguiente resultado relaciona una cobase {w;} de la base {e;} con
las formas de conexion.

Proposicion 1.2. Sea {e;} una base de campos vectoriales definida en un abierto U C R™
y sea {w;} su base dual. Siw;; son las formas de conezion de U en la base {e;} entonces

dw; = Zwk A Wi (1.7)
k=1

dwij = Z Wik N\ Wi (18)
k=1

8



Demostracion. Tomamos base usual de R, {8%1, 8%2, o %} y la base dual {dz, dzs, ..., dx, },
entonces

0
.= e —— 1.9
=2 figy (1.9)
donde [5;] es una matriz ortogonal. También podemos escribir

w; = Y, Yikdxy. Entonces

wi<€j) = ; Vikd Ty (; Bjsaixs)
0
= zk: zs: %kﬁjsd%a—xs
= Z Yik Bk
k

entonces 0;; = » ., Yirfjk. Como A = [3;;] es una matriz ortogonal, tenemos que A- A" = id.
Es decir, > BikfBr = 0ij. Se sigue que i = By Asi

w; = Zﬂikdﬂck (1.10)
k

0 0
Luego, de; = >, wirer, = Y\ Wi (Zj 6@'%) =2k Zj wikﬁkﬂ'%
J J

0
De 1' se tiene de; = ) y dﬁija—. Comparamos las dos tiltimas ecuaciones y encontramos
Lj

dpij = Z Wik, Py (1.11)
k

Diferenciando (|1.10) tenemos

dwi = Zj dﬁz] A dZL’j = Zj Zk wikﬁk]’ A de = Zk <Z] ﬁkjd:L’J) N W = Zk Wi N\ Wi
Asi probamos (|1.7). Ahora probemos (1.8)), diferenciando ([1.11)) tenemos



0= Z(ﬁkjdwik + dB; N wik)
k

= (Bjdwix — wir A dBy;)
k

Luego
> ok Brjdwi, = 3 wie AdBr; = D (wie A Y WksBsg) = D0 D p(Wi A whs) B

entonces

Z dwisﬂsj = Z (Z Wik A\ wks) st (112)
s k

S

multiplicando por la matriz inversa (8)~! := () en (1.12)), tenemos
Zr ZS dwisﬁsrarp - Zr ZS Zk(wzk A wks)ﬁsrarp‘
Notemos que ) s = dgp, Por lo tanto se llega a dw;, = Y, wix A Wy, que es preci-

samente la ecuacion (1.8) con p intercambiado con j. O

La demostracion anterior esté inspirada en [Ca94|. Las ecuaciones (1.7)) y (1.8) se llaman
ecuaciones de estructura de R". Estas ecuaciones las utilizaremos para mostrar resultados
mas adelante.

Lema 1.2. Sea V" un espacio vectorial y wy,...w, : V" — R 1-formas linealmente inde-
pendientes, con r < n. Supongamos que existen 1-formas
01,..0,:V = R tal que 22:1 w; N 0; = 0. Entonces existen funciones suaves a;; tq

91' = Zaijwj s CLi]’ = Cljl'. (113)
J

Demostracion. Completamos las formas w; para obtener una base wy, ..., Wy, Wyy1, ..., Wy
de V* y escribimos 0; = Zj a;wj + >, byw;, con j =1,..,ryl=r+1,.,n Porla
hipotesis, tenemos

n
0= sz /\0Z == Zaijwi /\U)j —f—ZbleZ /\wl
=1 i l
= Z(aij — aji)wi A wj + Z bilwi A wq

1<j i<l
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Como wy A wy son linealmente independientes, con k < sy k,s = 1,..,n, concluimos que
bil =0 Yy Qij = G- ]

Ahora nos restringimos para n = 3. Para una superficie en R? equipada con una base
{e1, €2}, la completamos a base ortonormal de R3, obteniendo {e1, e, e3}. Ahora tomamos
la cobase asociada {w1, ws, w3} y las formas de conexion wia, w3, wos.

Imponemos w3 = 0 para trabajar en la superficie y podemos obtener ecuaciones de estruc-
tura para la superficie en R?, como se menciona en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.3. Sea S una superficie en R?, equipada con 1-formas wy, ws, Wi, Wiz Y
weg, entonces estas 1-formas satisfacen las ecuaciones de estructura

dw; = wia N Wwoy
dwy = w1 A Wi
w1 AWz + we A wyz = 0 (1.14)
dwyz = wia N wa3

dwas = w3 A Wi

Demostracion. Usamos las ecuaciones de estructura en R, con n = 3, mencionadas en la
proposicion 1.2 e imponemos la condicion wsz = 0 en S.

Por se tiene

dw; = Zzzlwk/\wkl = wy AWy + Wy A Way + w3 A Wszp = Wy A Wap = Wig A Wy
De igual forma

dwy = Zi:l Wi N\ Wey = w1 A W

y

dws = 22:1 Wi A\ Wis = wy A wig + we A Was

Ademaés, dws = 0 = w; A wiz + we A wez =0

Por (1.8)) se tiene

3
dwiz = Y oy Wik A Wiz = W11 A Wag + Wiz A Wag + Wiz A Wiz = Wiz A Wag

De igual forma
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3
dwez = Y 1 Wa N Wiz = Way A Wiz = Wiz A Wia []

Si asignamos 6; := w;3 para usar la notaciéon del lema (1.2) y con la tercera ecuacion de

(1.14]) entonces

wl/\€1+w2/\92:0

Por lema (1.2) se tiene

w3 = hiywy + higws

Waz = ho1wy + hogws

Donde h;; = hj; son funciones diferenciables. Luego podemos escribir las expresiones
anteriores como

Wiz = awq + bU)Q (1 15)
Wo3 = bw1 + cwo '

con a, by ¢ funciones diferenciables.

Definicién 1.4. Supongamos que tenemos una superficie S en R3, equipada con 1-formas
wy, Wy, Wia, W13 Y Woz que satisfacen las ecuaciones de estructura . La curvatura
Gaussiana K y la curvatura media H de S se pueden definir como

dw12 = —le VAN W2 (116)

w1 N\ Waoz + Wiz N woy :2HU)1/\U}2 (117)

Esta definicién implica que la curvatura gaussiana esta determinada s6lo por la geometria
intrinseca de la superficie y que la curvatura media esta determinada por la geometria
extrinseca de la superficie. Para las funciones a, b y ¢ que mencionamos en tenemos
la siguiente proposicion.

Proposicién 1.4. Para una superficie S en R3, equipada con I-formas wi, wa, wia, W13
Y wa3 que satisfacen las ecuaciones de estructura . La curvatura Gaussiana K y la
curvatura media H de S se pueden calcular mediante

K = ac— b (1.18)
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H= “;“C (1.19)

Demostracion. De la proposicion (1.2) tenemos que dwis = w3 A wss, entonces
dwyy = —wi3 A woz = —(awy + bws) A (bwy + cws) = —(ac — b*)w; A we

Como dwis = —Kw; A ws se obtiene K dado por ((1.18)). Luego

wy N Wa3 + W13 N wy = wi N (bw1 + CU)Q) + (aw1 + bw2> N Wy

= (a+ c)wy A wy

Como wy A wag + wiz A wy = 2Hw; A wy se obtiene H dado por ([1.19). O

En la seccion siguiente veremos ejemplos de como relacionar este punto de vista con los

célculos clasicos mostrados en ((1.2)) y (1.3).

1.2. Formas de Conexién para la Pseudoesfera

En esta seccion trabajamos un ejemplo particular con una superficie con curvatura gaus-
siana -1 la cual se llama pseudoesfera.

En R3, la primera forma fundamental I y la segunda forma fundamental /1 de una su-
perficie S C R? (ver ecuaciones y ) se pueden escribir usando 1-formas wy, ws,
w13, W3, estas 1-formas son féciles de calcular, no expondremos el calculo explicito ya que
no lo usaremos en este trabajo. Las formas fundamentales I y II quedan definidas por

I:w1®w1+w2®w2 (120)

II:’LU1®U}13+’LU2®U)23 (121)

En los ejemplos siguientes veremos que si tenemos la inmersion de la superficie, podemos
construir manualmente las 1-formas wq, wsy, wia, Wiz v ws3, calculando la primera forma
fundamental y segunda forma fundamental usando ((1.20) y (1.21]) respectivamente
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Ejemplo 1.1. Una parametrizacion de la pseudoesfera es ¢ : [0,2m) x (0,7) C R? — R?,
dada por ¢(1,0) = (cos Tsino,coso +In(tan §),sin7sin o). Calculemos los coeficientes de
la primera y sequnda forma fundamental usando Y

E =sin®o, F=0, G = cot’o

N = (—cosTcoso,sing, —sin T cos o)

e = cososino, f=0, g=—coto

Entonces la primera forma fundamental y sequnda forma fundamental son

I = sin® od7? + cot® odo? (1.22)

II = cos o sinodr?® — cot odo? (1.23)
De , podemos construir las 1-formas:

wy = sinodr, we = cot odo

De , podemos construir las 1-formas:

w13 = cos odT, w3 = —do
mediante las primeras 2 ecuaciones de , obtenemos

Wwis = —sinodTr

notemos que de la ecuacion vale que K = —1. Verifiquemos la tercera, cuarta y

quinta ecuacion de .
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wl/\w13+w2/\w23 =0
dwiz = sinodt A do = wig A Was

dwyz = 0 = w3z A wip

Ejemplo 1.2. Otra parametrizacion de la pseudoesfera es ¢ : (—oo,00) x [0,27) C R? —
R3, dada por ¢(7,0) = (secht cos o, secht sino, T —tanh o). Calculemos los coeficientes de

la primera y sequnda forma fundamental usando Y

FE = tanh® T, F =0, G = sech®t

N = (= coso tanh 7, — cos o tanh 7, —sechT)

e = —secht tanh T, f=0, g = secht tanh T

Entonces la primera forma fundamental y sequnda forma fundamental son

I = tanh® 7dr? + sech*rdo? (1.24)

II = —sechr tanh 7d7* + secht tanh Tdo® (1.25)

De , podemos construir las 1-formas:

wy = tanh 7dr, wy = sechrdo

De , podemos construir las 1-formas:

w3 = —sechtdr, w3 = tanh 7do

mediante las primeras 2 ecuaciones de , obtenemos

wis = —sechrdo
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notemos de que K = —1. Verifiquemos la tercera, cuarta y quinta ecuacion de
1.14).

wl/\w13+w2/\w2320
dwiz = 0 = wia A w3

dwyg = sech®TdT A do = wiz A wis

El grafico de las parametrizaciones ¢(7,0) = (cos7sino,coso + In(tan ),sin7sino) y
¢(r,0) = (secht coso,sechtsino, 7 — tanh o) se muestran en las figuras (1.1) y (1.2)

respectivamente.

Eje x

Eje y

Figura 1.1: Pseudoesfera Clasica
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Ejez 0 [

Figura 1.2: Pseudoesfera Hiperbolica

1.3. Nociones de Geometria Riemanniana

En esta seccion explicaremos de manera general la teoria de conexiones para mostrar como
se generaliza lo que hemos expuesto hasta ahora. En esta secciéon también estudiaremos las
ecuaciones de Weingarten, veremos estas ecuaciones en una variedad M y como quedan
expresadas en R3. En el capitulo 5 usaremos estas ecuaciones para hallar el vector normal
de una superficie pseudo-esférica. Por completitud escribimos las demostraciones de los
teoremas principales, aunque éstas son estandar.

Denotaremos por T'M al fibrado tangente de una variedad M.

Definicion 1.5. Una conexion es una aplicacion V : TM x TM — TM tal que Vf, h €
C>®(M), a,b e R yVX,Y, X1, X5, Y1,Ys € TM, se cumple:

(7’) vaH-hXQY = fVle + h’vX2Y
(ii) Vx(CLYi + 51/2) = CLVXle + bVXYé
(iii) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y

Sea {E;} base local para T'M en un abierto U C M, tenemos que Vg, E; =, FZEk Las
funciones I'}; se llaman simbolos de Christoffel de V con respecto a la base {E;}.
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Lema 1.3. Sea V conexion y X,Y definidos en U, expresados como X = > X'E;,
Y =3, YJE;. Entonces

ViY =Y XYIE;+) > Y XYTHE, (1.26)
J Jj ik

Demostracion.

VxY =Vyx <Z YjEj>

J

= Vx (YIE;) =) (XYIE; + YIVyE;)
J

J

como X = Y. X"E;, usando la propiedad (i) de la definicién 1.5 nos queda

ViV =) (XYjEj +YY ZXiVEiEj>

J

=3 (XYjEj +Y7y X! ngEk)
j i k

=D XYIE+> > ) XYIThE
J ok

]

Definicion 1.6. Sea g métrica riemanniana en una variedad M. Una conexion V es
compatible con g, si VXY, Z € TM se cumple

Vxg(Y,Z)=g9(VxY,Z)+g(Y,VxZ) (1.27)

Definicién 1.7. La torsion de una conexion V es el tensor 7 : TM x TM — TM dado
por

T(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y] (1.28)
Decimos que V es simétrica si 7(X,Y) =0
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Afirmacion 1.1. V es simétrica < los simbolos de Christoffel respecto a cualquier base
{E;} son simétricos.

Demostracion. V es simétrica ssi 7(X,Y) =0
ie VxY —VyX — [X,Y] = 0. A partir de ahora usaremos la convencién de Einstein (no
pondremos el simbolo }).

Expresamos X, Y como X = X'E;, Y = Y/E;, donde {E;} es base local para TM. En-
tonces

VxY = VyX — [X,Y] = (XY* + X'VIT}) By — (YXF + YIXTHE, — [X,Y]
Pero

[X,Y]=XY -YX =XY'E; - YX'E; = (XY" - YX"E,

Entonces

7(X,Y) = VxY — VyX — [X,Y]
= (XY* + XY~
VX" - YIXTE - XYY"+ Y XM E,
= (XY}, =Y/ X'Th)E,

Asi (eligiendo apropiadamente los vectores X = X'E; e Y = YVE;)

T(X,Y)=0& X'YIf, - YIXTE =0
& XYIT) =YIX'Th,
k _ 1k
[l
Teorema 1.1. Sea (M, g) una variedad riemanniana (o pseudo-riemanniana). Existe una
unica conexion ¥V en M tal que

= V es compatible con g.

m V es stmétrica.
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Demostracion. Sea V una conexion y XY, 7 € T'M. Supongamos que V es compatible

con g, enornces tenemos

Xg(Y,Z) =g(VxY,Z) +g(Y,VxZ)

Si ademas V es simétrica, tenemos

g<Y> [X> Z]) = g(Y7 VxZ — VZX) = g<Y7 VXZ) _g(}/, VZX)
entonces

Xg(Y7 Z) = g(vXK Z) +9<K VzX) +9(Ya [X7 Z])

de igual forma
Yg(Z,X) =9(VyZ,X) +9(Z,VxY) + g(Z,[Y, X])

Zg(X’ Y) = g(VZX, Y) +9(X7 VYZ) +9(X7 [Z’ Y])

Si hacemos ((1.29) + (1.30) - (1.31)), y luego despejamos ¢g(VxY, Z) tenemos

§(VxY, 2) = S(Xg(Y, 2) +Yg(Z,X) - Zg(X,Y)-
oY, X, 2) — 9(2, IV, X]) + 4(X 12, Y))

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

Esta formula determina V xY porque nos da la proyeccion de VxY a lo largo de cualquier

direccion Z.

Supongamos ahora que V! y V2 son dos conexiones que cumplen ([1.32)), entonces

= g(VLY — VY, Z)=0= VLY = ViY,VX,Y.

]

Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimension m, sea M una variedad de dimension

nyseat: M — M una inmersion (n < m).
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Si M es equipada con la métrica riemanniana g = i*g entonces i es inmersioén isométrica
y si 7 es 1-1 decimos que M es una subvariedad riemanniana inmersa de M. La variedad
M se le llama variedad ambiente.

Para el espacio tangente T,M, podemos definir N,M := (T,M)* respecto a la métrica
g(p) en T,M. El conjunto

NM = | J N,M (1.33)

peEM

se llama fibrado normal de M.

Definicién 1.8. Sea ¥V la conezion riemanniana de (]\//7, 9). La sequnda forma fundamental
de la variedad M es la aplicacion 1 : TM x TM — NM, dada por

II(X,Y) = (VxY)* (1.34)

A principios de la seccién 1.1, vimos la segunda forma fundamental de una superficie en
R3, la definicién 1.8 es una generalizacion a una variedad M arbitraria.

Lema 1.4. 1] es:

1. bilineal sobre C>°(M)

2. simétrica

Demostracion. 1. Vf,h € C°(M)
a)

(X +hX0,Y) = (Vi) = (fVx,Y +hVx,Y)*
= f(Vx,Y)" + h(Vy,Y)
= fII(X1,Y) + hII(X,5,Y)

[I(X, Y1 + hYs) = (Vx (Y1 + hYa))*
= (fVxY1 + X(F)Y: + hVxYs + X (R)Ya)
FVXY) + (X ()Y + h(VxYa)' + (X (h)Ya)*
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Como X(f),Y1 € TM = (X(f)Y1)* = 0, de igual forma (X (h)Y5)* = 0. Por
lo tanto
II(X, fY1 + hYs) = fII(X, Y1) + hII(X,Y3)

2. Sean X,Y campos vectoriales sobre M extendidos a M y en (]\/4\ ,g) consideremos la
conexion riemmaniana V. Entonces
[I(X,Y) = (Y, X) = (VxY )" = (VyX)t = (VyV = Vy X))t = [X Y]

Como X,Y son tangentes a M = [X,Y] es tangente a M = [X, Y]+ =0
= II(X,Y) = [I(Y, X)

Teorema 1.2. (Formula de Gauss) Sean X, Y € TM extendidos a T]\/j, se cumple

VxY = VyY +1I(X,Y) (1.35)

Demostracion. Sabemos que VxY = (VxY)T + (VxY)*. Como II1(X,Y) = (VxY)*,
basta probar (VxY)? = VxY, donde V es la conexion riemanniana de M determinada
por g =i*(g).

Sea VT : TM x TM — TM, definido por VLY := (VxY)T, con X,Y € TM. V7
es conexion ya que se verifican las condiciones de la definicién 1.5. Mostremos que V7
cumple las condiciones de conexion riemanniana en (M, g).

veamos que V7 es simetrica :
VIY —VIX = (VxY)T — (Vy X)T

= (VxY = VyX)T
= [Xv Y]T = [Xa Y]

veamos que V7! es compatible con ¢ :
V(Y 2) = §(VxY, 2) + §(Y, Vx 2)
= 9((VxY)", 2) + 3(Y. (Vx2)")
=9(VxY,2) +4(Y,VxZ)
Pero §(Y, Z) = g(Y, Z) = Vg(Y, Z) = X(g(Y, Z)) = Vg(Y, Z)
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entonces V7 es conexion riemanniana de (M, g), por el teorema 1.1: V' = V = (@XY)T =
VxY. O

Lema 1.5. Sean X,Y campos vectoriales definidos en una variedad riemanniana (M, g)

I

y sea N el vector normal definido en el fibrado normal NM. Si X,Y se extienden a M,
se cumple

g(VxN,Y) = —g(N,II1(X,Y)) (1.36)

se llama la ecuacion de Weingarten en una variedad M.

Demostracion. Como N_LY entonces g(N,Y) = 0, derivando tenemos :
g(VxN.Y) +g(N.VxY) =0

Entonces usando la férmula de Gauss

g(VxN,Y) = —g(N,VxY)

=—g(NV,VxY +I11(X,Y))
— _g(N,VxY > — < N,II(X,Y))
=—g(N,I1(X,Y))

]

Un caso particular de las ecuaciones de Weingarten es que si en R3, conocemos la primera
forma fundamental [ = Edr®@dxr+2F dr®dt+ G dt @dt y la segunda forma fundamental
Il =edr®@dr+2fdr®dt + gdt ® dt de una superficie S descrita por una inmersion ¢
con vector normal N, entonces N, y N; se expresan en términos de los coeficientes de [ y
II. Tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 1.5. Sea una superficie S C R? descrita por una inmersion ¢ = ¢(x,t), las
ecuaciones de Weingarten para S quedan expresadas como

N:): - l1¢x + l2¢t

1.37
Ny = 3¢, + Loy ( )
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donde )
ll l3 _ E F B (& f
o)=-(ra) (1) 125
y N := N(z,t) es el vector normal a S.

Demostracion. Como N es un vector normal se tiene que N, y N, son ortogonales a N,
luego N, y N; estéan en los planos tangentes de la superficie descrita por ¢. Luego existen

l17 l27 l3 y l4 tq
Ny = L1y + 129y, Ny = I3, + Loy

Sabemos que (N, ¢,) = 0 y al derivar con respecto a x, tenemos

<N7 ¢m:> = _<Nm7¢:p> = —e= <Nm7¢m>

De igual forma

_f = <Nt7¢x>7 _f - <Naza¢t>a —g= <Nta¢t>

Pero (Ny, ¢p) = (lipy + loty, ¢2) = LE + LF,  (Ny, ¢p) = [3E + 14 F

<Nxa ¢t> = llF + ZZGa <Nt7 ¢t> = Z3F + Z4G

Entonces
—€:l1E+l2F, _f:l1F+l2G
—f = lgE + Z4F, —g = Z3F + Z4G
—€ —f . llE + l2F llF + l2G
—f —g o lgE + l4F lgF + l4G
€ f . E F ll l3

==(0)-( &) )

(b B __(E F\ (e f

12 l4 F G f g
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]

Si para una superficie S € R3, conococemos los coeficientes de I y I1, podemos plantear el
sistema ((1.38)), el cual si le equipamos condiciones de frontera, podemos obtener N a través
de métodos numéricos. Esto lo veremos en el capitulo 5 para un modelamiento discreto de
superficies pseudo-esféricas (estas superficies las vemos en el siguiente capitulo).

Por otro lado, si para una superficie S € R3, conocemos los coeficientes de I y I, podemos
realizar un cambio a coordenadas isotérmicas y modelar la superficie inmersa en R3, esto
lo usamos en |Bel§|.
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Capitulo 2

Ecuaciones que describen superficies de
curvatura constante

En este capitulo se explican definiciones, ejemplos y resultados importantes de las ecua-
ciones de tipo pseudo-esférico (curvatura gaussiana que vale -1) y de las ecuaciones de tipo
esférico (curvatura gaussiana que vale 1).

2.1. Ecuaciones de Tipo Pseudo-Esférico

Definicion 2.1. Una variedad de 2 dimensiones M es una superficie pseudo-esférica si
existen 1-formas diferenciales wy, we y wy sobre M (cumpliendo la condicion de indepen-
dencia wy A wy # 0) tal que

dw1 = W3 A wWao
d’UJQ = W1 VAN ws (21)

dU)g = W1 /\?UQ

Una ecuacion diferencial F(z, ¢, u, g, ..., Uz z..+) = 0 se le llama ecuacion de tipo pseudo-
esférico (o, se dice que describe superficies pseudo-esféricas) si los gréficos de soluciones
u(z,t) se pueden equipar (genéricamente) con la estructura de una superficie pseudo-
esférica, es decir existen 1-formas diferenciales wy, ws y w3 que dependen de z,t, de la
solucion u(z,t) y de un namero finito de sus derivadas, que cumplen las igualdades
y que satisfacen wy A wy # 0 [TenCher86].

Nota: Consideramos una ecuacion F(z,t,u,u,,...) = 0 con 1-formas asociadas wy, we y

26



w3 que satisfacen las ecuaciones (2.1)). Si wy = Awy, con A € R—{0}, entonces dwy = Adw;.

Tenemos que
dw1 = W3 N Wy = —)\wl /\U}3

y también
1
dws = w; N\ ws = dw; = le/\wg

comparando las expresiones de dwy, se llega a

1
—/\wl/\UJ3:X’LU1/\’LU3:>/\2:—1:>)\€C,

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto wy # Aws, esto significa que la condicion
wy A wy # 0 se satisface, a menos que w; o wsy sea cero en una soluciéon dada.

Nota: Consideremos una ecuacion F(z,t,u, u,,...) = 0 con 1-formas asociadas
wy, we = Adx + Bdt y wy = \w; que satisfacen las ecuaciones (2.1)), con A, B, A € R. Si
A# 0y B #0 entonces A = +1. En efecto

dw; = wg A wy = A w; A dx + Blw; A dt

También
dw3 = wi N\ Wy :Awl/\d:c—i—Bwl/\dt

como w3z = A\wi = dws = Adw;, entonces

1
dw; = X(Awl A dz + Bwy A dt)

comparando las expresiones de dw;, se llega a

1

A b
AN == B\ = —
~ N A
= AN —1) =0, B\ —1) =

SiN—-1#40=A=B=0=w, =0
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Lo cual es una contradiccion ya que we # 0 (recordemos que w; y wy son parte de una
cobase). Por lo tanto A\ — 1 = 0.

Podemos expresar las 1-formas w; como w; = fadr + fiodt, 1 <i < 3;cada f;; (1 <j < 2)
es una funcion que depende de z, t, u(z,t) y de un ntimero finito de derivadas de u(z,t)
respecto a x y t.

Supongamos que u(x,t) es una solucion genérica, es decir (wy Aws)(u(x,t)) # 0. Entonces
las formas wq (u(x,t)) y we(u(z,t)) forman una cobase local sobre el dominio (x,t) € D C
R? donde esta definida u(z,t). Al conocer wy(u(x,t)) y we(u(x,t)), podemos calcular la
primera forma fundamental

I =wi(u(z,t) @ wi(u(z,t) + wa(u(z, t) ® we(u(z,t))

si asignamos ws := w9, entonces tenemos que la superficie S descrita localmente en coor-
denadas (z,t) y equipada con la métrica Riemanniana g := I posee curvatura gaussiana
K =-1.

Esta es una vision intrinseca de la superficie S: sin informaciéon extra no podemos saber
qué forma tiene esta superficie dentro de R3; para determinar qué forma tiene, se usa la
segunda forma fundamental (I7).

Veamos algunos ejemplos de ecuaciones pseudo-esféricas.

Ejemplo 2.1. La ecuacion de Sine-Gordon uz, = sin(u) es una ecuacion de tipo pseudo-
esférico con 1-formas

1
wy = —sen(u) dt
n
1
wy = ndx + —cos(u) dt
n
w3 = Uy, dT
donde n € R — {0}.
En efecto

Uy
dwy, = —cos(u)dz A\ dt = w3 N\ wsy
n
dwy = —%sen(u)dx Adt =wy A ws
n

dws = —ugdx N dt = —sen(u)dx A dt = wy A we
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en soluciones de u,; = sin(u)

Ejemplo 2.2. La ecuacion de Burgers u; = Uy, + Uty €s una ecuacion de tipo pseudo-

esférico con 1-formas
U« 1 u?
=(=-——)de+=(u,+— | dt
= (5) s ()

we = ndx + <gu+a> dt

(2.2)

W3 = —Wq

donde n € R — {0} y a = a(x) es solucion de o® — na, =0

Ejemplo 2.3. La ecuacion KdV u; = Uy, + 6uu, es una ecuacion de tipo pseudo-esférico
con 1-formas

wy = (1 - u) dx + (_umc + Nnug — 772u - 2’LL2 + 772 + 2“) dt
wy = ndx + (n* + 2nu — 2u,) dt (2.3)
w3 = —(1+ u) dr + (—Uypp + MUy — N*u — 2u* — 0 — 2u) dt

donde n € R

Ejemplo 2.4. La ecuacion de Ibragimov-Shabat u; = Ugyy + 3 Uy, —|—9uufc + 3utu, es una
ecuacton de tipo pseudo-esférico con 1-formas

wy = (@ + u2> d + (M +u® + 8u + Butty, + 9u3ux> dt
u u
wy =ndr +17 (% +ut + 4uux> dt (24)
u

ws = —ndr —n (% —l—u4+4uu$> dt

donde n € R.

Puesto que usamos permanentemente la nociéon de una soluciéon genérica, escribiremos su
definiciéon explicitamente:

Definicion 2.2. Sea F(x,t,u, Uy, ..., Uy, 2t.1) = 0 una ecuacion de tipo pseudo-esférico con
1-formas w;, 1=1,2,3. Una solucion u : U C R? — R de F(z,t,u, Ug, ..., Ug 21..¢) = O se
llama solucion genérica si (wy A\ wq)(u(z,t)) es distinto de 0 en U.
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Esta definicion es importante porque si (w; A wq)(u(x,t)) = 0 entonces w; y wy no deter-
minan una cobase movil.

Las siguientes dos proposiciones son importantes para el estudio geométrico de ecuaciones
diferenciales, ver [Rell].

Proposicion 2.1. Sea w; = fadr + fiodt, i € {1,2,3} 1-formas diferenciales, donde f;1 y
fia son funciones diferenciables que dependen de z,t,u y derivadas de u. Sea u(z,t) funcion
suave y w; = w;(u(z,t)). Las ecuaciones son invariantes bajo las transformaciones

E3. &) v £9:

W) = wycosp+wysinp, Wy = —w;Sinp + wycosp, Wz = ws + dp, (2.5)
w; = wy coshp —wssinhp, Wy = wy +dp, w3 = —w; sinhp + wscoshp (2.6)
w; = wy +dp, Wy =wycoshp+ wysinhp, w3 = wysinhp + ws coshp (2.7)

donde p = p(u(z,t)) es una funcion diferenciable.

Proposicion 2.2. Sea M una superficie Riemanniana. Sea {01,092} cobase dual a una
base ortonormal dada y sea o3 la 1-forma diferencial de conexion correspondiente. Fxiste
una nueva cobase {01,05} y una nueva I1-forma diferencial 03 en M tal que

d@l == O
db, = 6,70, (2.8)
93 + 92 = 0

sty solo si M es superficie pseudo-esférica.

Demostracion. Supongamos que las bases ortonormales dual a las bases {01, 02} y {01, 02}
tienen igual orientacion. Entonces o, y 6, estdn conectadas por rotacion y transformacion

[Rell]:

01 = o1co8p+ og8enp
Oy = —oysenp + oy cosp
Qg = O'3+dp
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Definamos

o1 = g dr + g2 dt
09 = go1 dx + goo dt
03 = g31 dw + gz dt

donde g;; == gi;(z, t,u(x,t), up, Uy, ...), con 1 <7 <3, 1 <5 <2

De la tercera ecuacion de (2.8)), se tiene o3 + dp — o1 sen p + g5 cos p = 0, entonces

931dx + g3odt + ppdx + pydt — (gr1dx + grodt) sinp + (ga1dx + geodt) cosp = 0
Luego obtenemos el sistema

Pz = —¢31 + g11SIND — g1 COSD

. (2.9)
Dt = —g32 + g128IN P — g2 COSP

que determina p(x,t). Para que (2.9) sea compatible, debe satisfacerse la condicion de
integrabilidad p,; = py., entonces

—g31,t T g11P: COSP + G114 SINP + g21P¢ SINP — §21: COSP = — G325 + 12Dz COSP + G125 SIN P
+ G22D2 SIND — o3, COSP
entonces

—g31+ + 9320 + (9110t — G216 — G12Ps + Go2.2) COSD + (G114 + Go1Pt — G122 — GooPz) sinp = 0

Remplazamos las expresiones de p, y p;, simplificando se llega a

12,2 — 11t = 922931 — Y21932
922, — 21t = G11932 — J12931 (2.10)

932, — 931t = g11922 — 12921

y estas son las ecuaciones de estructura (2.1)) que satisfacen o1, oy y 03.

Por lo tanto 6y, 6,03 cumplen (2.8) < o3 + dp — 01 senp + o9 cos p = 0 es integrable para
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p(z,t) en el espacio de coordenada (z,t,p) < M es superficie pseudo-esférica.

]

Consideremos las 1-formas asociadas a la ecuacion de Sine-Gordon del ejemplo 2.1, que

son
1

wy = —sen(u) dt, we = ndx + —cos(u) dt, w3 = Uy dx
n

Si reemplazamos estas 1-formas en el sistema (2.9)), nos queda

Pz = —Uz — T)COSD
1 2.11
p; = ——cos(u + p) (2.11)
n
De la segunda ecuacion de (2.11)), despejamos u :
u = arccos(—np) —p (2.12)

Luego de la primera ecuacion de (2.11)), se tiene (usando que u(z,t) es una solucion de la
ecuacion u,; = sin(u))

Pat = —Ugt + NP SINP
= —sinu + npesinp
= —sin(arccos(—np;) — p) + np;sinp

= —+/1—n?p?cosp

hacemos el cambio p — m — p, n = —n ya que la ecuaciéon para p,; queda invariante, al
remplazar el cambio en (2.12]) tendremos una nueva solucién de Sine-Gordon :

v =arccos(—np;) —T+Dp (2.13)

Al operar (2.13)) - (2.12)), se obtiene

1
p:§('z)—u—|—7r)
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reemplazamos p en (2.11)), se tiene de la primera ecuacion

Pz = —Uy — 1) COSP
1 1
éi(vm—ux):—ux—ncos 5(U—u—|—ﬂ')
1 . (v—u
= §(v$—um):—um+nsm 5
= Uy = — Uy +2nsin(*5*), hacemos el cambio v — —u (ya que —u satisface en la ecuacion

de Sine-Gordon), obtenemos

Ve = Uy + 2nsin (”;“) (2.14)

De igual forma en ({2.11)), se tiene de la segunda ecuacion

1
P = - cos(u + p)

:>1(vt—ut):—1008<9+3+z)
2 n o\27 2773
= 1(vt—ut) lein (UJru)

2 i 2

= v = u + %sin (”*“), también hacemos el cambio ©u — —u, obtenemos

2
2 v—u
=— — si 2.15
vy Ut+778m< 5 ) (2.15)

Las ecuaciones y se llaman “transformaciones de Backlund” de la ecuacion de
Sine-Gordon. La derivacion anterior esta basada en el articulo [TenCher86|. A continuacion
veremos un ejemplo de su uso: a partir de una solucién trivial de Sine-Gordon, se obtiene
una soluciéon no trivial.

Ejemplo 2.5. Consideremos el sistema formado por las ecuaciones Y . Este
sistema es compatible si y solo si u(x,t) y v(x,t) satisfacen la ecuacion de Sine-Gordon.
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Tomemos por ejemplo la solucion trivial w = 0. Tenemos

v
r - 2 ! <_>
v nsin { 5

5 <U> (2.16)
vy = —sin | =
n 2
dv .U v .
— = 2nsin — = csc —dv = 2ndz integrando queda
dx 2 2
v v
—2In <csc S+ cot§> = 2 + A(t) (2.17)
De igual forma en la sequnda ecuacion de , se tiene
2t
—21In (cscg + cot g) = P + B(z) (2.18)
Al restar las ecuaciones Yy , se tiene
2t
2nr — — = —A(t) + B(x)
n
) 2t
asi A(t) = — + C, B(x) = 2nz + C, con C € R, reemplazando en (2.17) y (2.18
obetenemos dos ecuaciones equivalentes, entonces obtenemos
t C
In (CSC% + cot g) = —nxr — P (2.19)

Consideremos la siguiente identidad con o € R tal que o # km con k € Z.

«
tanE “(esca+cota) =1

len esta tesis no definiremos transformaciéon de Backlund en general porque usaremos sélo ejemplos,
el lector puede encontar una definicién en [Re01]
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Usando esta identidad en (2.19), se tiene In (ﬁ) = —nr — % — %, entonces
4

v = 4 arccot (e_"m_%_%) (2.20)

Por lo tanto podemos notar que a partir de una solucion trivial de la ecuacion de Sine-
Gordon, a través de una transformacion obtenemos una solucién no trivial de la ecuaciéon

de Sine-Gordon.
El gréfico de la solucion ([2.20)) se muestra en la figura (2.1) conn=—-1y C =0.

o

B S N A -
_esssssseteee N
‘-‘:‘ = =
0 -0.5
5

0.

Ed

Figura 2.1: Solucién de Ecuacion Sine Gordon a través de transformacion de Backlund

Nota : Las ecuaciones de estructura (2.1]) son equivalentes a la condicién de integrabilidad
de la ecuacion

dY =Q-7
donde

T=(T, T (2.21)



1 _
Qzﬁ( E w3> (2.22)

wy + ws —W2

Notemos de (2.22]) que podemos plantear

Q= Adx + Bdt

donde A := A(x,t,u, Ugy ooy Uspzt.1) Y B := B(x,t,u, Uy, ..., Uz 4. ) SON matrices de 2 X 2
con coeficientes reales y sus trazas valen 0, d6sea A, B € sl(2). Luego

dY = Q- = T,do + Tdt = (Adz + Bdt) - Y

entonces

T,=A-7T

2.23

Estas ecuaciones se pueden usar para estudiar ecuaciones de tipo pseudo-esférico de forma
analitica. Ver por ejemplo [Ten98§].

La condiciéon de integrabilidad corresponde a que

Tor = Ty
=ABYT + A,Y = BAT + B, T
=(AB+A;— BA—-B,)T =0
=[A,B|+A —B,=0

Esta ecuacion es equivalente a las ecuaciones de estructura (2.1)).

2.2. Ecuaciones de Tipo Esférico

De manera anéloga, comentaremos sobre ecuaciones esféricas.

Definicion 2.3. Una variedad de 2 dimensiones M es una superficie esférica si existen
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1-formas diferenciales wy, wo y ws sobre M (cumpliendo la condicion de independencia
wy A wse # 0) tal que

dw1 = W3 VAN W2
dU)Q = W1 VAN ws (224)
d’lUg = —WwW A Wa
Una ecuacion diferencial F(z,t,u, uy, ..., Uz . +) = 0 0 sistema de ecuaciones
Gl (*1.7 ta u7 um; LR um..xt‘..ta U? Um; seey Uz..xt...t) - 0
G2 (J," ta Uy Ugy ovvy Ug bty Uy Ugsy oeny U:c..zt...t) =0

se llama de tipo esférico si existen 1-formas diferenciales wq, wy y w3 que dependen de z, t,
de la solucion u(zx,t) y de un ntmero finito de sus derivadas, que cumplen las igualdades
(2.24]) y sastisfacen la condicion de independencia w; A wq # 0 [Di02].

Como la conexion de Levi-Civita wis := wj satisface (1.16)), se tiene

dw3 == —Kw1 VAN wao (225)

donde K es la curvatura gaussiana, entonces la ultima ecuacion de (2.24)) dice que K = 1.

Ejemplo 2.6. FEl sistema

Uy + Ve + 2(u? + 0%)v =0

2.26
— vy F Uy + 2(u? +0*)u = ( )

es un sistema de ecuaciones de tipo esférico donde u = u(x,t) y v := v(x,t) son soluciones

de con 1-formas

wy = 2vdx + (2u, — 4nov) dt

wy = 2ndz + (2(u® 4+ v*) — 4n?) dt
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ws = —2udx + (dnu + 2v,) dt
Ejemplo 2.7. FEl sistema

up = (2up), + 4vp
vy = (20p) — 2up

(2.27)

donde p := p(u,v) es una funcion arbitraria, es un sistema de ecuaciones de tipo esférico

donde u := u(x,t) y v :=v(x,t) son soluciones de con 1-formas

wy; = udr + 2updt

wy = (1 +v)dr+ 2updt

wy = (v—1)dr + 2vpdt

Nota : Podemos notar que las ecuaciones de estructura (2.24]) son equivalentes a la con-

dicion de integrabilidad de la ecuacion

dp=Q-

donde
D= (0, By)

0= l ( in w1 + ng)

—wq + iwg —iIUQ

De igual forma que en la seccion anterior, de ([2.29)) podemos plantear

Q= Ade + B'dt

(2.28)

(2.29)

donde A’ y B’ son matrices de 2 x 2 con coeficientes complejos, sus trazas valen 0 y son

antisimétricas, osea A’, B’ € su(2). Entonces
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o, =A -
o, =B - (2.30)
=B

La condicién de integrabilidad corresponde a que ®,; = &, = [A', B+ A, — B, =0,y
esta ecuacion es equivalente a las ecuaciones de estructura (2.24]).

2.3. Ecuacion de Corto Pulso

La ecuacion de corto pulso se encontrd primero en una clasificacion de ecuaciones de
tipo pseudo-esférico en los anos 1980’s [Ra89| y después de 15 anos se descubri6 que es
fisicamente importante. No es una ecuacion muy estudiada (a diferencia de la ecuacion de
Sine-Gordon y Burgers). Por lo que hemos decidido presentar algunas de sus propiedades
geométricas.

La siguiente ecuacion diferencial parcial no lineal de segundo orden

Ut = U + Cou? + LUy + CoUllyy + c3u’ + dou® + diuu, + dotuy, + dzuu? (2.31)

se introdujo en [Hol7].

Sic;=0,parai1=0,1,2,3, dy = d; =0, d3 = 2ds, se obtiene

d
Ut = U + g(u?’)m (2.32)

con dy € R, que es la ecuacién general de corto pulso derivada por Schéifer y Wayne
[ScWa04]| que sirve como modelo de pulso 6pticos ultra cortos en medios no lineales. La
ecuacion (2.31)) es una generalizacion de (2.32)) que contiene varias ecuaciones interesantes,
ver [Hol7].

Consideremos una ecuacion diferencial parcial de la forma

Uz = F (U, Uy, Upy) (2.33)
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en que u = u(x,t) es solucion de (2.33)). Introducimos las notaciones
20 = U, 21 = Ug, 22 = Uy

Entonces (2.33) queda
217,5 = F(Zg, 21, ZQ) (234)

La ecuaciéon la podemos equipar con 1-formas diferenciales w; = f;1dx + fiodt, con
1 = 1,2,3, de modo que la ecuaciéon describa superficies pseudo-esféricas o esféricas. Los
siguientes lemas dan condiciones necesarias sobre las funciones f;; y f;2 para que
describa superficies pseudo-esféricas o esféricas.

Lema 2.1. Consideremos la ecuacion , la cual describe superficies pseudo-esféricas
con 1-formas asociadas w; = fidr + fiodt, con i = 1,2,3 y for = n € R. Si fi; son
funciones diferenciables de 2y, z1, z3, entonces

i1 = fa1,,, =0, Vi #1
f12,z2 = f22,zQ - ]032722 =0

2.35
fa2,,, =0 (2.35)
f121,21 + f321,zl 7é 0
1
—Ffii + Zzi+1fl2,zi +nfs2 — faofs1 =0
i=0
21 fa2,20 + fi2f31 — fi1fs2 = 0 (2.36)

1
—Ff31. + Z Zit1f32.2 +nfr2 — foofi1 =0

=0

Demostracion. Tenemos las relaciones

dz; Ndt = 2 zdx Ndt = zidoe A dt

coni=0,1
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dzy Ndx = 21 dt Nde = —Fdx N\ dt

Luego

dwy — w3 A wy = (fll,zodz(] -+ fn,zldzl —+ flLszZQ) A dx
+ (fiz.20d20 + fi2.d21 + fi2,20d20) A dt — (fsrdx + faadt) A (ndz + faedt)

1
= fn,ZOdZ(] AN dx — Ff117Z1d$ A dt + fll’ZZdZQ A dx -+ Z flz,zizi+1dx A dt
=0
+ f12’22d22 A dt —|— (nfgg — fglfzg)dl' N dt
1

= (=Ffi1,, + Z fi2.z,2i01 + 0 fs2 — farfar)dx A dt + fi1.,dz0 A\ dx + fi1,2,d2e A dx
i=0
+ f127z2d22 A dt

Como dw; — w3 A we = 0, obtenemos la primera ecuacion de (2.36)) y que
fll,zo = f11,22 = f12,z2 = 0.

Luego
2
dwy — wy N w3 = Z Joo,z,dz Ndt + (frafsi — fiifse)dw A dt
i=0

1
= Z Joo,z Ziprdx N dt + fag .odze A dt + (frafs1 — fi1fs2)dz A dt

1=0

Como dwy — wy A wz = 0, obtenemos que fa ., = 0 y también obtenemos una suma
de expresiones que nos permite mostrar que fa ., = 0 y entonces tendremos la segunda

ecuacion de ([2.36]).
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Luego

2 2
dw3 — W1 A\ Wy = Z fgl’zidzi A\ dx + Z f32,zidzi A dt + (77f12 - fanQ)dI A\ dt

=0 =0
= f31’20d2’0 A d?[f + —Ff31731d1' A\ dt —f- f317z2d22 A\ d[L‘
1

+ Z J32,2:2i01dx N dt + + f33 ., d2o A dt
i=0

+(nfi2 — fi1fo2)dx A dt

Como dwz — wy A wy = 0, obtenemos la tercera ecuacion de (2.36]) y también que

fa120 = [31.20 = f32.20 =0

Notemos que fi1,f12,f22,f31,f32 no dependen de z,, entonces

1
Z f22,2  Zig1 + farfiz — fiifsa =0

i=0
9 _
Tomamos 35 Y obtenemos fas ., = 0.

Supongamos que fi1., = f31,, = 0, 0 sea que fi; ¥ f31 son constantes. Luego

1
Z Zig1 12,2 + 0 fs2 — faaf31 =0
=0

1

ZZ¢+1f32,zi +nfi2 — foofii =0

=0

= 21+ = F(29,21,22) no es una condicién necesaria ni suficiente para que wy, we y ws

cumplan las ecuaciones de estructura (2.1)) y esto nos lleva a una contradiccion.

Entonces fi1z, #00 faz, #0= f3., + f51., #0.

Lema 2.1 fue probado por Rabelo en [Ra89], una modificacién simple, permite probar

Lema 2.2. Consideremos la ecuacion , la cual describe superficies esféricas con 1-
formas asociadas w; = fidx + fiodt, con i = 1,2,3 y for = n € R. Si fi; son funciones
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diferenciables de zg, z1, 22, entonces se satisfacen las ecuaciones del lema 2.1 y
también la primera y sequnda ecuacion de , y se cumple

—F 31, + Ei:o Zi1f32,2, — Nfi2 + foofi1 = 0.

La demostraciéon es similar a la del lema 2.1.

De acuerdo a estos lemas, las 1-formas asociadas a (2.32) quedan dadas por

wy = fi1(z1) doe + fi2(20, 21) dt
Wy = ndl’ + fQQ(Zo) dt (237)
ws = fa1(21) dw + fa2(20, 21) dt

1
Ejemplo 2.8. De (2.39) si dy = 5 nos queda

(ug)m
6

Ugpr = U +

y si esta ecuacion la equipamos con las 1-formas diferenciales:

wy = <2um+£> dr + (u2(6u’”+ v3) +2—u+‘/ﬁ> dt

3 6 3 18

24+/3
wy = 2dx + <u2++Tf“> dt

2 Suy +2vV3 4 2
W = (ux+T\/§> dx+<u2(u+\/_)+?u+7\/§> dt

se cumplen las ecuaciones de estructura , por lo que esta ecuacion describe superficies
de tipo pseudo-esférico.

Ejemplo 2.9. De st dy = 3 nos queda
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y st esta ecuacion la equipamos con las 1-formas:

V12 —75u%v2 — 1203 6v2)VT7
Wy = <2ux 6) dx + <6u2ux—|—( w2 Viu + \/_) \/_> dt

30 250

6 375U Tu, +25u*V2 —24/2) V3 24
w3 = 21ux+\/—_ dx + ( “ “ “ \/_)\/_—l— “ dt
15 125 25

Se cumplen las ecuaciones de estructura , por lo que esta ecuacion describe superfi-
cies de tipo esférico.

Para la ecuacion ([2.38]), tenemos una representacion de la forma (como explicamos al final
de la seccion anterior)

dd=Q -

donde ® y Q2 estan dados por (2.28)) y (2.29)), entonces

1
0 1 iv/6udt (2 + 2v/6uyi)dr + (6u® — 5T 6v/6uu,i)dt
D) 1
2 (=2 +2V6usi)da + (=6u” + 5 + 6v/6u’usi)dt —iv/6udt

como ) = A'dx + B'dt, con A" y B’ matrices en su(2), entonces de acuerdo a ({2.30))

tenemos el sistema

B 0 1+ iv/6u,
@,_<_1+i¢&% 0 )@ (2.39)
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:V/6u _1 2 02
B, = ( o i+ 3+ 3V6iu “”) P (2.40)

L 3u® 4 3v/6iuu, —You

Como las matrices asociadas a (2.39)) y (2.40) estan en
su(2) = {A € My(C)/A = —A" Atr(A) =0}
podemos encontrar un isomorfismo que nos lleve estas matrices a

so(3) = {A € M3(R)/A = —A"}.

bi c+di

El isomorfismo es el siguiente: si A € su(2), entonces A es de la forma A = e di —bi

0 b ¢
y si A € so(3), entonces A es de la forma A= | —-b 0 f
—c —f 0

Definimos ¢ : su(2) — so(3), dado por

) ) 0 b ¢

b c+di\

¢ (—c+di By ) =|-b 0 d (2.41)
—c —d 0

Aplicamos el isomorfismo ([2.41]) al sistema (2.39)) y (2.40)

0 0 1
0 1+iv6u,\
¢<—1—|—i\/6uz 0 )_ 0 0  Vb6u, | € M3(R)

-1 —\/éul, 0

. | 0 3v6utu, | €
% — 3u? + 3v6iuu, —z@ 2 Vouu

V6u _1 2
; ( /B 13y 3\/6@'u2u$) R 2 13U
}l —3u? —3v6ulu, 0
M;(R)

entonces con este ¢ hallamos matrices de 3 x 3 con coeficientes reales. Un isomorfismo de
esta forma lo usaremos en el capitulo 4, por eso decidimos presentarlo también aqui.

Ahora vamos a mostrar coémo una solucién conocida de la ecuacion de Sine-Gordon
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zy¢ = sin(z), nos permite obtener una solucién exacta de la ecuacion de corto pulso u,; =
u + % Las siguientes transformaciones relacionan la ecuaciéon de corto pulso con la
ecuacion de Sine-Gordon. La transformacion aparece en [Sa06]| y [Hol7|, pero la
demostracion de la proposicion 2.3 que permite probar que esta transformacion es correcta,

es nueva. Escribimos

(2.42)

y definimos la nueva variable independiente como x := w(y, t).

El sistema (2.42)) para encontrar = es compatible solo si z(y,t) satisface la ecuacion de
Sine-Gordon. Con las transformaciones (2.42)) podemos encontrar soluciones exactas de la
ecuacion de corto pulso desde una soluciéon conocida de Sine-Gordon.

Consideremos la ecuacién de Sine-Gordon z,; = sin z con variables independientes y, ¢ y
variable dependiente z y la ecuaciéon de corto pulso u,, = u+ % con variables indepen-

dientes z, T y variable dependiente w. Del sistema ([2.42f) obtenemos

2
da::wydy—i—wtdt:coszdy—%tdt, dr = dt.

Estas ecuaciones determinan una transformacion 7' que nos lleva de (y,t,z2) a (x, T, u),
es decir, lleva las variables de ecuacion de Sine-Gordon a las variables de ecuaciéon de
corto pulso. Esta transformaciéon se extiende a transformaciones para ., U,, Uy, Ugr, ¥
derivadas de orden superior, como explicamos a continuacién.
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Proposicion 2.3. Si consideramos el sistema , entonces la extension de la trans-

formacion T a sequndas derivadas estd dada por

U = 2t
52
dx = cos zdy — %dt
T=t

U, = tan z
z
Uy = 2y + — tan z
2
_ 3
Ugy = ZySEC” 2

2
2 ~t 3
Ugpr = Z¢ S€CT 2 + zy—2 sec” z

Demostracion. Sea z := z(y,t) soluciéon de z,; = sinz y u := u(z, 7) solucion de

Upr = U+ (“3%. En la siguiente igualdad

du — uzdr — udr =0

aplicamos pullback 7™ y tenemos (usando ([2.42)))

T*(du — uzdr — u,dr) =0

= dT™(u) — T*(uy)T*(dx) — T*(u,)T*(dT) = 0
2

= dz; — T (uy)(cos zdy — %dt) —T*(ur)dt =0

2
= 2, dy + zudt — T"(u,) cos zdy + T*(ux)%tdt —T*(u,)dt =0

2
= (2y — T (uz) cos 2)dy + (2 + T*(ux)%’f — T*(u,))dt =0

entonces

2y — T (uy) cos z = 0
2

Z.
Ztt + T*(Ux)Et — T*(UT) = O
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De (2.45)), calculamos T™(u,) y T*(u,) (también usando que z;, = sin 2)

T*(u,) = tan z (2.46)
2
T (uy) = 2z + Et tan z (2.47)
Luego aplicamos T* a du, — uy,dx — u-dr = 0 y tenemos
dT* (uy) — T* (Uge )T (dz) — T (Upr )T (d7) = 0
2
= dtanz — T (uy,)(cos zdy — %tdt) — T (uyr)dt =0
2
= sec? 2z, dy + sec® zzydt — T* (ugy) cos zdy + T (um)%tdt — T*(tgr)dt =0
entonces
2z, 86”2 — T*(Uyy) cos 2 = 0
52 (2.48)
2 sec? 2 + T*(um)é — T*(tgr) =0
obtenemos
T*(tUgy) = 2, 850C° 2 (2.49)
2
T* (ugr) = 2z sec? 2 + zyé sec” 2 (2.50)
L]
al aplicar T* a du, — U,y dx — u,-dr = 0, se obtiene T*(u,,) y T*(u,,), estos pull-

backs no los consideramos en la proposiciéon 2.3, pero por otro lado podemos verificar que
T*(try) = T*(uyr), lo que implica que T' esté bien definida. En la seccion 2.4 usaremos la
transformacion de la proposicion 2.3 para encontrar 1-formas asociadas a la ecuacion de
corto pulso a partir de las 1-formas asociadas a la ecuacion de Sine-Gordon y luego con-
cluir que las superficies pseudo-esféricas descritas por la ecuaciéon de corto pulso admiten

inmersiones de orden finito (esto lo definiremos en secciéon 2.4) en R3.
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Notemos que partiendo de la ultima ecuacion de (2.43)) y usando la primera y sexta ecua-

cion de ([2.43)), tenemos

2
2 2 3
Upr = 23 5€C° 2 + zy—2 sec” z

2
Ugy U 3

55 sec” z
sec’ z 2

Wy

= use022+

:u+uui—|—

()

que es exactamente la ecuacion de corto pulso.

Ejemplo 2.10. Una solucion de la ecuacion de Sine-Gordon es

z(y,t) = darctan(e?V™)

mediante las transformaciones , se obtiene el siguiente sistema de EDP

w, = cos(4arctan(eV™))
_8 62(y+t)
Wy :<€2(y+t) +1)2

el cual tiene como solucion
x:=w(y,t) =y — 2tanh(y + t)

B 2
~ cosh(y(x) + 1)

u(zx,t)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

En las figuras Y vemos respectivamente la solucion de la ecuacion Sine-Gordon

y la solucion de ecuacion de corto pulso ([2.59).
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Ejez

Figura 2.2: Soluciéon 1} de Ecuacion Sine-Gordon

Ejez

Figura 2.3: Soluciéon 1} de Ecuacion Corto Pulso

Ejemplo 2.11. Otra solucion de la ecuacion de Sine-Gordon es

m Cosh(¢)>

nsinh(¢) (2:54)

z(y,t) = —4arctan (
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donde ¢ = m(y(x) +1), v =n(y(x) —t), n=vm?>—1
mediante las transformaciones , se obtiene el siguiente sistema de EDP
h
Wy, = COS (—4 arctan (%))
—8m?(m cosh(t)) cosh(¢) + nsinh(¢)) sinh(¢))? (2.55)

4 m? cosh?(¢)) i
n? sinh®(¢) <1 - m)

Wy =

el cual tiene como solucion

m sinh(21)) — nsinh(2¢)
e cosh?(¥)) + n2 sinh?(¢)
m cosh(1)) cosh(¢) + nsinh(¢)) sinh(¢)
m2 cosh®(1)) + n2sinh?(¢)

r=w(y,l) =y+2m
(2.56)
u(z,t) =4mn

En las figuras (2.4 (W Yy (-) vemos respectwamente la solucion de la ecuacion Sine-Gordon
2.54) y la solucion de ecuacion de corto pulso

Ejez

T N
L S —

Figura 2.4: Solucién 1' de Ecuacion Sine-Gordon

o1



Figura 2.5: Solucion 1D de Ecuacion Corto Pulso

52



Ahora consideramos la ecuacion general ([2.31]). Puesto que para un caso especial (la ecua-
cion de corto pulso), esta ecuacion describe superficies pseudo-esféricas, es natural pre-
guntarse si hay otras ecuaciones en esta familia con la misma con la misma propiedad.

Teorema 2.1. Sea la ecuacion diferencial parcial no lineal de sequndo orden

2 2 3 2 2 2
Uyt = U + QU™ + CLUU, + CoUlyy, + C3uy, + dou” + dyu u, + dau™u,, + dsuu;,
con u = u(x,t), ¢;;d; € R para i =0,1,2,3. La ecuacion es de tipo pseudo-esférico con

1-formas asociadas (conn € R)

wy = Fi1(ug) de + Fio(u, uy) dt
Wy = 77dl' + F22<u> dt
W3 = Fgl(ux) dx + Fgg(u, Ux) dt

(de acuerdo al lema 2.1 de esta seccion) si y solo si
1. Se cumplen

dy=0, dy=0, dy=2d

00201262203:0
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con 1-formas asociadas

\/—2 d (42 = TF) (<2 + A2 = T) T

2, (4,2 C7°) “

wy = | Asu, +

\/—mg (42 - %) (~2dump + 4,2 - 07) T

+ U2d2 A1 Uy + —
2d, (Aﬂ iye? )

C; <—2d27]2+A12—?12)u Cru
—~ -
<A12—?12)77 "
VIC [t (45 - ) (4, + T) (-2 dorf + 4,2 - )

(4= C)* (4 + Cr)°

+ dt

\/—2 ds (A12 —712> (—2 dom?+ A — 712)?111

A2-T

wy =ndr — | —C; dgmu® —

C; (—2d2772+1412—?12) @) dt

i <A12—712>77 _7
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Ay \/—2 do <A12 —Ff) <—2 dom?+ A, —?12)

(24,2-C) dy "

w3 = @ux—l—

Ay \/—2 ds <Az2 —?12> <—2 don? + A;? —?12>

2 <A12 _ EQ) ds

+ | udy | Ciuy +

+A1?1U

1 (—2(12772—1—,412—712)71A1u
A2-T

A, \/—2 d (42 T) (~2dem + 4,2 - TF)

2(42-C7") ds
<—2 don® + A,° —?12> C; C, 0
o <A12_712>77 +?

—2 .
con A;? — C, ,do,m # 0. En este caso la ecuacion es

Uy = U + dot* Uy + 2douu?
2. se cumplen

1 1
Co = 5(—02 ’172 + 1 77): C3 = Co, do = g(—dz 772 + dl 77), dg = ng
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con 1-formas asociadas

- I
o= (@4 ) et (ot ) @+ ) 4 A 4

2
Cru?(—com®*+ cin)  Could,  u3Cy (—dyn?+ dyn)
+ — +
2n n 3n
— —9 —9
+02 (—com?® + c;n)u+202 (—dom*+ din)u 202 ds u
n? Cin? Cin
+02 (0202772—020177+C17]+ Cg (—027]2+ C]T]))
Cr
_@clu_zﬁg_zdzu_FEu dt
n Ci n? n

we =n dr — (—Edgnlﬁ‘i‘?]d] u?— Creanu+ Cre;u—2Csdyu— Cyey
G Ceulzden’+ dim)  Cru(=cen’+ cim) , Couds
n? 7 n
G (= +din) G (— 2+ cin)
n

/)72
2 9 —2 — 2
o G (_d277+d177)_202 d2  Ceer  , G di

+ + _ G\t
Crnp Cin 7 cinr on ) Cy
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wy = (Cruy + Cs) do + (uy (deu+ cz) (Cruy + Co)

1 — .
+ on (C’;z (—1/3 dyn* +1/3 d; 7]) u + 012 (—1/2 com®+1/2¢; 77) u?
17

—C; Codyu®— C; Cocyu+ 2@2032U+?12U+?2202

oA R oA
iren (2 Cou( dz;? + d177)+ Cru(—cen”+ c1n)
n n
_2@“d1+@u2(—d2772+ dzn)+@(—0222+ ¢1 1)
n n n
—2 —9 P —9 —
+202 (—diﬁ2+d17l)+2cid2_0201_Q%dz_i_ﬁ it
Cind Cin n Cin? n

con C,n # 0. En este caso la ecuacion es

1
Uy =U + §(—d2772 + dm)us + duPuy, + dotu,, + 2d2uui

L, 2 2
+ 5( can” + an)u + cuiy + Uiy, + coul

De este caso, notemos que si dy = dy = c3 = ¢ =0, nos queda la ecuacion lineal

Ugpt — U

con 1-formas asociadas

_ Ciu C 1
w1 = (Clux—l—C'g) d$+ (Tlu + 77_22) dt, Wo = T]dl“"ﬁdt, W3 = W1

3. se cumplen

dO = 07 dl = 07 d3 = d27
2

C2

4d —
C2 = _2;7 \/—d%n - 012d2, co =0, a =0, 3= o
Ci 2

con 1-formas asociadas
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w1, = — —

(—?ﬁdg a2 + 2 dy 02 + 712) dx ( e - T2 dydy 17

C

2 Vet = Ty (20 + T

+ — + | — —
013 OJ
—dy*n? — Oy dyn dy —d227]2 — O} dydy 772
d2u+4 —_—3 ——3
C] C]
—— o\
\/—d22772—01 dg <2d2772+01 >
+2 —
Ci
1 \/— don? — Ty dy (2 dom? + 712>

dt

—— | 2domu+2
C, 2 7]

wy =n dx + | donu® +2

?13

\/—d22772 - ?ﬁdg (2 dg 1? +712> u

.’

49 \/_d22772 ~ 0y dany <4 —dy*n? — Cf dydy 1

+

) \/—6122772 ~Cdy (2 dy n? ‘f‘ﬁz)

wg = Crugde+u | dyu+4

— dt

— C; uy, dt
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con C7 # 0. En este caso la ecuacion es

dnd - — 20 dyu? —
Ugr = U+ dot? Uy + douu’ + %\/—d%?ﬂ — Ol dy+ ! 23% \/—d%nQ —C\dy

1 1

Demostracion. Haremos la demostracion para el caso (1), ya que para los demas, el pro-
cedimiento es similar.

A la ecuacion (2.31)) le equipamos 1-formas wq, we y ws, que dependen de u, u, y Uy, (como
planteamos en el enunciado del teorema). Estas 1-formas deben cumplir las ecuaciones de
estructura para superficies pseudo-esféricas (que vimos en la seccion 2.1).

Planteamos las ecuaciones de estructura (2.1 de la forma

alzdwl—wg/\wg
ag:de—wl/\wg

a3:dw3—w1/\w2

Ahora tenemos que encontrar funciones Fj; tales que las ecuaciones de estructura sean
cero cuando se satisface la ecuacion diferencial ([2.31]). Calculamos los pullback de ay, as y
az en que se considera la condicion de (2.31]).

0 0
pal = <8uz Fis(u, ux)) Uz + (%Flg(u,umo Uy + (—do u? + (—dy Uy — do Uy — o) u°

d
T Fi1 (ug) — Fay (ug) Fog(u) + Fag(u, ug)n

+ (—dg ui — C1 Uy — CoUgy — 1) U — Cg uxQ)

d

pa2 = Fio(u,uy) Far(ug) — Frq(ug) Fso(u, uy) + (@FQQ(U)) Uy

99



0 0
pad = <8u Fss(u, ux)> Uy o + (%Fgg (u, uz)> Uy + (_dg u? + (—dy Uy — dy Uy — o) U°

d
T Foi(uy) — Fry(ug) Fog(u) + Fro(u,ug)n

+ (—d3 Uy — Cf Uy — Co Uy g — 1) U — Cg umz)

Nuestro objetivo es que se cumpla

pay = pas = paz =0

Opa3

d
¢ Oy

= 0 se obtiene

8F32(’LL, ux)
ou,,
= Fgg(u, ux) =Uu- Fgl(ux)(dgu + CQ) + G32(u)

d
F31<Um) = O

—dou? —
+ (—dau CQU)de

reemplazamos F3s en ws.

Opal

= 0 se obtiene
au$x

Luego de

OF12(u, u, d
# + (_d2u2 — Cgu)d Fll(ux) =0

8ux Uy
= Flg(u, Ux) =Uu- Fn(uz)(dgu -+ CQ) + Glg(U)

reemplazamos Fis en w;.

9%pal

= 0 se obtiene
Ju*ou?

Luego de

2
Fs1(uz) = 0 lo que nos da Fs(u,) = Cru, + Cs,

0 sea tenemos dos casos, elegimos ——
ux
reemplazamos F3; en ws.

60



0*pa?2
ou?

De = 0 se obtiene

2
tenemos dos subcasos, elegimos ﬁFll(ui) = 0 lo que nos da Fij(u;) = Aju, + As,
U

xX
reemplazamos Fi; en w;.

&pal

de Judu?

= 0 se obtiene

d
4A1(d2 - 53) = 0

:>A1:0\/d3:2d2

elegimos ds = 2dy (y asumimos A; # 0).

2
1
de a@iz = ( se obtiene
2A1(CQ — Cg) =0=c3=0

de Opal = ( se obtiene

Oou,

d __ __ __

@Glg(u) — ClFQQ(U) + (Cldgn — Aldl)u2 + (01627’] — A101 + 2A2d2)u + AQCQ = 0

y obtenemos (suponiendo C; # 0)

_ S d
—01 dgnu2+A1 d1u2—01 CQT]U+A1 C]U—QAQdQU—AQ 62__G12(u)

_ du
Ci

F22(u) =

reemplazamos Fyy en ws.

Luego pal = 0 nos de una ecuacion para Gsa(u). Reemplazamos esta expresion en ws y
efectivamente obtenemos que pal = 0.

Opa3

d
¢ Oy,

= 0 se obtiene G15(u), y asi ya tenemos todas las funciones asociadas a los wj.
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La funciéon G5 queda dada por una gran suma no trivial, que incluye constantes D; y Ds.

0*pa3
ou*

de = 0 se obtiene

—1
Al'qu02

— AR D1 (A Ay — C1Ch)e I =0

lo que da Dy =0 0 (A1 A5 — C1Cy) = 0, elegimos Dy = 0 (asumimos (A3 Ay — C1C) #0)

pa3

de 2222
¢ ous

= 0 se obtiene
2d1(A1 — Cl)(Al + 01)7] =0

lo que dad; =00 A2 — " = 0, elegimos d; = 0 (asumimos A2 — C~ # 0)

O*pa2 .

de (9u3—(9ux = 0 se obtiene
(—12A%do + 1247 C7 dy) =0 = dy = 0

2

de 881%;3 = 0 se obtiene
U
1/2 (201 A12 —4Asdy Ay —2 (cmz —272d2)?1)77 —0
Ay N

obtenemos una expresion para Cy

3pa?2
de —Buf aaux = 0 se obtiene
—2¢)(A3 -CH=0=¢cy=0
de Opa3 = (0 se obtiene
ou

Cy (A] —a)(Aj _l_?])(_aCQn_‘_AJ Cy —2A2 dg)

1/2 2A8
C] A] dg

=0
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lo que da ¢y =0 o —acgn + Ajc; — 2A5dy = 0, elegimos ¢; = 0 (asumimos —acgn +
A101 - 2A2d2 7é O)

0*pa2 . Opa2 .
de 5 g = 0 obtenemos una expresion para A y de ap = (0 obtenemos una expresion
uOU,, Uy
para Dy

De pa2 = 0 se obtiene

Ay ﬂ\/—d,@ <A12 — 712> (—2 don® + A;° —?12> )
C; dg’n

=0

da —2dyn? + A2 —aQ =00 ¢y =0, elegimos ¢, = 0 (asumimos —2 dy > + A2 —?12 =0),
y se llega a pa3 = 0.

Los siguientes casos dan a contradiccion (y por ende no son posibles).

De pa3 = 0 se tiene

(AT = CF) ==
= A3 -C?=0
lo que es una contradiccion ya que asumimos que A? — C%? # 0
Opa3

D
eau

= (0 se obtiene

C1 (Al — a)(Al + a)(—aCQT] + Alcl — 2A2d2) =0

= —aczﬁ + Ajcp — 2A5dy =0
obtenemos una expresion para A, (suponiendo dy # 0).

De pa3 = 0 se obtiene o
2D2 d2 772 + ClCQ n— AlCl =0

obtenemos una expresion para D.
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De pa2=0 se obtiene
(—A2C2 4+ O 2+ 4d2)n? — 2A2d, + 20, do) u,

+ (A2cy — a202> Uy — 1 (A1% — aQ) u=20

se deduce que ¢; = 0 lo que es una contradiccion.

(iii) sidy =0

9%pal

de 3119; = 0 se obtiene
242 - Cein=0=¢; =0

3pa?2

de &L%gux = (0 se obtiene
—2141(14% — 012)(30 =0=c=0
de Opa3 = (0 se obtiene
U

(—A1A2 — 0102)C37] =0=c3=0

pa3=0 se obtiene Ay = Dy n?
opa2

d
e@u

= 0 se obtiene

2 2
lo que es una contradicciéon ya que asumimos que A? — C? # 0.

(iv) si D1 #0
0*pa3

d
¢ out

= 0 se obtiene

Ainu

Ai’ 7]4D1(A1A2 — 0102)6 G =0

da A1A2 — 0102 =0
Ppa3

de our

= 0 se obtiene

d,(6A2 — 60, ) =0
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= d=0VA2—C; =0

elegimos A? — aQ =0, tomando A; = C;

9pa2 — Cinu
de gpas _ 0 se obtiene 012D17]3e @ =0=>D;=0
ou?ou,
Lo que es una contradiccién ya que asumimos D; # 0.
.. 0%pa3 . . L
Si de e 0 elegimos d; = 0, de manera similar llegamos a una contradiccion.
U
si d3 7é 2d2
9pa2
De ———— = 0 se obtiene
Ou2ou,
4A)(dy—d3/2)=0= A1 =0
dpal
de pas _ 0 se obtiene una expresion para Fyy
ul’
De pal = 0 se obtiene una expresion para Gso
9?pa3
De pas _ 0 se obtiene
ou?

(2(2d2 — dg)u + 202 — 263)71 =0

se deduce d3 = 2d,, lo que es una contradiccion ya que asumimos ds # 2ds.

de Opa2 = () se obtiene
O,
d
d __ @FQQ(U)
@F22(u) + GlZ(u)Cl =0= G12<u) = —T

suponiendo C; # 0
de pa2 = 0 se obtiene

(%FQZ(u)) Cy =0

d
elegimos — Fyo(u) =0
du
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Ppa3

de = 0 se obtiene

ou3 _
—GCldo =0= do =0
2
de aa]:;?) = 0 se obtiene
2d277F11(u$) — QE(dlux + Co) =0
a(dluax + CO)
da Fii(uy) = —————=
@ F(u) dan
suponiendo dy # 0.
3
1
De gugZ§ = 0 se obtiene

d _
4(d2 — g)dlCl =0 :>d3 =2dy,Vdi =0

si elegimos d; =0
9*pal
Oudu,

de = 0 se obtiene

20> Oy d5u + (Creon® + 2 Chcy)dy = 0

se deduce que C1d2 = 0 = dy = 0, lo que es una contradicciéon ya que asumimos que
dy # 0.

si hubieramos elegido d3 = 2ds, de igual forma se llega a contradiccion.

de pa2 = 0 obtuvimos
d

(%Fm(u))@: 0

ahora elegimos Cy = 0

d*pal

De —
© ourdu?

= 0 se obtiene

d? d?

2

elegimos Fi1(uz) = 0 que da Fii(ug) = Aju, + As.

2
du?
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9*pa3
ou?

De = 0 se obtiene

((4dy — 2d3)u + 2¢5 — 2¢3) C1 = 0

= d3 = 2d2,63 = C2

De Opa3 = (0 se obtiene
Oy,
—AlFQQ(U) -+ ((—dlu — Cl)a + U(dgu -+ CQ)Al) u=0
Aidonu+ Ajesn — Crdiu — Crey)u
:Fgg(u): 1Q2 7 1C2 1) 141 11)

Ay
suponiendo que A; # 0.

3
De 0"pa3 = 0 se obtiene

ou? L

—6dgC1 =0=dy=0

2

De % = 0 se obtiene
— Asd
2<A100 — Agdl)cl =0=c = 21
Ay

De Opa3 = 0 se obtiene

ou

—(—Ascy + A1)a2 + 2nd,Cy — 2A17*dy = 0
lo que da una expresion para As, suponiendo que c¢; # 0.
de pa3 = 0 se obtiene

acl
A

n(Aican — aﬁ) =0=c=

Ppal

de 227
¢ Ou20u,

= 0 se obtiene

2(A2 —C)erdy = 0= Ay = Gy Vdy = 0
(ya que asumimos que ¢; # 0)
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(vii)

Si elegimos A; = C}
Opal

= () se obtiene
Ouy

(4d% n3 + 2a2d2 n — 4dids 772)u + a201

se deduce aQCl =0=C; =0V¢ =0 ambos dan contradiccion ya que asumimos
ambos son distintos de 0. Si hubieramos elegido d; = 0, de igual forma se llega a
contradiccioén.

d4

9%pal

esto viene de Juidu? = (. Se tiene
B B
Fyo(u) = glus + 72u2 + Bsu + By
Ppal
de %3#5@1@6 = 0 se obtiene
dSFH(Uz) dQFgl(um)
—6dy—————~> — Bj————= =10
O dud U du?
6dy dF11(uy) — —
da Fsi(ug) = ——OM + Chiu, + Cy, imponiendo By # 0.
B1 dux
9°pa3
de %3#;%% = 0 se obtiene
d*Fiy(uy) d*>Fiy(uy)
2 11Uz 2 11\Ug)
—Biug Biug
da FH(UI) = Al + Azux -+ A3€ 6do A4€ 6do
d*pal C\B D D
de (‘3u+gfux = 0 se obtiene G5(u) = ;4 Lut + ?lu?’ + 72u2 + Dsu+ Dy
9*pa3 B A E E
de %%% = 0 se obtiene G3y(u) = ;4 20t + Flu:* + 72u2 + Esu+ E,
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9%pa2
e _—
Jutou?

d = 0 se obtiene

QBiL(AQ — a)Age_gdlouz + 2B11A4(A2 + a)GBlTZm =0
= (A2 — E)Ag = 0, A4(A2 —f-a) =0
elegimos A, = C; lo que implica A4 = 0 tomando C; # 0
9°pa2
¢ Do

d = 0 se obtiene

—Bjiug

BiA3(—E; + Dy)e 60 =0

elegimos Dy = F; tomando A3z # 0

0*pa2
de 8u+gu§ = 0 se obtiene
Biug
Ag(—EQ + l)g)B%@W =0= Dy = Fy
3pa2
de augc;% = 0 se obtiene

—Bjug
Ag(E3 — Dg)B%G 6o =(0= D3 = FEj3

0*pa2
oudu,

Podemos notar de de = (0 se obtiene

24 Biu+24 B, By =0

que implica By = 0, lo que es una contradiccion ya que asumimos que By # 0 (para
que F3; esté definida)

]

Nota: Del segundo caso del teorema 2.1, notemos que podemos obtener una ecuaciéon
d
independiente de 1 imponiendo las condiciones ¢; = dy, co = do y = d—l Entonces nos

2
queda
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Ugp = dU Uy + doti® Uy, + 2d2uui + diut, + dotty, + dgui +u

con 1-formas asociadas

wy = (Cruz + Cp) de+ (u(dgu+ dg) (Cruy + Cz) — Co dau® — Coudy
audz def
dt
e T )

d; dy
S
W2 dQ T + d]

w3 = (Cruy + Cs) do+ (u(dyu+ dg) (Cruy + Cs)

d - - — — -
+Fg <—C1 Cg d] UZ— C] Cg d1u—|—2022d2u—|— CJ2U+ 022d2
1 Wg

+Cy (—2Zgud2——fgd2+-céd2>)) dt

1

Esta ecuacion no forma parte del teorema 2.1 porque wy no contiene n dx, pero de todas
maneras es una ecuacion interesante porque las 1-formas asociadas dependen de para-
métros. El siguiente teorema establece condiciones para que la ecuacion describa
superficies esféricas, la demostracion es parecida a la del teorema anterior y por lo tanto
la omitimos.

Teorema 2.2. Sea la ecuacion diferencial parcial no lineal de sequndo orden
_ 2 2 d 3 d 2 d 2 d 2
Ugt = U + CoU™ + CLUUL + CoUUL, + C3Uy, + doU” + AU UL + doU Uy, + dzUuly,

con u :=u(z,t), ¢;,;d; € R para i =0,1,2,3. La ecuacion es de tipo esférico si y solo si
G = 07 parai:o7172737 dO :dl 207 d3 - 2d2

con 1-formas asociadas
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\/d2 <A12 +?12) <—2 dym?+ A, +?12)?1

Vi, (A7 + ) N

wy = | Ajuy —

| —Cva (4t + O - 2) \/dg (42+C7) (—2dsm2+ 42+ %)
1
2<A12+712>

+2d2u<A12+712> <A13uux+A1712uu$—2717])> dt

2

1 __ __
wy =ndx + 5 —ﬁ\/dg <A12—|—012> (_2d2772_|_A12+012>u
A12+CJ

+dom <A12u2 —I—?IQUQ — 2)) dt

4 \/d2 (A12 +712> (—2 dom? + A +712>

V2ds (4,2+7C)) "

w3 = | Cju, +

(A v2 (4202 4+ T - 2) \/dg (42+C7) (~2dem + 4,2+ C7°)

+2d2U<A12+E2> <A12auux+?13uuw+2fl] n)) 1 dt

2 <A12 +712>2

En el apéndice A, mostramos el codigo en Maple que se us6 para encontrar las 1-formas
diferenciales de los teoremas 2.1 y 2.2.
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2.4. CaAlculo de Inmersiones

En esta seccion revisaremos el teorema de Bonnet, que nos dice que si la primera forma
fundamental (1) y segunda forma fundamental (17) son conocidas (o equivalentemente si
tenemos las 1-formas wy, ws, wis, w3, wo3 v se satisfacen las ecuaciones de estructura
(1.14)), entonces existe una inmersién local de la superficie en R3.

El siguiente teorema explica bajo qué condiciones existe una inmersién de una superficie
3
en R°.

Teorema 2.3. (de Bonnet)
Las 1-formas diferenciales en dos variables wy, wsy, w1, w13, woz determinan una superficie
local salvo movimiento euclideano si y solo si wy A wy # 0 y se satisfacen las ecuaciones

de estructura .

La demostracion de este teorema esta en el libro [Gug77] (seccion 10-3), una demostracion
sin usar 1-formas diferenciales esta en [Ca76D].

Existe una manera alternativa para encontrar inmersiones, usando esta observacion:

Observacion 2.1. Si tenemos una superficie S con primera forma fundamental I =
Edu*+2Fdudv+Gdv?, podemos buscar una inmersion ®(u,v) = (®1(u, v), Pa(u,v), P3(u,v))
tal que ®*(ds*) = I, donde ds* = dx? + dy* + dz*. Tenemos

®*(ds?) = *(dz”® + dy* + d2?)
= d®} + dP; + dP;
= (D ,,du + ®y ,dv)? + (g, du + <I>2,Udv)2 + (@5, du + <I>3,Udv)2
= (01, + D5, + 5, )du’+
2(P1,u Py + PouPay + 3, Ps0)dudv + (O], + @3, + @3, )dv?

y si ®*(ds®) = I, entonces tenemos que ® estd determinada por el sistema de EDP

B, 83, + 8, = B
(I)l,uq)l,v + (I)Q,uq)Q,v + (I)3,uq)3,v =F (257)
i, + 23, + @3, =G

Esta forma de encontrar inmersiones no toma en cuenta la sequnda forma fundamental.
Esta observacion es la primera parte del teorema de Cartan-Janet [lvLand03].
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Para algunas ecuaciones de tipo pseudo-esférico existen inmersiones explicitas, para otras
no. Se puede estudiar y analizar como construir inmersiones partiendo de las funciones f;;
y fiz de w; = fidx + fiodt con i = 1,2,3. Ver [CD17|. Recordemos que las funciones f;;
dependen de z,t,u y un ntimero finito de derivadas de u. Si podemos encontrar 1-formas
w1z ¥ weg que dependen de z,t,u y a lo més un ntimero finito de derivadas de u, diremos
que existe una inmersion isométrica de “orden finito”. Por ejemplo ver [CD22].

Como ejemplo de esta teoria consideremos la ecuacion de Sine-Gordon z,; = sin z y la ecua-
., 3 . . ., .,
cion de corto pulso uy,, = u+ ez Fp 1a proposicion 2.3 encontramos una transformacion

T que nos lleva de (y,t,2) a (z,7,u), dada por

U = 2

22

dx = cos zdy — édt

T=1

u,; = tan z
z
U, = 2y + —tanz
2
_ 3
Ugy = ZySEC” 2
2
2 2t 3
Upr = 21 5€C" 2 + zyE sec” z

Usaremos esta transformaciéon para encontrar 1-formas asociadas a la ecuacion de corto
pulso a partir de las 1-formas asociadas a la ecuacién de Sine-Gordon z,, = sin z. Recor-
demos que estas 1-formas son :

1 1
wy = Esen(z) dt , wy = ndy + —cos(z) dt ws = zydy
n

wig = —ndy + —cos(z) dt , Wog = — W)
n
Necesitamos encontrar la inversa de T': (y,t,2) — (x, 7, u).

como u, = tan z = z = arctanu,
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2

de dxr = cos zdy — %tdt y dt = dt, encontramos dy

de Uz, = 2y secd 2 = 2y = Ugy COS® 2 =

1 2
T

cos arctan u,
2

=1+ u2(de + %dT)

3 Uzz _
3yzt—u

V1t

Calculamos 1-formas oy, 09, 03, 013 y 093 asociadas a la ecuaciéon de corto pulso usando
el pullback de 7~'. Entonces

7= () (w)
1y lsen z
= (T )(n (z) dt)

1
= —sen(arctanu,) dr
n

Uy

T g
ny/ 1+ u? !

oy = (T")"(wo)

(T~ H*(ndy + %cos(z) dt)

2

1
=n(y/1+u2)(dx + %d’]’) + —cos(arctan u, ) dr
n

2 1
=ny/1+uidr+ (7] 1—|—u§%+—> dr

Ny 1+ u?
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o1y = (T7")"(wi3)
= (T’l)*(—n dy + lcos(z) dt)
n
2
1
=—ny/1+u2 (dzx + u—dT) + ———dr
2 n

u? 1
=-—n/1+uwlde+ | —ny/1+uw2—+ —— | dr
1 ( 7 2 m/l—l—u%)

= ———F—dr = -0,

ny/1+u2

.. 3 .
Entonces para la ecuaciéon de corto pulso u,; = u + % equipada con las 1-formas o7,

. . . 3 . .
0o v 03, se satisfacen las ecuaciones 1) es decir u,; = u + % describe superficies

pseudo-esféricas con 1-formas asociadas o1, 02 y 03. Mostraremos la comprobacion de la
primera ecuacion de (2.1).
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0 Uy
doj = — | ————— | de NdT
! ox (n,/l—{—u?ﬂ)
Uppr/1 + U2 — U2 Uy, m_ld Ad
x Adr
n(l+wu2)
U

03/\02:& 77—UZ 1+u2—|—; dmAdT—i—ﬂ-n\/l—ku?dT/\dx
I+u2 \ 2 Cony/1 4 2 2(1+u3) ’

T

U
—%dw/\dT

N ny/ 1+ u?

Por lo que se cumple do; = o3 A 05. También las 1-formas oy, 09, 03, 013 y 023, con
03 1= 019 satisfacen las ecuaciones de estructura de la proposicion 1.3 (ecuaciones
de estructura para una superficie en R?) y también la ecuacion dos = 1 A 09 que nos dice
que la curvatura gaussiana es —1.

Esta derivacion de 1-formas para la ecuacion de corto pulso es distinta a la expuesta en
[CD22]. Notemos que estas 1-formas nos garantizan que existe una inmersion (teorema de
Bonnet) de orden finito.

3 ., . , . .
Como uyz; = u + % es ecuacion de tipo pseudo-esférico, verifiquemos que la curvatura
gaussiana K vale —1 usando la proposicion 1.4 (de la seccion 1.1).

013 lo podemos expresar como

013 = aoy + bog = b/ 1 + w2 dx + dr

a

Uy nu?y/1 + u2 N 1
ny/ 1+ u? 2 ny/ 1+ u2

comparando con el o3 que acabamos de encontrar, nos da que b= —1y a= —.
xX

También o935 = boy 4 coy y como obtuvimos 093 = —0o; entonces ¢ = 0. Luego
_ 2 __
K=a—-b=-1
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Capitulo 3

Ecuaciones de Rosenau y Hyman

La ecuacion de Rosenau y Hyman (RH) es

2 _}_3 m+
0tu Omu oxrxx

u' =0 (3.1)

Esta ecuacion con n = 1y m = 2 o m = 3 describe solitones que son ondas viajeras
solitarias que después de chocar con otro solitén eventualmente sale ileso, efectivamente
los solitones son soluciones de ecuaciones diferenciales parciales que modelan fenémenos
como ondas de agua. Como las ondas solitarias tienen colas infinitas, se busca modelos de
ecuaciones diferenciales que generen ondas solitarias de duracion finita [Ro05]. Rosenau y
Hyman probaron en 1993 que la ecuacion con n = m = 2 admite ondas solitarias con
soporte compacto. Un resumen de su trabajo aparece en [Ro05|. En este capitulo (basado
parcialmente en el articulo [BeReDiEDiJ24|) consideramos el contenido geométrico de las
ecuaciones integrables de tipo (3.1]).

Para la ecuacion (3.1)) hacemos la transformacion © — —z, t — £ y obtenemos

1 0 10
= - n— gy 2
e n@:mxu +n8xu (3:2)

Los casos de integrabilidad] de familia de ecuaciones Rosenau y Hyman los mencionamos
en el siguiente teorema [HerRe20|.

Teorema 3.1. Para la ecuacion , los casos integrables son los siguientes :

'Decimos que una ecuacion u; = F(u,u,, ....) es integrable si existe una cantidad infinita de ecuaciones
ug; = F; que conmutan con la ecuaciéon dada. Es decir el digrama siguiente conmuta:
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Conn=1ym =0,1,2,3 corresponden respectivamente a las ecuaciones (n =1ym =0, 1

corresponde a (3.3))

Up = Uggy + AUy + B

Up = Ugpy + 2UU,

2
Up = Ugpr + U Uy

Conn=-2ym=—-2,—1,0,1 corresponden respectivamente a las ecuaciones

=57 15z () - 3]
3

1 1 , .
Conn = —3 ym=—,1,0, —3 corresponden respectivamente a las ecuaciones

2
_919 (w —ous
ut_@x Ox \ s “

U(.T,t) — u(xvtvtt)
Uy = F T T Uy = F
u(z,0) — u(x,t;)
Uy, = Fz

El lector puede ver la formalizacion de este concepto en el articulo [HerRe20].
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0|0 [uy

uy =20 {u_ﬂg} (3.12)

Vamos a probar que todas las ecuaciones de este teorema son de tipo pseudo-esférico. Como

ya se sabe que las ecuaciones ({3.3)), (3.4) y (3.5) describen superficies pseudo-esféricas
[TenCher86], no las consideraremos.

Supongamos que tenemos una ecuacion diferencial parcial de la forma

U = F(u, Ugy Ugy, uzxm) (314)

en que u := u(x,t) es solucion de (3.14). Introducimos las notaciones
20 = U, 21 = Ug, 22 = Ugg, 23 = Ugqga

Entonces (3.14) queda
20 = F(Z(),Zl,Zg,Zg) (315)

Asumamos que la ecuaciéon (3.15)) la podemos equipar con 1-formas diferenciales w; =
firdx + fiodt, con i = 1,2, 3, de modo que la ecuacion describa superficies pseudo-esféricas.
El siguiente lema da condiciones necesarias sobre las funciones f;; y fi1 [TenCher86|.

De los ejemplos de ecuaciones pseudo-esféricas de la seccion 2.1 podemos notar que fo; es
constante, por lo que asignamos fo; =n € R.

Lema 3.1. Consideremos la ecuacion , la cual describe superficies pseudo-esféricas
con 1-formas asociadas w; = fiudx + fiodt, con i =1,2,3 y for =n. St fi; son funciones
diferenciables de zy, 21, 2o, 23, entonces
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fll,zi - f31,zi = 071 < { < 3

J12,25 = fo2,25 = f32,25 (3.16)
f22,z2 =0

f121,zo + f321,zo 7& 0

2
—Ffi1., + Z Zit1f12,2 +Nfs2 — foafs1 =0
i=0

1

Z Zig1Jo2,2 + frafs1 — fiifs2 =0 (3.17)

1=0

9
—Ff31,2 + Zzi+1f32,zi +nfi2 — foofi1 =0
i=0

Demostracion. Tenemos las relaciones

= 2 dx Ndt
= Zi+1d$ A dt

con 0 <3¢ <2

dzo N dx = 2zp,dt N\ dx
=—Fdx Ndt
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Luego

dwy — ws A we = (f11,,0d20 + fi1,.,d21 + fi1,2,d22 + fi1,2,d23) A dx
+ (f12,20d20 + fr2,.,d21 + fi2,20d22 + f12.2,d23) A dt
— (fgldl' + fggdt) A (ndl’ —+ fQth)

3 2
= fll’ZOdZO A dz + Z fll,zidzi A dx + Z flgyzidzi A dt + f12723d23 A dt

=1 =0

— (f31fo2 — nfse)dx A dt

3 2
= _Ffll,zodx A dt + Z fn,zidzi A dx + Z f127zi2i+1dl’ A dt + f127Z3d23 A dt

=1 i=0

— (f31.fo2 — nfs2)dx A dt)

2 3
= (—Ffi1. + Z Ji2,2:%i41 + 0fs2 — fa1 foo)dx A dt + Z fi1,,dz N\ dx

=0 =1
-+ f12723d23 A dt

Como dwy —w3Awy = 0, obtenemos la primera ecuacion de (3.17)) y que f11,, =0,1 <i <3
v f 12,23 =0
Luego

2

dwy — wy N wg = Z foo,2.dz; Ndt + fog.,dzs N dt — (fi1fs2 — fs1fi2)dx A dt

=0

2
= Z fooziZiv1da N dt + fo odzg A dt — (fr1fse — farfrz)dz A dt

=0

Como dwy — wy A wg = 0, obtenemos que fi ., = 0 y también obtenemos una suma de
expresiones que luego mostraremos que fas ., = 0 y asi la sumatoria es hasta 1, y entonces
tendremos la segunda ecuacion de ((3.17)).
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Luego

3 2
dw3 — W1 N Wy = f31,20d20 A\ dx + Z f317zidZi A dx + Z fggyzidzi A dt + f3272«3d23 A\ dt
=1 =0

— (f11foo — nfae)dx A dt

3 2
= _Ff31,z0d$ A dt + Z fgl’zidzi A dx + Z f327zizi+]_dx A dt + f327z3d23 A dt
i=1 =0

— (fi1fa2 — nfi2)dx A dt

Como dws—w; Awy = 0, obtenemos la tercera ecuacion de (3.17) y que f51,, =0,1 <i <3
Y [32,24 =0

Notemos que fi1,f12,f22,f31,f32 no dependen de z3, entonces

0

2
Z f22,zi . Z,L‘+1 — f11f32 + f31f12 e O/a_
1=0 zZ3

9 2
a Z f22,zi CZi4l = 0
Oz i=0

f22,:, =0

Supongamos que fi1., = f31,,, = 0, osea que fi; y f31 son constantes, entonces

2

Z Ziv1f12, +Nf32 — foafa1 =0
i=0
2

Zzi-i-lf?ﬁ,zi +nfi2 — foof11 =0

=0

= 294 = F(20, 21, %2, #3) no es una condicion necesaria ni suficiente para que wy, wy y ws
cumplan las ecuaciones de estructura (2.1)) y esto nos lleva a una contradiccion.

Entonces fi1., # 00 f31., #0 = f121,z0 + fglm £ 0.
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En este capitulo usaremos el lema 3.1 como base para cosntruir 1-formas wy, we y w3 para
las ecuaciones del teorema 3.1 y asi determinamos que estas estas ecuaciones describen
superficies pseudo-esféricas (K = —1).

Como las ecuaciones del teorema 3.1 son de la forma u; = F(u, Uy, gy, Uzsz ), €ntonces de
acuerdo al lema 3.1, las 1-formas que construiremos, quedan dadas por

wy = f11(z0) dx + fi2(20, 21, 22) dt
Wy = ’I]d$ + fgz(Zo, 21) dt (318)
w3 = f31(20) dr + f32(20, 21, 22) dt

y estas deben satisfacer las ecuaciones

dw1 — w3 N\ wy = 0
dU]Q — W VAN W3 = 0 (319)

dUJ3—w1/\w2:0

(3.19)) se cumple al evaluar en soluciones de u; = F'(u, g, Uz, Uz )-

De acuerdo a la primera y tercera ecuacion de (3.17), notamos que si f3; = Afi; con
A € R — {0}, al operar estas ecuaciones, podemos encontrar condiciones para fi2, foo v
f32. Tenemos el siguiente corolario :

Corolario 3.0.1. Sean f;; son funciones diferenciables de 2y, z1, 22,23 coni =1,2,3, j =
1,2 y for = n € R. Supongamos que f31 = Afi11 donde A € R—{0}. Si zpy = F(20, 21, 22, 23)
describe superficies pseudo-esféricas con 1-formas asociadas w; = fiydx + fiodt entonces

(a) SiA? —1=0, entonces
fao es constante y f1o = Af3o

(b) SiN*—1#0yn+#0, entonces

f22,z1 =0
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A » 2 0 20
Ji2 = _fljl)\];m—’ 01) + 77(>\21— 1 [Z i1y <21§jj ) + faafui(\* — 1)] (3.20)

7=

f - )\ 2222 i(zlfQQ,zo)_’_f f ()\2_1> o Zlf22,z0 (3 21)
32 — 77()\2 _ 1) g z—i—lazi —fll 22/11 —fll()\2 — 1) .

Demostracion. (a) SiA? —1=0

Como zp: = F\(29, 21, 22, z3) describe superficies pseudo-esféricas con 1-formas aso-
ciadas w; se cumple (3.17)) del lema 3.1 y como f3; = A\fi1, se tiene

2
—F fi12, + Z Ziv1fi2,2 T 0fs2 — Afaaf11 =0 (3.22)

i=0

1
Z Zig1fo2,2 + Afi2f11 — fiifs2 =0 (3.23)
i=0

2

—AF fi1,2 + Z Zig1f32,2 + nfi2 — fo2f11 =0 (3.24)
i=0

Al hacer A\- (3.24)) - (3.22)), se tiene

2

2
A Z Zi+1f32,zi - Z Zi+1f12,zi + n(/\fm - f32) =0 (3-25)
i=0

1=0

derivamos respecto a z3 (recordemos que se cumple (3.16)) del lema 3.1)

M32,2 — fi2,20 =0
= f12 = A3z + h(20, 21)

Remplazamos en (3.25) y se tiene
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2 2
A Z Zit1f32,2 — Z Ziv1 (M fagz + hzy) + 77(>\2f32 + A — f32) =0
i=0

i=0
1
o (3.26)
- Z Ziy1he, + Anh = 0/8_
i=0 %2
hy =0

osea que h := h(zp), lo remplazamos en la segunda ecuacion de (3.26) y se tiene

0
ZthO + )\nh = 0/8—21
h., =0

(3.27)

osea que h es constante y si lo remplazamos en la primera ecuacion de (3.27)) queda
que h = 0. Por lo tanto fio = Afss.

De (3.23) con f12 = Af39 se tiene

1

Z Ziv1foaz, + f11fz2(A2 = 1) =0
i=0
1
9 (3.28)
Z Ziy1fo2, = 0/8_22

=0

f22,z1 =0

osea que fog 1= faa(20), lo remplazamos en la segunda ecuacion de (3.28) y si deri-
vamos respecto a z; se llega a que fyo es constante.

SiAN2—1#40yn#0
\ B2) - @2

2 2
9,
2 j—
)\; Zig1f12,2 — ; Ziv1fao. +N(Afaa — fi2) — (A" = 1) foa fi1 = 0/8_,33
Af1277~’2 - f32,z2 =0
en ((3.23))
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1

0
g Zix1fa2,2 + Afiafu — finfse = 0/—82
2

i=0
fazzy + fr1(Afi2,2s — f32.20) =0
f22721 =0

entonces fos 1= fas(20). Luego de (3.23))

A2 = fa2 = _2’1;??,20 (3.29)

De \- (8:22) -(3:24), despejamos n(Afs: — fiz):

2 2

77()\f32 - f12) = —)\Zziﬂflz,zi + Zzi-l-lfSZ,zi + f22f11(>\2 - 1)
i=0 i=0
2

= — Zitt( M2z — faoz) + faafun(A = 1)

=0
2
o A 9 (21 f22.z 2
= ;Zz—f—la i < s ) + foafu1(A* —1)

entonces

) pg 0 (21 f22.z 2
A faa — Af1o = E [Z Zz’+1£ ( f117 ) + faofri (A" — 1)] (3.30)

sumando (3.29)) con (3.30) se obtiene f3, dado por (3.21)), de (3.29) remplazando lo
que obtuvimos de f35, encontramos que fi5 esta dado por (3.20)).

1=

O

El siguiente teorema es el resultado principal de este capitulo.
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Teorema 3.2. Para la ecuaciones de RH del teorema 5.1 se tiene

o0 ru
1. La ecuacion u; = — | — (—a:) — —— | describe superficies pseudo-esféricas con 1-
Ox | Oxr \ud 2u?

formas asociadas
3 2

et 1) dt
u

V241
wy = ndaH—(—u%—ﬁ) dt
U u

vn?+1

u
w; = udxr+ %—
u

u’ u
donde n € R.

U 1
2. La ecuacion uy = — | — <—$) — — | describe superficies pseudo-esféricas con 1-
Ox |0z \u3 2u

formas asociadas

(3E;* —u) ; (9B, *u? — 9E,*u® + 18 B, *uny,, — 54E,%u2 + 2u?)

= - dt
1 3B, B4E,ul
(3E127]u — 6V E2+n2u, By — 27]u2>
wy = ndr — 5 dt
18E1 u3
\/27 (3\/E12—|—772 Eu — 6nu, By — 2 E12—|—772u2>
= E 2dy — dt .
3 rAmrer 185, 2u?

donde n, E1 € R con Fy # 0.

19

~39.8 [u_2] describe superficies pseudo-esféricas con 1-formas
x

3. La ecuacion u; =
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asociadas

wp = (MQU—FM])diU‘"
M1 MQQ_MJ N12 —leum—i—Mgum 3M2U§
(My® — My N;* + - + = - )dt
My%k — N2k (M;N, — MsNy) u,
2 1 +( 14V 2 2)“ )dt

u3

Wy = k?d13+(

w3y = (N]U + Ng)dilf +

_MIMQN] + M22N2 4 —Mgkux + ]\v/vJ’UJIz . 3N1U§>dt

My*>N; — N3
(Mz" N o u u? u?

donde k, My,Ms,N1,Ny € R y se cumple

—~(M}+ k) +Nj=0, —MMy+ NN,=0.

0 |0 [u 1 _ . :
4. La ecuacion u; = . [a— (u_3> — éu] describe superficies pseudo-esféricas con 1-
x |[Ox \u
formas asociadas
—u® +2ut + 2 — 6u?
v — udx+( u’ + 2u” + 2ugu uﬂ”)dt
2ut
5 —2u?+2
wy = ndr — n(u wt ux)dt
2u3
W3 = Wa.
donde n # 0.
. o |0 [u 3 . . .
5. La ecuacion u; = 7 1o \ 5 )~ 2u2 | describe superficies pseudo-esféricas con
X T \uz

1-formas asociadas

AN ?u? — 4uPn? — 4ut + 2uug, — 3u?
W = (u—l—\/N]Q—n?)d:L’—i-( : L ) gt
2u2
(—ch\/Nl2 — 02+ 2nu? + Nlux)

wy = ndr — 3 dt
uz
<4N1u2\/N12—772—4N1u3—2numu>
wy = Nydr+ o dt .
uz2

donde Ny,n € R y N2 > n.
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oo x . : .
6. La ecuacion u; = 9 [8 (u > - QU} describe superficies pseudo-esféricas con 1-
x u?2

formas asociadas

<—4M2u% — AMy* nu® — 2My nugu 4+ 2Mougeu — 3M2u§>

w1 = Myudx + = dt
2u2
(—277u% —2uMyn? — Myn uz)
wo = mdx+ 3 dt
uz
wy = (Myu+n)dr—
2 ((77 u? — Yzt 4 % + u%> M, + <M22u3 - u%> n -+ —MZ’;“““>
5 dt
u?2
donde Msy,n € R, con n # 0.
5 0% [u, . . -
7. La ecuacion u; = 92 | 2 describe superficies pseudo-esféricas con 1-formas aso-
s uz
ciadas
1 2 2 2
U2
3 2 oy o, Ullgy  3up
(—2N1N3u77 +24/N;2 =102 Nynu — N;Nsu, + Ng/ N;2 — n? ux)
wy = ndx+ - dt
uz2
wy = (Nsu+ N;)dx —
2 9 9 Ns nuuy,
5 —U Ng <N3U+Nl) N1 —772+—+
uz 2
3 2, 1 3

donde Ny, N3,n € R y N2 > n?, conn #0.

0|9 [(u,
8. L .0 = — -2
a ecuacion u, o [&C (uz) U

NI

} describe superficies pseudo-esféricas con
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1-formas asociadas

wp = (L1u+ LQ)CZ[I? +

L /
Ié (4[/1 L2U3 — 4L, L22 + 772 + 1u3+
2

2u

4L5°u® — 4Lo\/ Lo® + 12 + 1u? — 2nuu, + 2utly, — 3u§) dt

2L, (Lg I+ 1) (u + =)

u

w3y = (\/L22+772+1+L1U) dx +
L /
5 1§ (4[/1 LQUS - 4L1 L22 + 772 +1 U3 - 4L22U2+

u

4Ls\/ Lo + 0% + 1u? — 4n*u® — 2nuu, — 4u® + 2uug, — 3ui) dt .

donde Ly, Ly, m € R.

dt

wy = ndr+

Nl

Demostracion. Esta demostracion es de tipo interactiva, se utiliza Maple (version 2021)
para encontrar las 1-formas diferenciales asociadas a cada ecuacién. Resumiremos la de-
- o 1oy — O[O (up) _ 1 . :
mostramgn para la ecuacion Liu = o [ o (u3) 2u2], ya que para las demas ecuaciones
el procedimiento es similar.

Como trabajamos con ecuaciones de la forma u; = F(u, Uy, Uz, Uzzsz ), €n Maple hacemos
las asignaciones

ul] = u, ul2] = uy, u[l] := Uy, ull, 1] == Uy, u[l, 1, 1] := Ugge
Se establece en Maple, los paquetes a utilizar:

restart;

with(PDEtools);
with(Differential Geometry);
with(JetCalculus);
with(LinearAlgebra);

se define la base E C R? de variables x, t y u donde u := u(x,1t)

DGsetup(|z, t/, [u], E, 3);
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Se define la ecuacion diferencial parcial (que corresponde a la ecuacion 1 del teorema 4.1)
DE := DifferentialEquationData( [u[2] = TotalDiff(TotalDiff(u[1]/ulP, x)—1/(2xu[]?), z)], [u[2]] );

Se define una transformacion 7T; usando la ecuacién anterior para evaluar las 1-formas que
encontremos en soluciones

DE1 := Prolong(DE, 3);
T1 := Transformation(DE1);

Por ejemplo u[2| se remplaza por TotalDiff(TotalDiff(u[1]/u[]?, z) — 1/(2 * u[]?), z)

De acuerdo al lema 3.1, se definen las 1-formas diferenciales

omegal := evalDG (Fll(u[]) x Dx plus F12(u[], u[1], u[l, 1]) * Dt)
omega? := evalDG (eta x Dz plus F22(u[], u[l]) * Dt)
omega3 := eval DG <F31(u[]) « D plus F32(u[], u[l],u[l,1]) * Dt)

Nuestro problema es encontrar las funciones F11(ul]), F12(ul], u[1], u[l, 1]), F22(ul], u[1]),
F31(ul]) y F32(ul], u[1], u[l, 1]). Planteamos las ecuaciones de estructura (2.1]) de la forma

aq :dw1 —UJ3/\UJ2
a9 — d’LUg — W1 A W3 (33].)

agzdw3—w1/\w2
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al := evalDG (HorizontalEﬁteriorDem'vative(omegal) minus (omega3 wedge omega2)>;
a2 := evalDG (HorizontalE:rteriorDem’vative(0mega2) minus (omegal wedge omega?)));
a3 := evalDG (HorizontalE:BteriorDerivative(0mega3) minus (omegal wedge 0mega2)>;
Ahora tenemos que calcular el pullback de la tranformacion T aplicado a al, a2 y a8.

S := [Dx wedge Dt]

all := GetComponents(al, S);
a22 := GetComponents(a2, S);
a33 := GetComponents(a3, S);

alll := al1fl];
a222 := a22[1];
a333 := a33[1];

pal := simplify (Pullback(Tl,alll));
pa2 := simplify <Pullback(T1, a222)>;
pad := simplify (Pullback(Tl, a333)>;

Para hallar las 1-formas w,, we y w3 de modo que la ecuacién describa superficies pseudo-
esféricas, se deben cumplir las ecuaciones de ecuaciones de estructura (2.1)), 6sea que

CL1:CL2:CL3:0

entonces tenemos que encontrar funciones Fj; tal que
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pa; = paz = paz = 0

A partir de pa; = 0 0 pas = 0 0 pag = 0 se deriva con respecto a la derivada de orden

més grande, es decir por 3%, esto nos da restricciones sobre las funciones Fj;. De ahi se
TITT

vuelve a derivar por ., 0 U, y se continta asi hasta hallar expresiones para las funciones
Fi;. L]

108

Consideremos la ecuacion 3 del teorema 3.2: u; = 598 [U_Q], con sus respectivas 1-

formas asociadas wy, wy y w3, donde fi; = Mou + My, for =k, fs1 = Niu + N, donde se
cumplen las condiciones —(M? + k?) + N2 = 0y —M; M, + NN, = 0. Nos preguntamos
si las 1-formas que encontramos en el teorema 3.2 podrian venir del corolario 3.0.1. A
continuaciéon veremos que no es asi.

Supongamos que f3; = Afi; con A # 0 para aplicar el corolario 3.0.1, entonces de
fi1 = Mau+ My v f31 = Nyu+ N, obtenemos

N1 = )\Mg, N2 - )\Ml
NN

= - = _=
My M,

de —M My + NiNy=0= —M; + %Ng =0, como A = A]\;—;, entonces

A= L
Ny

Como A = {2 = M} = N3. De —(M7 + k%) + N3 = 0 se llega a k = 0 y esto implica que
wo = 0 lo cual no sirve ya que ws es un elemento de la cobase, por lo tanto f3; # Af11 y
entonces no se puede aplicar el corolario 3.0.1.
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Capitulo 4

Superficies Inmersas en la Tres-Esfera

S?)

En este capitulo introduciremos las ecuaciones de tipo Lund-Regge las cuales describen
superficies inmersas en la tres-esfera S, veremos ejemplos y probaremos unos teoremas
de clasificacion.

4.1. Ecuaciones de tipo Lund-Regge, definicién y ejem-
plos

Definicion 4.1. Un sistema de ecuaciones diferenciales es de tipo Lund-Regge si sus
soluciones genéricas describen superficies inmersas en S°.

Esta definicion viene del trabajo de Lund y Regge sobre generalizaciones de la ecuaciéon
de Sine-Gordon de interés para la fisica [Lu77| [Lu78]. Creemos que es una generalizacion
interesante de las ecuaciones de tipo pseudo-esférico, este capitulo esta parcialmente basado
en el articulo [BeHiRe24].

Si tenemos una superficie S inmersa en S®, podemos tomar una cobase local {w;,ws}
y sus correspondientes formas de conexion wio, w13 ¥ wa3. Estas 1-formas satisfacen las
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siguientes ecuaciones de estructura

dw, = wia A\ wo
dws = w1 A\ wis

0 = w1 A wyg + wa A wag (A1)
dwis = wez A Wiz — w1 A Wo
dwyiz = wiz A wa3

dwaeg = w3 A Wiz

en que w3 = aw; + bwsy, wey = bw; + cwsy, con a,b y ¢ funciones diferenciables. Estas
ecuaciones nos permiten encontrar la primera y segunda forma fundamental de la superficie
S y por lo tanto podemos modelar inmersiones de superficies en S3.

La primera ecuacion de tipo Lund-Regge que aparecio en la literatura es [LR76]

a7 g~ S5 (3 - ()] -0
a% (cot2(9)2> = a% (cotQ(H)g—i)

donde 6 := 0(o,7) y A := A(o, 7). Notamos que estas ecuaciones generalizan la ecuacion

(4.2)

or?  0o?

= cos(0) sin(0)

que se puede transformar en la ecuacion de Sine-Gordon usando el cambio de coordenadas

T+o0 t_T—O‘
2 7 2

Tr =

En efecto, tenemos 6 := 0(x,t) := 0(x(7,0),t(7,0)), entonces

. Gm + (9t o em - et
97’ - 9 ) 90 - 92
1 1
0’7'7' = Zl(ezmz + ezt + th + ett)a 900 - Z(exx - th o Qm + ett)
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Luego

0,7 — 0yo = cos(0) sin(0)

sin(20
(‘gsct + Qta:) - é )

= 20,, = sin(26)

=

N | —

Hacemos el cambio ¢ = 26, lo que nos queda p,; = sin(yp).

Podemos ver que las cinco 1-formas diferenciales

wp =cosfdo , wo = sinfdr ,
Ao A
wip = O,.do + 0,dr w3 = ——do+ —dr, Wog =
sin @ sin @

~ Arcost

dr

satisfacen las ecuaciones de estructura (4.1) si y solo si 6(o,7) y A(o, 7) son soluciéon de

(4.2). La derivacion de estas 1-formas entd en [BeHR24].

La curvatura gaussiana K y curvatura media H de una superficie inmersa en S, estan

dadas por [Ten98|

dw12 = —le VAN ()

wl/\wgg—l-wlg/\”LUg ZQH’LUl/\’LUg

Notemos de la cuarta ecuacion de (4.1)

dw12 = W23 A\ W13 — W1 A\ W2

= (bw1 + ng) VAN (aw1 + bwz) — w1 N\ wWo

= (b* — ac — Dw;y A wsy
comparando con (4.3 se obtiene

K=ac—b+1
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Esta formula para K difiere un poco de la que mostramos en la proposicion 1.4 (de la
seccion 1.3), recordemos que en esa secciéon trabajamos en R? y en esta seccion en S3.
Ademés, de (4.4) usando wyz = aw; +bwy y waz = bwy + cwy, se obtiene H = %£¢, al igual
que en la proposicion 1.4.

Calculemos K y H usando (4.3]) y (4.4). Para las 1-formas diferenciales descritas anterior-
mente, se tiene

dwiy = (00do + 0,,dT) N do + (0,5do + O,-dT) A dT
= (0po — 0,r)do N dT

wy A we = cos(0) sin(0)do A dr

Entonces con la ecuacion (4.3)) nos queda

(0poe — O0-r)do N dT = — K cos(0) sin(f)do A dr

97’7 - 900’
k= cos(6) sin(0) (45)

usando la primera ecuaciéon de (4.2)) en , nos queda

A2 — )2

K=1-21""¢
sin()

Por otra parte, tenemos:

A\, cosf Ao COS 0
w1 A Wag + wiz A we = cos(f)do A ,C;)S do + .C;)S dr | +
sin” 0 sin“ 6

( Ao do + Ar dT) Asin(6)dr

sin 0 sin 6
cos®(0)
=X | ——=+1)doAd
(sm%e)* ) e

wy A wy = cos(0) sin(f)do A dr

97



Entonces con la ecuacion (4.4) nos queda

2
. (COS (Zg + 1) do A dr = 2H cos(6) sin(f)do A dr
H

sin?(
)\0
2 cos(f) sin®(#) (4.7)

También podemos calcular K y H mediante las funciones a, b y ¢, como mostramos antes.

Podemos expresar wis y weg de la siguiente manera

A A
T do + ——dr = aw; + bw,

W13 = — -
sin 6 sin @
= q cos Odo + bsin 0dr
N Ao Ao
a = [ —
cosfsinf’ sin® 6

A, cos 0 Ay COS 6
Wy3 = ———do —5—dT = bw; + cwy
sin“ 0 sin“ 6

= bcosfOdo + csin 0dr

_ Ascosf

= C -
sin® 0

Entonces 2 e
K=ac—b+1=1- TZ Z
sin®(6)

que coincide con (4.6]). También

atc Ao
2 2cos(h)sin®(6)

H

que coincide con (|4.7)). Por lo tanto tenemos 2 maneras distintas para calcular K y H. En
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los ejemplos siguientes calcularemos K y H solo usando (4.3]) y (4.4)).

Si A no depende de 7y H = 0, entonces

Ao = 0= X\ =const
Al tener A constante, la ecuacion (4.2)) se convierte en

0?0 0%

a2 do?

= cos(0) sin(0) (4.8)
.. Esta ecuacion describe superficies minimas inmersas en S® con K = 1, o sea describe
superficies esféricas en S3.

Sin embargo en |[LR76] mencionan que la ecuacion de Sine-Gordon corresponde a

0%0 020
90z 52 cos(f) sin(0) (4.9)
De (4.8) a (4.9), se intercambian o y 7, ademas al reemplazar (4.9) en (4.5) nos da K = —1.

A continuacion presentamos otros ejemplos de ecuaciones de tipo Lund-Regge.

Ejemplo 4.1. Sea la superficie con métrica riemanniana ds®> = q(x,y)dz? + p(z,y)dy* en
coordenadas ortogonales (x,y), descrita por el sistema

» O (p\ 9 (@) _

f(paQ)qy(quy+fppy)+pq+8$(q)+a?/(p) ’ (4.10)
g(ﬁaf(q,p)>_f(q,p)px_o |
or \¢q, Oy q -

Si los coeficientes q(x,y) y p(x,y) cumplen , donde f(q,p) es una funcion que de-
pende de q y p, entonces describe una superficie inmersa en S®, con 1-formas:

w; = qdz wy = pdy,
B af(q, of(q,
Wiz = —q—yd:r + L Y, wiz = f(q,p)dz Wag = L (py fa.p) + qy U p)) dy
p q Qy dp dq
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Mediante la ecuacion obtenemos que la curvatura gaussiana es

K== 4 = 4.11
qp ((‘9y p Orgq (4.11)

y con la ecuacion obtenemos que la curvatura media es

_1(f 1
"= 2 (q - Qy(pyfp"‘nyq)) (4.12)

A
Si f(q) = —, con A constante se llega que H = 0, y remplazando esta funcion en (4.10
q

0 N 0
—APpq + pg + — (p_) + = (@) =0
or \ q dy \ p

dp
“ZF_
ox q

se tiene

Entonces este sistema describe superficies minimas inmersas en S°. Un caso especial in-
teresante es cuando p = q.

En este caso obtenemos la ecuacion

_ 0 (p o (p
AT () o () =0 4.13
P +p+ax(p)+ay(p> (4.13)
es decir
P+ D(Pas + pyy) — P2 — P2 = A (4.14)

y st calculamos K usando junto a ({4.13), nos queda

K:—_l(ﬁ&+£&)

p? \Oyp Oxp
-1 B
:F(AQP 2 —p’)
2
L
P
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Notemos que K <0< pe (—VAVA) y K >0s pe (-0, —vVA) U (VA, ).

La ecuacion no ha aparecido antes en la literatura. Presentamos grdficos de sus
ondas viajeras para distintas condiciones iniciales que muestran que esta ecuacion puede
ser interesante de estudiar por si misma.

Si designamos s = x + cy y p(z,y) = f(z + cy), con ¢ € R, entonces reemplazando
p(z,y) = f(s) en , obtenemos la ecuacion de onda viajera, la cual es

f4+f(f”+02f”) _f/2_C2f/:A2

Tomamos c =1y A =1y con condiciones iniciales f(0) y f'(0).

Figura 4.1: Onda viajera con f(0) =1y f/(0)=1,5
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Figura 4.2: Onda viajera con f(0) =1y f/(0) =1
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Figura 4.3: Onda viajera con f(0) =1y f’(0) =0,8
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5 10
5

Figura 4.4: Onda viajera con f(0) =1y f'(0) = 1555
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5

Figura 4.5: Onda viajera con f(0) =1y f'(0) = 55000
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Figura 4.6: Onda viajera con f(0) =1y f'(0) = 5556500
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0.999999999595995% -
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Figura 4.7: Onda viajera con f(0) =1y f'(0) =0

El comportamiento que se muestran en estas figuras es muy distinto al que se ve en ecua-
ciones de tipo pseudo-esférico. Para comparar, presentamos grdficos de ondas viajeras de

., . . 3 . .
la ecuacion Sine-Gordon uz; = sinu y corto pulso uz = u + % para las mismas condi-

ciones iniciales.

Si designamos s = x + ct y u(z,t) = f(x + ct), con c € R, entonces reemplazando
u(z,t) = f(s) en ugy = sinu, obtenemos la ecuacion de onda viajera para Sine-Gordon, la
cual es

cf’=sinf

Tomamos ¢ = 1 y con condiciones iniciales f(0) y f'(0).
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Figura 4.8:

Figura 4.9: Onda viajera de Sine-Gordon con f(0) =1y f/(0) = 1, compare con (4.2)
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Figura 4.10: Onda viajera de Sine-Gordon con f(0) =1y f’(0) = 0,8, compare con (4.3)

(=]
L

10 -5 0 5 10

Figura 4.11: Onda viajera de Sine-Gordon con f(0) =1y f'(0) = compare con (4.4)

1
1000°
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(=]
L

-10 5 0 5 10

Figura 4.12: Onda viajera de Sine-Gordon con f(0) = 1y f'(0) = m, compare con
(4-5)
4
P
3_
-10 -3 0 5 10
Figura 4.13: Onda viajera de Sine-Gordon con f(0) =1y f'(0) = 155500055, compare con

(-6)
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(=]
L

-10 5 0 5 10

Figura 4.14: Onda viajera de Sine-Gordon con f(0) =1y f’(0) = 0, compare con 1)

De igual forma, si designamos s = x + ct y u(x,t) = f(x + ct), con ¢ € R, entonces

(ug)ww

reemplazando u(x,t) = f(s) en uy = u + =5

para Corto Pulso, la cual es

, obtenemos la ecuacion de onda viajera

(%)

cff =1+

Tomamos ¢ = 1 y con condiciones iniciales f(0) y f'(0).
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Figura 4.16: Onda viajera de Corto Pulso con f(0) =1y f'(0) = 1, compare con (4.2)
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Figura 4.18: Onda viajera de Corto Pulso con f(0) =1y f'(0) = 155, compare con (4.4
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5

Figura 4.19: Onda viajera de Corto Pulso con f(0) = 1y f'(0) =

(-5)

1
500000 compare con

04 03 02 -01 0 01 02 03 04
5

Figura 4.20: Onda viajera de Corto Pulso con f(0) =1y f(0) =

(-6)

1
100000000 ° compare con
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04 -03 -02 -01 0 01 02 03 04
5

Figura 4.21: Onda viajera de Corto Pulso con f(0) =1y f'(0) = 0, compare con (4.7)

Ejemplo 4.2. Sea

G+ 2rr, =0
Tt — 2qT — 41r6,0; = 0 (4.15)
(Sxt’f’ + Tt(sz + Tz(st =0

Las cinco 1-formas diferenciales

1
wp = —2rdt, wy = —2Aqgdx + i\ dt,
wig = —2Ar, dx wiz = —20, dxr — 20, dt , Wz = —4AN0,r dx

satisfacen las ecuaciones de estructura si y solo sir(z,t), q(z,t), (x,t) son solucio-
nes del sistema . El sistema es una generalizacion del sistema Konno-Onno,
el cual corresponde a un sistema de de ecuaciones acopladas sin dispersion. La ecuacion
de Konno-Onno se estudid analiticamente en [K094/.

Notemos que K = Lt =0, (usanda 4 Y 4 4|) respectivamen-
2rq 47“)\2

te).
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Si 6 = cte, entonces H = 0 y remplazando en se tiene

g+ 2rr, =0
Tot — 2qr =0

Entonces este sistema describe superficies minimas inmersas en S y a su vez corresponde
al sistema Konno-Onno descrito anteriormente.

Ademds de la sequnda ecuacion tenemos que K = ’2"7“”; = 1, o sea este sistema describe

superficies esféricas en S3.
Ejemplo 4.3. Sea

e+ 1 B
(COt(Q) + Q)yy + (tan(G) — 9);,;3; + W =0 (416)

en que 0 := 6(z,y).Las cinco 1-formas diferenciales

wy = cosec(f) dx | wy = sec(6) dy,

wig = 0 cot?() dx + 6, tan*(6) dy; , wig = ew' w3 = €w’

satisfacen las ecuaciones de estructura sty solo si O(x,y) es solucion de .
Notemos que K = ¢ +1 y H = ¢ (usando y (4.4l) respectivamente). Si e = 0

entonces H = 0 y K = 1, entonces la ecuacion (4.16) con € = 0 describe superficies
minimas inmersas en S® y también superficies esféricas en S3.

Ademds K (p) > 0, para cualquier punto p de la superficie, o sea que equipada con
Wi, Wy Y W3 1= wWia, nunca describird superficie pseudo-esférica en R® (ya que nmo existe p
tal que K(p) = —1).

Una version més precisa de la definiciéon de ecuaciones de tipo Lund-Regge es la siguiente:

Definicion 4.2. Un sistema de ecuaciones diferenciales parciales en dos variables inde-
pendientes T, o y dos variables dependientes u, v dado por

(4.17)



en que u = u(7,0) y v = v(1,0), es de tipo Lund-Regge si existen funciones fi; y Girj,
Con Gikj = Grij, 4,J = 1,2, k =1,2,3 que dependan de 7,0,u,v y de una cantidad finita de
derivadas de u,v tal que las 1-formas

w; = fudo + fidr, Wik = Gik1do + GikodT, T # k

cumplen las ecuaciones de estructura y la condicion wy; A wy # 0 cuando u(r,0),

v(T,0) sean solucion de ([4.17).

Teorema 4.1. Sea el sistema de la definicion 4.2, con variables independientes T,
o y variables dependientes u, v. Supongamos que existen I1-formas wi, ws, Wiz, W1z Y Wa3
dependiendo de T, o, u, v y en un numero finito de deriwvadas de u,v, tal que las ecuaciones

dw1 = Wiy N\ Wo
de = W1 A W12

wl/\w13+w2/\w23:0

se cumplen siempre que u(T,0) y v(7,0) sean solucion de (4.17). Entonces es de
tipo Lund-Regge si y solo si la matriz

0 W12 W13 + Wo
Q= —W12 0 Wo3 — W1
—Wi13 — Wy —Wa23 + w1 0

satisface la ecuacion dS) = QA €.

Demostracion. Considerando la matriz €2 dada en el teorema, tenemos que

0 dwig dwis + dwy
dQ) = —d’wlg 0 d’w23 - dw1
—dw13 — dU)Q —d@U23 + d’LUl 0
0 (wiz + wo) A (w1 — waz) Wiz A (wag — wy)
QANQ = (w13 + wg) VAN (—w1 + w23) 0 —wWi2 A (U)Q + w13)
Wi N\ (—’w23 + wl) Wi N (wg + wlg) 0

117



d$2 = Q A€ siy solo si se cumplen
dw12 = (w13 + UJQ) A (U)l — w23) = W23 A\ W13 — Wy N\ Wo

dw13 —I— dUJQ = W12 A\ (’LU23 — ’w1> = dw13 = W12 A Wa3

dU)23 — dw1 = —W12 A (U)Q + w13) = d'll)gg = W13 A (ID)

6sea que df2 = QA Q & wy, wy, wia, Wiz ¥ wyz cumplen las ecuaciones de estructura
) 0
Las ecuaciones de estructura de tipo esférico (que vimos en la seccion 2.2)

son equivalentes a df2 = Q2 A €2, donde

Q:l( iwy w—1+iw—3)

o\ —wy +iwy —iws

En la seccion 2.3 contruimos un isomorfismo ¢ : su(2) — so(3) para un problema lineal
proveniente de una ecuacion de tipo esférico, si asignamos un isomorfismo ¢ : su(2) —
so(3) dado por

B 0 wp —wr
P =|-w; 0 w3
w; —wz 0

Comparando la matriz ¢(2) con el teorema 4.1, obtenemos
w) = —wi3 — Wa
Wy = W12
W3 = Wz — Wy
Si wy, we, wya, Wiz y wo3 cumplen las ecuaciones de estructura (4.1)), entonces

W3 AWy = (weg — wy) A wig = —dwig — dwy = dwy

w1 /\w3 = (—w13 —wg) A\ (w23 —wl) — W23 /\’lUlg — W1 /\UJQ = dw12 = dw_g
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—_1/\_2:w13/\w12+w2/\w12:dwgg—dwl :dw_3

Por lo tanto una ecuacion tipo Lund-Regge con 1-formas asociadas wy, ws, wis, Wiz y was,
describe superficies esféricas con 1-formas wy, ws y ws3.

4.2. Clasificacion de Ecuaciones de tipo Lund-Regge

En esta seccion se clasifican ecuaciones diferenciales que describan superficies inmersas en
S3. Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de la forma

Q:L’y = F<07 )‘a‘gm /\xaeya )‘y)
)\xy = G(@, )‘7 exy )\:qu 9y> Ay)

en que 0 :=0(z,y) y A := Az, y). Introducimos las notaciones
20 =0, 21 = by, p=10,
TO:)\v rlz/\wv q:)\y

Entonces

Pz = F(207T07217T1ap7 Q)

4.18
dz =G<ZO,T0721;7"17P7Q) ( )

Teorema 4.2. Consideremos el sistema ({{f.18), el cual describe superficies inmersas en
la esfera S® con 1-formas asociadas w; = fi1 dx + fiady, con i =1,2,3 y w3, was, donde
Wig 1= W3, W13 = QW + bU)Q, Wo3 = bw1 + cws.

Si fij, a, b, ¢ son funciones diferenciables de 2y, 1o, 21, 71, p, q, entonces

—Dfi1,20 = Ff11,50 = 01100 = G110 T 21 f12,20 T 71 f1200 T F f12p G fr24+ fo1f32— fa1fo2 = 0
(4.19)

—pfo1,20 — F fo1,.0 — 0 fo1.00 — G fo1,m + 21 f22,20 + 71 fo2,00 + F o2+ G fo2,q+ fr2fs1 — fi11f32 = 0
(4.20)
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—Dfs120 — Ffs1,:0 — @f3100 — G310 + 21f32,20 + T1S3200 + F f32p + G f324+
K(fi1fo2 — farf12) =0

fu(=paz, — Fa,,) + fioziaz, + fri(—qay, — Gay,) + fioriae, + ap frof + aq f12G+
far(=pbzy — Fb.,) + foo21bzy + for(—qbr, — Gbyy) + fooriby, + F fozby + G forby+
20( f11fs2 — frafa1) + (a —c)(farfor — foafo1) = 0

J12az, + fa2bs, =0

Ji2ar, + fa2br, =0

Jiiap + fa1b, =0

Jiiaq + faibg =0

Ji1(=pbzy — F'b.) + froz1bzy + fii(—qbr, — Gbyy) + fraribyey 4 by froF 4 by f12GH-
for(=pezy — Feo) + frozic + fa(—qcr, — Gery) + faarice, + F fasey, + G faocy+
20(f31foz — faafor) + (¢ — a)(firfs2 — fizfa1) =0

Ji2bz, + f22c., =0

Ji2br, + fa2er, =0

Jiiby + forc, =0

Jiibg + fa1cg =0

fll,p = fll,q = f12,z1 - fl?,rl =0
f21,p == f21,q == f22,zl = f22,r1 =0
f31p = fa1q4 = fa2,2, = f32,, =0

Sli + T T fors + foop + [0 + foop + 00, +al+ 02 + 02+ 2+ #0
f121,7"1 + f122,q + f221,'r1 + f222,q + f321,r1 + f322,q + a72~1 + ag + b12"1 + bz + 012"1 + Cg 7é 0
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Demostracion.

dp AN dy = d(6,) N\dy
= Oy dx N dy
= Fdx ANdy

dg N dy = d(A\,) Ndy
= Az dx N dy
=Gdx Ndy

dzy Ndx = d(0,) N\ dx
= Oy dy N\ dz
= —Fdx Ndy

dri Adx = d(A;) N dx
= Agy dy N dx
=—Gdx Ndy

dzg Ndx = —pdx AN dy

dzo Ndy = zdx N\ dy

dro Ndx = —qdx N\ dy

dro ANdy = rydx N\ dy
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En dw; — wis A we = 0, se tiene

1 1 1
Z fll’zidzi A dx + Z fll,ridri A\ dx + f117pdp A dx + f117qdq N dx + Z flgyzidzi A dy+

1=0 1=0 =0

1
Z frogdri Ndy + frapdp N dy + fraqdg A dy — (f31f22 — fa1fa2)dz A dy =0

1=0

Remplazando los productos cunas obtenidos, se tiene

(=pfirz — Ffirz)de Ady + (=qfire, — Gfie )do Ady 4 fiipdp A de + fi14dg A do+
(Zlf12,z0dx A\ dy —f- f12,21d21 A\ dy) <T1f1277,0d$ A dy + f12,r1 d?”l A dy)—f-
Ff127pdl’ A dy + Gflqudl’ A dy — (f31f22 — f21f32)d.§(7 A dy =0

Se agrupa términos
(=pfirzo — Ffive — @fivee — Glie + 21f12.20 + r1fizee + Ffizp + Gfiog—
fa1foo + forfa2)dx N dy + fripdp Adx + fi1,4dg N dx + fio.dz Ady + fio,dry A dy =0
Cada expresion de los productos cunas equivale a 0, asi obtenemos (4.19)) y la primera
ecuacion de (4.24)).
En dws; — wy A wis = 0, se tiene
1 1 1

> forndz Ndr+ Y forgdri Adx + forpdp Adx + fogdg Adx+Y forzdz A dy+
i=0 =0 i=0

1
Z formdri N dy + foapdp Ndy + faoqdg A dy — (fr1fz2 — frzfar)de Ady =0

1=0

Remplazando los productos cunas obtenidos, se tiene

(—pfor20 — Ffor.2)dx A dy + (—qformy — G o1y )dx A dy + for,,dp A dx + fo1 4dq A da+
(21 fo2,20d A dy + foo2,dzy Ady) + (11 faorgdx A dy + foordry A dy)+
F oo pda N dy + G fog gdx A dy — (f11fs2 — frofsi)dx Ady =0

Agrupando términos y como cada expresion de los productos cunas equivaldra a 0, asi

obtenemos (4.20)) y la segunda ecuacion de (4.24]).
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En dwqs + Kwy A wy = 0, se tiene

1 1 1
Z f31,z¢dzi A dx + Z fglyTidT’Z’ A\ dx + f317pdp A dx + f317qdq N dx + Z f32}zid2i A dy+

1=0 1=0 =0

1
+ Z f32,r¢dri N dy + fggypdp A dy —+ f327qdq A dy -+ K(f11f22 — flgle)d:c A\ dy =0

1=0

Remplazando los productos cunas obtenidos, se tiene

(—pf51,20 — F f31,2)dx AN dy + (—q f31,,0 — G fa10)dx A dy + f51,,dp A dz+
f31,4dq N dx + (21 f32,20dx A dy + fao.,dzy Ady) + (71 faomedz A dy + fo,,dr1 A dy)+
F fsopda A\ dy + G fsz qdx A dy + K (f11fo2 — fiafo)dx A dy =0

Agrupando términos y como cada expresion de los productos cunas equivaldra a 0, obte-

nemos (4.21)) y la tercera ecuacion de (4.24)).

En dwi3 — wis A waez = 0, se tiene

dw13 = d(aw1 + bU)Q)
= adwy + da N\ wy + bdwy + db A we
:aw12/\w2+da/\w1+bw1/\w12+db/\w2

YV W9 N\ Wag = W12 N (bwl + C’LUQ) = bw12 A wy + cwio N\ Wo

Luego nos queda da A wy + db A wy + 2bwy A wig + (@ — ¢)wiz A we = 0, entonces

1 1 1 1
fu Z az,dz; Ndr + fiz Z adz; N dy + fi Z ar,dr; N dx + fio Z ar,dr; N\ dy+

i=0 i=0 1=0 =0
1

apf11dp N dx + ap, frodp A\ dy + a,f11dg N dx 4 agfi2dg N\ dy + fo Z b, dz; N\ dz+
i=0

1 1 1
for Y bedzi Ny + for > brdri Az + for Y bydri Ady + by fordp A da+

=0 i=0 i=0
bpf22dp A dy + bquldq A dx + bququ VAN dy + 2b(f11f32 — f12f31)d:1: VAN dy—|—
(a —c)(f31for — faafor)dx A dy =0
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Remplazando los productos cunas obtenidos, se tiene

fu(=paz, — Fa,,)dx Ady + fia(zia,de Ady + az,dzy A dy)+

fii(—qar, — Gay,)de AN dy + fia(ria,de A dy + a,, dry A dy) + ap, fridp A de+
ap froF'dx N dy + agfi1dg N\ dx + ag fr2Gdx A dy+

for(=pbzy — Fbz,)de A dy + faz(21bz0dx A dy+

b, dz1 ANdy) + for(—qby, — Gb.))dx A dy + fao(r1brdx A dy + by dry A dy)+

by fordp A dx + by foo F'dx N\ dy + by fardg N dx + by fooGdx A dy+

20(fi1f32 — frafar)de A dy + (a — ¢)(farfa2 — faafor)dx A dy =0

Agrupando términos y como cada expresion de los productos cunas equivaldra a 0, tenemos
(4.22).
En dwsyz — wis A wie = 0, se tiene

dw23 = d(bw1 + CU)Q)
= bwlg/\w2+db/\w1 —|—cw1/\w12—|—dc/\w2

Yy wis N wio = awy N\ wig + bUJQ N W1is

Luego nos queda db A wy + de A wy + 2bwis A wy + (¢ — a)wy A wig = 0, entonces

1 1 1 1
fll Z bzidzi A dx + f12 Z bzidzi A dy -+ f11 Z bridﬁ' A dx + f12 Z bridﬂ' A\ dy+

i=0 i=0 i=0 =0

1
by fiadp A da + by fradp A dy + by findg A d + by fradq A dy + for > co,dz A dat
=0

1 1 1
fa2 Z e, dzi Ndy + fa Z crdry N\ dx + foo Z ¢ dry N dy + ¢, fordp A dx + ¢ faadp N dy+
=0 i=0 i=0
Cqf1dq N dx + cqfradg A dy + 20(f31f22 — fa2fo1)dx A dy+

(¢ —a)(firfs2a — frafa1)dx A dy =0

remplazando los productos cunas obtenidos, se tiene
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Ju(=pbzy — Fb.))dz Ady + fia(zibaoda Ady + ba,dzy A dy) + fii(—qby, — Gby,)da A dy+
fra(ribrydx A dy + by dry A dy) + by fridp A dx + by, froFdx A dy + b, f11dg N da+

by f12Gdx N dy + for(—pc, — Fezy)do A dy + far(z100dx A dy + ¢ dzy A dy)+

fo1(=qcr, — Gepy)dx A dy + foa(riceydx A dy + ¢ dry A dy) + ¢pfardp A de+

cpfoaFdx N dy + cqfordg N dx + ¢ foaGdx A dy + 2b( fa1 fae — faafor)dx A dy+

(c —a)(firfaz — frafsr)dz Ady =0

Agrupando términos y como cada expresion de los productos cuiias equivaldra a 0, tenemos
(4.23).

St fire = fizp = form = foop = for = fo2p =y =, = b,y =b, =¢;;, =¢ =0
entonces en las ecuaciones (4.19), (4.20)), (4.21)), (4.22) y (4.23) no queda nada en términos
de F.

= p. = F(20,70, 21,71, P, ¢) n0 es una condicién necesaria ni suficiente para que wy, wsy, Wi,
w3 y waz cumplan las ecuaciones de estructura (4.1)) y esto nos lleva a una contradiccion.

Entonces f11721 7é00f127p7é00f21121 %OOfQQ’p#OO f31,z1 7&00 f327p7£00a21 7é00
a,#700b,, #00b, #00c,, #00¢, #0.

= f121721 + f122,p + f2217z1 + f222 S+ f??l’Zl + f:?g,p + agl +a12, +b§1 +b§ + cﬁl +c§ # 0y asf tenemos
la primera condicién de (4.25)). De igual forma, si fi11,, = fioq = forrn = fo20 = f31, =
f32,4 = @y, = ag = b, = by, = ¢, = ¢, = 0 entonces en las ecuaciones (4.19)), (4.20)), (4.21)),

(4.22) vy (4.23) no queda nada en términos de G.

= ¢, = G(z0, 70, 21,71, P, ¢) 1O es una condicién necesaria ni suficiente para que wy, wy, w2,
w3 y wez cumplan las ecuaciones de estructura (4.1)) y esto nos lleva a una contradiccion.

Entonces fi1,, # 00 fioq #00 forp, #00 faoq 700 fa1,, #00 fog#00a,, #0
oa; #0o0b, #000b, #00 ¢, # 00 ¢y # 0y asi tenemos la segunda condicién de

(3.25). 0

Corolario 4.2.1. Sea el sistema

Pz = F(207T07217T1ap7 Q)
¢e = G(20,70, 21,71, D, q)

que describe superficies inmersas en S® con 1-formas asociadas w; = f;1 dx + fio dy, con
1= 1,2,3 Y W13, Wa3, donde Wig 1= W3, Wiz = AW + bwg, Wo3 =— bw1 + cws. Si fij; a, b, C
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son funciones diferenciables de zy, ro, 21, 71, P, ¢ y curvatura media H es cero entonces

fu(=paz, — Fa,, —qa,, — Ga,, — pb,, — Fb,, — qby, — Gby, )+
fr2(z10z0 + r1an, + apF + ayG + z1bs) + 110y + by F + b,G+
for(=pbsy — Fbzy — qbyy — Gy + paz, + Faz, + qar, + Gay, )+
Ja2(z1bsy + 7101y + Fb, + Gby — 210, — 1100, — Fa, — Gag)+
20(fi1fs2 — frafa1 + fa1for — faafor)+

2a( f31fo2 — faofor + frafsr — finfs2) =0

az (fi2 = faz) + bz, (f22 + fr2

ar, (frz = fo2) + b, (fo2 + fr2

ap(fi1 = far) + bp(f11 + fau

aq(fi1 — for) + bg(fi1 + for

)=
)=20
)=0
)=20

(4.26)

Demostracion. Como el sistema describe superficies inmersas en S? con 1-formas asociadas
Wy, Wa, Wiz, Wiz = aw; + bwy y w3 = bw; + cwy, y como fi;, a, b, ¢ son funciones

diferenciables de zy, g, 21, 71, P, ¢, entonces se cumplen las ecuaciones (4.22]
teorema 4.2.

Si H = 0 entonces por la ecuacion
wy A Wog + wig A wy = 2Hwq A wa, se tiene

wl/\w23+w13/\w2:0
wy A (bwy + cws) + (aw; + bws) Awy =0
(a+c)wy ANwy =0

cC = —a

12) y ((29) del

ya que w; A wy # 0. Entonces al remplazar ¢ = —a en las ecuaciones de (4.23)), v luego

sumarlas (respectivamente) con las ecuaciones de (4.22)) se llega a (4.26)).

Corolario 4.2.2. Sea el sistema

Pz = F(ZO7TU)ZI7T1ap7 q)
4z = G(207T0721,7’17P, Q)
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que describe superficies inmersas en S® con 1-formas asociadas w; = f;; dx + fio dy, con
i =1,2,3 y w3, waz, donde wyy := w3, wiz = awy + bwsy, wez = bwy + cwsy. Si F y G no
dependen de p y q, K = —6, con § = £1, y si f;;, a, b, c son funciones diferenciables de
20, To, 21, T1 entonces

—Ffi1. — Gfire + 21f12.20 +T1f1200 + Jo1f32 — f31f22 =0
—F fo1., — Gfory + 21 f22,20 + T1f22.00 + J12f31 — f11f32 =0 (4.27)
—F fs312, — Gfs10 + 21f32.20 + 71 f32.00 — 0(f11f22 — fo1f12) =0

f121,z1 + f221,Z1 + f??l,zl # 0

(4.28)
f121,r1 + f221,r1 + f??l,rl 7& 0
Demostracion. Si F'y G no dependen de p y g, el sistema (4.18)) queda como
21y = Fl(zg,70, 21,7
1Ly (20,70, 21,71) (4.29)

Ty = G(Zoﬂ“o,Zl,ﬁ)

como describe superficies inmersas en S con 1-formas asociadas w; = f;; dz+ fio dy,
con i = 1,2,3 y w3, w3, donde wis := w3, wiz = awy + bws, wez = bwy + cws, y como
fij, @, b, ¢ son funciones diferenciables de zy, ro, 21, 71 entonces se obtienen las ecuaciones
(4.19), (4.20) y (4.21) del teorema 4.2.

Pero como F', G, f;;j, a, b y c no dependen de p y ¢, obtenemos la primera y segunda
ecuacion de (4.27)). De la ecuacion (4.21]) se obtiene

—F f31., — Gfs1,0 + 21 f32,20 + 713200 + K(f11fo2 — forf12) =0
Como K = —d entonces se obtiene la tercera ecuacion de (4.27)).
Si fi12, = fo1.., = f31.,, = 0 entonces las ecuaciones (4.27)) quedan como

—G fii0 + 21f12,20 T T1fi2,00 + fo1f32 — f31f22 =0
—G for0, + 21 f22,20 + T1f22.00 + J12f31 — f11f32 =0
—G fs1,0 + 21 f32.20 + T1f32,00 — O(f11f22 — forf12) =0

127



= 21, = F(20,70,21,71) no es una condiciéon necesaria ni suficiente para que wy, wsy
y w1y cumplan la primera, segunda y cuarta ecuacion de (4.1) y esto nos lleva a una
contradiccién.

Entonces fi1., #00 for., 00 farz, #0= fi. + fo1., + f51., # 0y asi tenemos la
primera condicion de (4.28)).

De igual forma si fi1,, = fa1,, = f31,, = 0 entonces r, = G(20,70, 21,71) NO €s una
condicién necesaria ni suficiente para que wi, wo y wiy cumplan la primera, segunda y
cuarta ecuacion de y esto nos lleva a una contradiccion. Asi tenemos la segunda
condiciéon de (4.28)). O

Este corolario corresponde al teorema 3.10 de [KeTen21| realizado por Keti Tenenblat y
Filipe Kelmer.

De los ejemplos de ecuaciones de tipo Lund-Regge de la seccion 4.1 podemos notar que al
menos fi1 0 fo; es constante, si tenemos un sistema como (4.18) equipado con 1-formas
diferenciales wy, wq, w3, wiz v we3 que satisfacen las ecuaciones de estructura, y estas
formas diferenciales dependen de las soluciones de y de las derivadas presentes en
, entonces podemos hallar una expresion explicita para F'y G de (4.18)) y para la
curvatura gaussiana [/, por lo que tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.3. Un sistema de ecuaciones en derivadas parciales de la forma

Pz = F(207 To, 21,71, D, Q)
¢z = G (20,70, 21,71, D, q)
describe superficies inmersas en S con 1-formas asociadas w; = fydx + fiody, i = 1,2,3

Y Wig 1= w3, Wiz = aw; + bws, weg = bwy + cwq tal que f11 =n € Ry fi;, a, b, ¢ son
funciones diferenciables de zy, ro, 21, T1, P, ¢, entonces

Ja :_f12,q : f21,zo P = f12,zo T2 (f22,q - .f12,7"1)

D, *
frzg - (friz- far —n - fao — f211),r0 “q+ foor0 1+ fo2,5 - 21)_ (4.30)
1
(fazg = fizm) - (for - fa1 — fao - fa1 + from - T1)
D,
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G :f12,p o1z P fr2,20 021 (fo2p — for.0)

D, *
(foop = for,:) - (for - fa1 — fao - far + frog - 7“1)_ (4.31)
D,
frap - (fia- far —n - fao — forre - @+ fo2mg - 71+ fo2.20 - 21)
D,
donde Dy = f12,p : f22,q - f12,q : f22,p - f12,p : f12,7“1 + f12,q : f21,z1
K — f3120 D=1+ foo 4 fiz - for + foim - @ — fao0 - 71 — f32,2 - 21
N foo — fi2 - fa (432>
_E1+E2—E3+E4 '

Ji

Donde

El = f12,z0 T2 (f22,p : f32,q - f22,q . f32,p + f32,p : .f12,7“1 - f32,q : f21,z1
- f22,p : f31,r1 + f22,q : f31,z1 - f12,7‘1 : f31,21 + f21,21 : f31,7‘1)

Ey = f21,zo P (f12,p ’ f32,q - f12,q : f32,p - f12,p : f3177‘1 + f12,q : f31,z1)

Es = (fi2p - fa2.4 — fi2.q - fa2p — fr2p - farm + fizg - fars) - (fiz - far — 1 fs2
— forro - @+ foomg - T1+ fo2,20 - 1)

Ey= (fo1- fa1 — fao - far + fizgo - 71) - (fozp - fo2.0 — fo2,0* fa2p + fa2p - fiom
- f32,q : f21,z1 - f22,p . f31,T1 + f22,q : f31,21 - f12,7“1 : f31,z1 + f21,z1 : f31,r1)
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Ji=mn"fa- f12,p : f22,q =1+ foa- f12,q : f22,p =1~ faa- f12,p : f12,r1 +1 - for- f12,q : f21,z1
— fi2- for - fiop - faog + Ji2 - Jor - fiog - fo2p + fi2 - for - fizp - fizm
- f12 ' f21 : f12,q ' f21,z1

Demostracion. Sea el sistema de EDP descrito en el teorema que describe superficies
inmersas en S® con 1-formas asociadas w; = fi1 dx + fiody, i = 1,2, 3, w3, wa3. Como fiss
a, b, ¢ son funciones diferenciables de zq, ro, z1, 71, p, ¢, entonces por el teorema 4.2 se
cumplen las ecuaciones (4.19)), (4.20)), (4.21]).

Como f1; = n, del teorema 4.2 se tiene

21 J12,20 + 11 f1200 + Ffi2p + Gfiag + forfso — fa1f22 =0

—Dfo1,20 — Ffo1,20 — f2100 — G o1y + 21f22,20 + T1f2200 + F foop + G fao g+
Ji2fs1 —nfz2 =0

—DJf31,20 = Ff31,:0 — Af3100 — Gf31 + 21f32,20 T T1f3200 + Ff32p + Gfaogt
K (nfa2 — farf12) =0

De la primera y segunda ecuacion se obtiene F'y G, luego reemplazando en la tercera
ecuacion se obtiene K. O

Teorema 4.4. Un sistema de ecuaciones en derivadas parciales de la forma
Pz = F(207 To, 21,71, D, Q)

qe = G(ZO,TO,Zth,Z% Q)

describe superficies inmersas en S con 1-formas asociadas w; = fj dx + fiody, i = 1,2, 3
y wiz = aw; + bws, woz = bwy + cwy tal que for = n € Ry fi;, a, b, ¢ son funciones
diferenciables de zgy, ro, z1, 1, P, q, entonces
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:f22,q : f11,z0 P+ f22,zo 2 (f12,q - fll,rl)

F
Do +
(fi2q = fiim) - (fra - for = fi1 - fao + faowg - 71) B (4.33)
Dy
fazg - (- faz — foo - fa1 — fiime - @+ fr2o - 71 + fr2.z - 21)

D,

G — —f22,p : f11,z0 P = fzz,zo T 21 (flz,p - f11,z1)

D, *
f22,p : (77 “fao — fa2 - fa1 — fll,ro g+ f12,r0 T+ f12,z0 : 21)_ (4.34)
D,
Ji1 - faa + foore 11 B Jfi2p — fii:
D, fiz - fa

donde Dy = f12,p : fzz,q - f12,q : f22,p + f22,p : f11,r1 - f22,q : f11,z1

K= — f31,20 P
n - fiz — fi1 - fa2
i f11 : f22 —-n: f12 - f31,ro -q+ f32,'r0 -1+ f32,zo T 21

n- fiz — fir - fe
_L1+L2—L3+L4

Jo

(4.35)

Donde

Ly = foozy - 21+ (frop - f32.0 — fr2.q - fazp + fo2p - f110 — f32.0 - f11:
— frop - farm + fr2g - f31.20 — fiim - foro + fite - faim)

L2 = fll,zo P (f22,p : f32,q - f22,q : f32,p - f22,p : f31,r1 + f22,q : f31,21)
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L3 = (f22,p : f32,q - f22,q : f32,p - f22,p : f31,r1 + f22,q . f31,z1) : (77 : f32
— foo - fa1 = fiime - @+ frzgo -1+ fi22 - 21)

Ly = (fi2- fs1 — fi1 - fao + foome - 71) - (fi2p - fa2.4 — fr2.g - fo2p + fa2p - fi1m
_ f32,q : fll,zl - fl2,p : f3l,r1 + f12,q : f31,z1 - fll,rl : f31,z1 + fll,z1 : f31,r1)

Jy = n- f12 : f12,p : f22,q —-n- f12 : f12,q : f22,p +n- f12 : f22,p : f11,r1 —-n- f12 : f22,q : f11,z1
- f11 : f22 : f12,p : f22,q + f11 : f22 : f12,q : f22,p - f11 : f22 : f22,p : fll,rl
+ fir - foa - forq - fi1:

Demostracion. De igual manera que en la demostracion del teorema 4.3, si el sistema de
EDP descrito en el teorema describe superficies inmersas en S3 con 1-formas asociadas
w; = fadx + fiody, © = 1,2,3, wis, wes. Como fij, a, b, ¢ son funciones diferenciables de

20, To, 21, T1, P, ¢, entonces por el teorema 4.2 se cumplen las ecuaciones (4.19)), (4.20)),
(4.21)).

Como fo1 = 1, del teorema 4.2 se tiene

—pf11,20 — Ff11z — @f1100 — Gh1im + 21 1220 + 711200 + Fhi2p + G 12, + 0f32—
J31f2 =0
21 f22,20 + 11 f22,00 + Ffo2p + G foag + fiafs1 — fi1fs2 =0

—Pf31,20 — Ff31,20 — @f31,00 — Gf31,0 + 21f32,20 + 713200 + Ff32p + G f324+
K (fiifea —nf12) =0

De la primera y segunda ecuacion se obtiene F' y (G, luego reemplazando en la tercera
ecuacion se obtiene K.

]

Del teorema 4.3 y 4.4 obtenemos los siguientes corolarios, y estos a su vez corresponden al
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teorema 3.13 y teorema 3.12 (respectivamente) de [KeTen21] realizado por Keti Tenenblat
y Filipe Kelmer.

Corolario 4.2.3. Si el sistema

Pe = F(20,70,21,71,p,q)
Qe = G(ZOa To, 21,71, D, Q)

describe superficies inmersas en la esfera S3 con 1-formas asociadas w; = fi; dx + fio dy,
con 1 =1,2,3 y wiz, wes. St F' y G no dependen de p y q, K = —1 y f;; son funciones
diferenciables de 2y, ro, 21, 1 y f11 =1, entonces

1
F :W (Z1f21,r1f32,zo - 21f22,zof31,7’1 - 77f21,r1 f22 + 77f31,r1f32 + f12f21f21,7’1 - f12f31f31,7‘1
1

+ fo1.m f32.r0T1 — fo200 f31.0171)
(4.36)

1
G :W <_Zlf21,z2f32,z0 + Zlf22,zof31,zl + 77f21,22f22 - 77f31,z1 f32 - f12f21f21,z2 + f12f31f31,z1
1

— fo1,20 f32.r71 + f22,00 f31,271)
(4.37)

con Wi = fo1, f31.21 — fo1,20f31. # 0.

Demostracion. El sistema de EDP cumple las hipotesis del teorema 4.2, entonces se cum-

plen las ecuaciones (4.20) y (4.21)), como fi; =n, K = -1y F, G, f;; no dependen de p
y ¢, se tiene

—F fo1., — G forr, + 21 f22,20 + 71 f22.00 + fi2fs1 —Nf32 =0
—Ffs1. — Gfs1p + 21 f32.20 +T1f3200 — Nf22 + fo1/12=0

De estas ecuaciones, hallamos una expresion para F'y G que corresponden a las ecuaciones

(4.36) v (4.37) respectivamente.
O
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Corolario 4.2.4. Sea el sistema

Pe = F(20,70,21,71,p,q)
Qe = G(Z()a To, 21,71, D, Q)

que describe superficies inmersas en la esfera S® con 1-formas asociadas w; = f; dx +
fiody, con i = 1,2,3 y w3, wes. St F' y G no dependen de p y q, K = —1 y f;; son
funciones diferenciables de 2y, ro, 21, r1 y for =1, entonces

1
F :W (Zlfll,nf?)z,zo - Zlf12,ZOf31,r1 + 77f11,r1f12 - 77f31,r1 fa2 — f11f11,r1 faa + f11,r1 f32,r07“1
2

—f12.00 f31.,m 71 + fo2f31f31.0)
(4.38)

1
G :W (—21f11.20 f32.20 + 21 f12.20 [31.20 — N11.20 f12 + 0 f3120 F2 + fr1fi1z o2 — fiiz fa2meT1
2

+ f12.00 f31,2071 — fa2 f31f51.21)
(4.39)

Con Wy = f11,r1f31,z1 - fll,z1f31,r1 7& 0.

Demostracion. Analogo a la demostracion del corolario 4.2.3 . O]

Teorema 4.5. Un sistema de ecuaciones en derivadas parciales de la forma

Pe = F(20,70,21,71,p,q)
Qe = G(ZOa To, 21,71, D, (J)

describe superficies inmersas en S® con 1-formas asociadas w; = fi; dx + fiody, i =1,2,3
Yy w1z = awq + bwsy, wez = bwy + cws, con curvatura gaussiana K conocida. Si a, b, ¢ son
funciones diferenciables de zy, ro, 21, T1, P, q, entonces

a — R3f21 - R1f22
f12f21 _f11f22

(4.40)
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_ Ry fi2 — Rsfua
fi2fo1 — fiif2

b (4.41)

_ (K —1)(fizfor — fi1f22)* + (Rifi2 — fuR3)? (4.42)
(frzfor = firfo2) (far Rs — faoRy) '

donde Ry y Rs estdn dados por

_S%f11f222 B 512f12f21f22 - Sls3f11f21f22 + S153f12f221 + fll(K - 1)<_f11f22 + f12f21)2

Ry = (firfzz = frzf21)(Sifrz — Ssfu)

_SISSf11f222 — 5153f21f22f12 - S§f11f21f22 + S§f221f12 + (K — 1)(_f11f22 + f12f21)2f12
(f11f22 - f12f21)<51f12 - S3f11)

R3:

donde Sy := S1(z0, 70, 21,71), Sz 1= S3(20,70,P,q)-
Demostracion. Del teorema 4.2, notemos que de la ecuacion (4.24) fi1, for v f31 no de-
penden de p y ¢, de igual forma fi2, foo v f32 no dependen de z; y 7.

Usando las dltimas 4 ecuaciones de (4.22)) se tiene

fuia, + fo1b, = 0//dp
fi1a + farb = Ry(20,70, 21,71, q)

y asi tenemos

fira + forb = Ri(20,70,21,71,9)

fira + farb = Ro(z0,70, 21,71, D)

fi2a + faob = R3(20,70,71,D, Q)
(

fi2a + faob = Ry(z0,70, 21, P, q)

(4.43)
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De igual forma usando las tltimas 4 ecuaciones de (4.23)) se tiene

J11b + farc = Si(20,70, 21,71, Q)
J11b + farc = Sa(20,70, 21,71, D)
J12b + fazc = S3(20,70, 71,0, q)
f12b + faze = Si(20,70, 21,0, q)

(4.44)

Notemos que Ri(zo, 0, 21,71,9) = Ra(20, 70, 21,71, D),
entonces R := Rl(z’o,?"m 21:7“1)

De igual forma

R3(20,70,71,D, CI) = Ry(20,70, 21, D, Q);
Si(z0, 70, 21,71,9) = S2(20, 70, 21,71, D),
S3(20,70,71, P, q) = Sa(20,70, 21, D, )

entonces
R3 := R3(z0,70,p,q9), S1:=S51(z0,70,21,71,), S3:=S3(20,70,D,9q)

De las ecuaciones (4.43)) junto a las ecuaciones (4.44) vy junto a ac — b* + 1 = K, donde
la curvatura K viene conocida, y usando las igualdades anteriores, podemos formar los
siguientes sistemas de ecuaciones

fiia + farb = Ry(z0,70,21,71)
fi2a + fa2b = R3(20,70, P, q) (4.45)
ac—b+1=K

f11b+ farc = Si(z0,70, 21,71)
fr2b + faze = S5(20,70, D, q) (4.46)
ac—b+1=K

De ([4.45)), se obtiene
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_ Rifia— Rsfu

b= frafor — fi1 fao

0 Rs3 fa1 — Ry fa2
fiafar — fiifa2

_ (K — 1) (fizfa1 — firfo2)? + (Rifi2 — f11R3)?
(fizfor — fi1fa2)(farRs — faoRy)

De ([4.46)), se obtiene

. Slle - SSfll
f12f21 - f11f22

_ S3fa1 — Sifa

b= frafor — fi1 fa

_ (K = 1)(fiafor = fi1fo2)® + (Ssfor — f2251)°
(frzfor — firfa2)(f1251 — f11553)

Siigualamos las expresiones de a, by ¢ se tiene el siguiente sistema no lineal de 3 ecuaciones
y 4 variables (Ry, R3, Si, S3)

(K =1)(fiafor — fi1f22)? + (Ss3for — f2251)°
Rafor = Fafo = f1251 — f1153
Ry fi2 — R3 fi1 = S3fo1 — Sifa2

(K = 1)(fiafar — firf22)* + (Rifi2 — f11Rs)? Sy fis— Safur

f21R3 - f22R1

(4.47)

y obtenemos

R — Stfufsn = Sthafafe = S8 fufafee + S19fiafs + full = 1)(=fife + fizfa)®
' (f11f22_f12f21)(51f12_S3f11)
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 S193 1113 — SiSsfarfarfia — Sz frifarfor + Sy S5 iz + (K = 1)(—funfor + frofor)* fro

Ry = (firfaz — fi2fa1)(S1fiz — Szfu1)

para ciertas funciones Sy, Ss.
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Capitulo 5

Modelamiento Discreto de Superficies
Pseudo-Esféricas

Es capitulo es un resumen de un trabajo en curso, estamos interesados en modelar superfi-
ces pseudo-esféricas determinadas por ecuaciones de tipo pseudo-esférico, para eso vamos a
mostrar algunos topicos de geometria diferencial discreta, el método de diferencias finitas
y como todo esto se aplica para modelar superficies pseudoesferas.

5.1. Geometria Diferencial Discreta

Para una superficie S C R? descrita por una parametrizacion ¢ : U C R? — S en que
¢ := ¢(1,0), para (19,00) € U consideramos sus curvas coordenadas

|ty —€ 10+ €= S, a(t) = ¢(t,o.)
B oo — €00+ €[—= 5, B(t) = (e, 1)

con 0. €log — €,00 + €| y T €|170 — €, 70 + €[. Luego introducimos la red de Tchebyshef

Definicién 5.1. Las curvas coordenadas de una parametrizacon ¢ : U C R?* — S, cons-
tituyen una red de Tchebyshef si las longitudes de los lados opuestos de un cuadrildtero
(formadas por estas curvas) son iguales.

oE  0G

Afirmacién 5.1. ¢(1,0) da una red de Tchebyshef < % o 0, donde E y G son
o T

coeficientes de la primera forma fundamental que vimos en la seccion 1.1.

Demostracion. (=) Supongamos que ¢(7,0) da una red de Tchebyshef :
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Supongamos que (79, 59) € R? tal que E, (79, 00) > 0. Sea el rectangulo
R. =|19 —&,7 + €[x]og — €, 00 + €[C R%
= E,(1,0) > 0,Y(7,0) € R.

Sea S la superficie descrita por ¢ y sea « :|1g — &, 79 +£[— S, definida como «(t) = ¢(t,0)
para o €|og — £,00 + €.

Sea r la funciéon longitud de arco desde —t, hasta t,, entonces

(o) = / e

—to

- / x(t, )] dt

—to

to
_ / JE@ o)dt
—to
Pero r es constante (por hipdtesis), entonces 7’(0) = 0

to E
= T dt=0
/tozﬁ
= FE, =0

Lo que es una contradiccién, entonces E, = 0.

De igual forma supongamos que (g, 09) tal que G, (79, 09) > 0.

= G.(1,0) > 0,Y(1,0) € R.

Sea f3 :Jog — €, 00 + €[— S, definida como S(t) = ¢(7,t) para T €19 — €, 79 + €]

Sea h la funcion longitud de arco desde —t, hasta ty. Entonces

ey = [ o)
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Pero h es constante (por hipotesis), entonces h'(7) = 0 = G, = 0. Lo que es una contra-
diccion, entonces G, = 0.

oE oG
do  Or
Las lineas horizontales se parametrizan por

ao(t) = ¢(10 + (11 — 10)t, 00)
ay(t) = o(1o + (11 — T0)t, 01)

(<) Supongamos que 0:

Las lineas verticales se parametrizan por
Bo(t) = ¢(70,00 + (01 — 00)t)
ﬁl(t) = ¢(T1, (o) + (0'1 - O'0>t)

La parametrizacion media es
ap(t) = (10 + (11 — 70)t, 0)
Bim(t) = ¢(1,00 + (01 — 00)t)

Sean s : [0g,01] = Ry r: [r9,71] = R las funciones de longitud de arco, dadas por

s(0) = [ [ad()]]dt
r(r) = fy 1185,(t)]|dt

Luego
s(0)= [l
= [ 6 G = + 6,0l
= [\l
_ /01(71 — 1)V Edt
Entonces

(o) = 17’ — T Eo
8(0’)—/0(1 0)2\/Edt
! 0
:/O (T1—70)2\/Edt:0
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Asi s(o) = s(0y),Vo € [og,01], de hecho s(o1) = s(0y). Por lo que las longitudes de las
lineas horizontales del cuadrilatero son iguales.

También
1
i) = [ g
1
=/ 16r -0+ 65 - (01 — 00)||dt
0
1
:/ (01 — o)V Gdt
0
Entonces

Y RN <
F(r) = /0 (01— o)
! 0
:A (Ul—Uo)mdtIO

Asi r(1) = r(1), V7 € [10,71], de hecho r(m) = r(7y). Por lo que las longitudes de las
lineas verticales del cuadrilatero son iguales.

]

Definicién 5.2. Sea la superficie S C R? con parametrizacion ¢ : U C R? — S. Sean e, f
y g coeficientes de la seqgunda forma fundamental de S. Las curvas 7: R - R, 0 : R —- R
se llaman curvas asymptoticas si satisfacen

e(r')? + 27’0’ + g(o)> =0 (5.1)

Notemos que si 7 = const y 0 = o(t) entonces g = 0, y si 7 = 7(t) y 0 = const entonces
e =0.

Usando coordenadas asymptoticas 7, o se puede reconstruir una funcién f que describa

una superficie con K = —1 desde su aplicacion de Gauss N al resolver la EDP:
f T = N x N T
fo=—N x N,
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Usando las coordenadas

rT=T+0
t=17—0

tenemos f := f(x(1,0),t(1,0)) y N := N(z(1,0),t(7,0)), entonces

fT:fw+ft7 NT:NI+Nt7
fU:fIE_ft7 N(J':NIE_Nt;

= fot+ fi =N x (N +Ny)
fe— i =N x (Ny — N,)

Lo que nos queda f, = N X N; y f; = N x N,.

Definicién 5.3. Una aplicacion f : 7% — R3 describe una K -superficie discreta si:

1. |fix1j — [ij] es independiente de j.
2. |fij+1 — fi;| es independiente de i.

3. Cada vertice f; ; junto con sus vecinos fi_ij, fiv1j, fij—1, fij+1 estdn en el mismo
plano.

Si conocemos el campo vectorial normal N a la superficie y consideramos una malla de
n x m puntos dentro del dominio de N, entonces se prueba en [Bo00| que una inmersion
discreta f : N2 — R? de la superficie estd determinada por las siguientes ecuaciones
recursivas:

Jirrj = fij = Nij X Nijrj (5.2)
fig+1 = fij = Nije1 x Ny

con 0 <7< n,0< 75 <my denotamos
Ni,j = N(TZ’,O'J‘)
fi,j = f(Ti>Uj)
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5.2. Modelamiento Discreto de las Superficies Pseudo-
Esféricas

Primero hablaremos del método de diferencias finitas que se usa para resolver numéri-
camente ecuaciones diferenciales parciales, luego explicaremos como modelar superficies
pseudo-esféricas de manera discreta (en que se calcula el vector normal y luego se usa la
formula recursiva para hallar la inmersion). Finalmente realizamos un modelamiento
génerico para la pseudoesfera.

Para el célculo del vector normal de la superficie, se resuelven unas ecuaciones diferenciales
parciales de orden 1, las cuales no son triviales en general y es ttil utilizar un método
numeérico para resolver estas ecuaciones. Para ello, elegimos el método de diferencias finitas
para EDP’s de orden 1 y se trata de lo siguiente:

Sea la ecuacion diferencial parcial F'(z,t, u, uz, u) = 0 en que u := u(x,t) y se sabe que u
esté definida en una malla [a, b] X [c, d] C R?, si esta malla la dividimos en n x m puntos
entonces tenemos las constantes de paso
b—a d—c
h = , k=

n m

Entonces la malla queda determinada por los puntos

i =a+th
tim At (5.3)
tj = C+jl€

con 0 <17 < n,0 < j < m. Luego se definen las féormulas de aproximaciéon para las
derivadas de orden 1 [SanRalb5]:

ou u(wii1,t;) — u(x;, t;
ax(xh j) ~ ( +1 ])h ( ]) (54)
ou u(w;, tivr) — u(x;, t;
E(xi,tj) ~ ( J+1)k ( J> (55)

Estas formulas se remplazan en la EDP que se quiere resolver.

Consideremos un dominio U = [a, b| X [c, d] de la inmersion y una cantidad de puntos n xm
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en U para construir el vector normal y la inmersién. Para el calculo del vector normal
N(r,0) = (N(7,0), N*(1,0), N3(,0)), se usa el siguiente procedimiento genérico :

1. A partir de los coeficientes de la primera forma fundamental y segunda forma fun-
damental, se usa las ecuaciones de Weingarten (que vimos en la seccion 1.3) para
obtener un sistema de EDP del vector N.

2. Aplicar el método de diferencia finitas para obtener una relacion recursiva del vector

N.

3. Usar las condiciones de borde para ir obteniendo puntos del vector N.

Una vez obtenido el vector N, podemos calcular la inmersion f(7,0) = (fX(r, o), f2(1,0), f*(1,0))
con las ecuaciones ([5.2)), se usa el siguiente procedimiento genérico :

1. Calcular un punto inicial fyo := f(70,00).

2. Calcular fiy1; = fij + Nij X Nigqj.

3. Calcular f; ;11 = fij + Niji1 X N;j.

4. Los dos pasos anteriores se realizan hasta que 1 < ny j < m.

5. Enviar los puntos de la inmersion a un archivo de salida y graficar la superficie que
determina esos puntos.

En el siguiente ejemplo, hallaremos una inmersion discreta aplicando el procedimiento
descrito, solo que asumiremos que ya conocemos el vector normal.

Ejemplo 5.1. Consideremos la pseudoesfera descrita por ¢ : [0,27) x (0,7) C R? — R3,
¢(7,0) = (cosTsino, cos o 4 In(tan §),sin 7sin o)

dada una cantidad de puntos n x m para la malle U = [0,27) x (0,7), tenemos las
constantes de paso

y la malla queda determinada por los puntos
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T = —1
n

™ .
g; = —]
J m

con 0 < i <n, 0 <75 < m. Luego evaluamos el vector normal N de la pseudoesfera
descrita por ¢ sobre los puntos de la malla, entonces

N(Ti,O'j) = %

= (—cos(7;) cos(0;),sin(o;), — sin(7;) cos(o;))

Dada una condicion inicial f((70,00)) := foo, utilizamos la formula para hallar la
immersion discreta f, la cual describe la superficie mostrada en la figura .

[
S

Ejez

bbbonvsom

)
S o

9996.5
9997
9997.5
Ejey 9998

9998.5

-10

Eje x

Figura 5.1: Modelamiento Discreto de Pseudoesfera Clasica
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5.2.1. Modelamiento de la pseudoesfera

En esta subseccion construiremos las ecuaciones de Weingarten (que vimos en la seccion
1.3) para el vector normal N, luego aplicamos el método de difernecias finitas y planteamos
un algoritmo para obtener N.

Para la superficie descrita por ¢ : U C R?* — S, con U =]0,2n[x]0, [, dada por
o(1,0) = (cos(7) sin(o), cos(a) + ln(tan(%)),sin(ﬂ sin(o))

supongamos que conocemos los coeficientes de la primera forma fundamental y segunda
forma fundamental que son

Luego planteamos las ecuaciones de Weingarten, tenemos que

oo () a0

entonces
l1 = —COt(O’), lg = 0, 13 = O, l4 = —tan(a)
y
N, = —cot(0)X
cot(o) (5.7)
N, = —tan(o)Y
Luego
N, — N, = tan(0)Y — cot(0) X (5.8)

Donde X e Y son vectores tangentes a la superficie, supongamos que conocemos estos

vectores, asignados como
1

X = pu(m, 7) = 0.0.-=5)
Y= ) = <—%,—%,o>
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supongamos que conocemos las condiciones de borde , dadas por
N(r,m) = (cos(T),0,sin(7))
N(0,0) = (— cos(o),sin(c),0)

Hasta ahora tenemos las ecuaciones de Weingarter junto a las condiciones de borde, por lo

que tenemos un problema de sistema de ecuaciones en derivadas parciales con condiciones
de borde.

Aproximemos por el método de diferencias finitas, consideramos el dominio

U =]0, 2n[x{]0, g[u]g, 7[}, calculamos las constantes de paso

A
n m

y la malla de U queda determinada por

2mi
T = —
n
i (5.9)
g, = —
T m
con i = 0,1,..,ny j = 0,1,..,m. Para simplificar supondremos que n = m, entonces

h = 2k, usamos el método de diferencias finitas como sigue

N, — N, = tan(0)Y — cot(0)X
Nijij— Nij  Nijpr — Nij
+1J2]{ d ’JHk L = tan(o)Y — cot(o) X
Ni—i—l,j -+ Ni,j — 2Ni,j+1 = Qk(tan(a)Y — COt(O’)X)

2
N/L'Jrl’j -+ Nz,] — 2N’i,j+1 = %(tan(U)Y — COt(O')X)

Pero

2w B V2

7(tan(a)Y — cot(0)X) " (—tan(o), tan(o), cot(o))

y como N, ; = (N}, N?

+i» NZ;, N2;), entonces obtenemos las ecuaciones recursivas
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\/§7r
2
Nz'2+1,j + ij - 2Ni2,j+1 = L tan(aj)
Nf;m + Ng’j — 2]\[14‘?]-+1 = —— cot(o;)
con las condiciones
Ni{n = cos(T;)
NZ, =0
ijn = sin(7;)
Nol,j = — cos(o;)

NOQJ = sin(o;)
Ng; =0

Por lo que planteamos el siguiente algoritmo para calcular los parametros de la malla del
dominio U de la pseudoesfera y asi definir las condiciones de borde
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Algorithm 1 Algortimo para las condiciones de borde del Vector Normal

10
while : <n do

21
U; <— —

n
14+ 1+1
end while
while j <n do
Uj<—7
j+—J+1
end while
1+ 0
Jj<n
while : <n do

Nf:’j  sin(m;)
141+ 1

end while

7+0

140

while 7 <n do
N}; = —cos(a;)
N?; = sin(o;)
Nl?jj =0
Jj—7+1

end while

Luego planteamos el algoritmo para calcular las coordenadas del vector normal V.
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Algorithm 2 Algortimo para Vector Normal de Pseudoesfera Clasica
141
while : <n do

j—n—1
while j > 0 do
2w
N} =— - tan(o;) + 2N ;o — Nby
\/§7T
N2 = o tan(o;) +2N7 0 — N2y
\/§7T
Ni?fj - cot(o;) + QNE’_LJ-H — Nz‘g—l,j
JJ—1
end while
14— 1+1
end while

Asi una vez obtenido N, usamos las ecuaciones (5.2)) para hallar la inmersion f (usando el
procedimiento que explicamos al principio de la seccion). Luego se grafica f y asi podremos
visualizar la pseudoesfera de manera discreta.

Como proyeccion futura queda realizar el modelamiento discreto para las superficies des-
critas por las ecuaciones de Sine-Gordon y Burgers.
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Apéndice A

Programa en Maple de teorema 2.1 y
2.2

En este apéndice mostramos el codigo en Maple, en el cual se encontré 1-formas asociadas
a la ecuacion uy; = u + cou? + U, + CoUtly, + c3u + dou® + diuu, + douug, + dyuu?.
En que con unas 1-formas y ciertas condiciones sobre las constantes ¢; y d;, la ecuacion
es de tipo pseudo-esférico y con otras unas 1-formas y ciertas condiciones sobre ¢; y d;, la
ecuacion es de tipo esférico.

El teorema 2.1 de la seccion 2.3, establece que la siguiente ecuacion diferencial

2 2 3 2 2 2
Uyt = U + CQU” + CLUU, + CoUly, + C3uy, + dou” + dyu u, + dayu™u,, + dsuu;,

con u :=u(x,t), ¢;;d; € R para i =0,1,2,3. La ecuacion es de tipo pseudo-esférico

si y solo si

1. Se cumplen dy =0, dy =0, d3 = 2ds, ¢ = ¢; = co = ¢3 = 0. En este caso la ecuaciéon
es
Ugp = U + dott®Uyy + 2d2uui

El coédigo realizado en Maple, con las 1-formas encontradas wy, wy y w3 asociadas a
la ecuacion, es el siguiente

restart;

with(PDEtools);
with(Differential Geometry);
with(JetCalculus);
with(LinearAlgebra);
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DGsetup([x, t], [u], E, 3);

DE := DifferentialEquationData([u[1, 2] = d0*u[]® +d1*u[]? xu[1] +d2*u[)? *u[1, 1]+
d3xul] * u[1]? 4+ 0 x uf]* + el *ul] * u[l] + 2 * ul] * u[l, 1] + 3 * u[1]* + u[]], [u[1, 2]]);

DE1 := Prolong(DE, 3);
T1 := Transformation(DE1);

c2:=0;c3 :=c2;c0:=0;cl :=0;
d3 := 2*d2; d1 := 0; d0 := 0;
D1:=0

D2 := -(-2¥A12x C1% x 2 x d2 x eta® + 2 % C1* % 2 x d2 * eta® + A1% % 2 — 2% A1 x C'1% %
2+ A2 C1* % 2 — 2% sqrt(2) xd2 x eta * C'12 x sqri(—d2 x (Al — C1) % (A1 + C1) x (—2 %
d2 x eta® + A1? — C1?))) /(2% d2 x eta * (Al — C1)* x (A1 + C1)? x C1);

A2 = sqrt(-2*¥d2*(-2*¥d2%eta? + A1% — C12) x (A12 — C1%)) x C1/(2 x d2 x (A1% — C'1?));
C2:=-(A12xcl —2x Al x A2% d2 — C1? % cl) /(2 % d2 x C1);

G12(u]]) := Al*cl*u[]?/24+ Al xdl xu[]?/3+ D1x C2x exp(Al x etaxu[]/C2)/ (Al *x eta) —
A2 d2xul]> + 3% C1* C2xul]?*d0/(Al x eta®) + C1 * u[]* x c0/eta — C1% * cl x u]*/(2 *
A1) = C12xdl xu]?/ (3% A1) — C2% C12 x u[]? x d1/(A1% x eta) + u[]> * C1 % d0/eta + C1 *
C2xd2*u[]?/A1+2% C1* C2x c0xul]/(Al x eta®) + 6 x C1 x C22 x d0 * u[] /(A1% x eta®) +
2% C1xC2%xd2xul]/(A1? x eta) — C2 % C1% x cl x u[]/(A1? x eta) — 2 % C1% x C2 * d1 *
ul]/(A13 x eta?) + C1 % C2 % 2 x u[] /Al — A2 % 2 * u[] + C1 * u[] /eta + D2

G32(u[]) := (AT*C1*d0*u[]® + A1 * C1*xcO*ul]? — Al * C2xdl *u[]* — Al * C2 % cl *u[] +
2x A2x C2x d2xul] + Al *« Clxul] + A2x C2%x 2+ C2x dif f(G12(u]]),u[]))/(C1 x eta)

G32(u[]) == (AT*C1*d0*u[]® + AL % C1 % c0*ul]> — Al x C2x dl xu[]> — Al % C2 % cl xu[] +
2x A2x C2x d2xul] + Al Clxul] + A2%x C2%x 2+ C2xdif f(G12(u]]),u[]))/(C1 x eta)
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F22(u|]) := -(-C1*d2%eta*u[]* + Al x d1 x u[]* — C1* 2 x eta * u[] + Al * cl * u[] — 2% A2 %
d2 s uf] — A2 % 2 — dif f(G12(u]]), u[]))/C1

F11(u[l]) := AT*u[l] + A2;

F31(u[l]) := Cl*u[l] + C2;

F12(ul], u[1]) := u]]*(d2*u]] + c2)*F11(u[l]) + G12(ul]);

F32(uf], u[l]) := uf]*(d2*u[] + ¢2)*F31(u[l]) + G32(ul]);

omegal := F11(u[1])*Dx plus F12(u[], u[1])*Dt;

omega2 := eta*Dx plus F22(ul])*Dt;

omega3 := F31(u[1])*Dx plus F32(u[], u[1])*Dt;

al := evalDG(HorizontalExteriorDerivative(omegal) minus (omega3 wedge omega2));
a2 := evalDG(HorizontalExteriorDerivative(omega2) minus (omegal wedge omega3));
a3 := evalDG(HorizontalExteriorDerivative(omega3) minus (omegal wedge omega2));
S := |[Dx wedge Dt|;

all := GetComponents(al, S); a22 := GetComponents(a2, S); a33 := GetComponents(a3,
S);

alll := all[l]; a222 := a22[1]; a333 := a33|[1];
pal := simplify(Pullback(T1, alll));
pa2 := simplify(Pullback(T1, a222));
pa3 := simplify(Pullback(T1, a333));
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1 1
2. se cumplen ¢y = 5(—02 n* +c1m), c3 = co, do = g(—dQ n* 4+ dyn), d3 = 2dy. En este caso

la ecuacion es

1
Ugp =U + 5(—6127]2 + din)u® + diuu, + dyuPug, + 2dyun?

1, 2 2
+ 2( e’ + en)u’ + cruy + CoUtly, + coul
El codigo realizado en Maple, con las 1-formas encontradas wi, we y ws asociadas a la

ecuacion, es el siguiente

restart;

with(PDEtools);
with(Differential Geometry);
with(JetCalculus);
with(LinearAlgebra);
DGsetup([x, t], [u], E, 3);

DE := DifferentialEquationData([u[l, 2] = dO*u|]®> + d1 * u[]? x u[l] + d2 x u[]* * u[1,1] +
d3 xul] * u[1]? + c0 * ul]* + el x uf] x w[l] + 2 * uf] * u[l, 1] + 3 * u[1]* + u[]], [u[1, 2]]);

DE1 := Prolong(DE, 3);
T1 := Transformation(DE1);

0 == -1/2%c2%eta® + 1/2 % cl  eta; 3 := ¢2;

d0 := -1/3*d2%eta? + 1/3 x d1 * eta; d3 := 2 * d2;
D1 :=0;

D2 := C2*(C2*c2*%eta? — C2 * cl *x eta + Cl x eta + 2 x C2 * c0)/(C1 * eta®);
Al .= Cl1; A2 .= C2;

G12(u]]) := Al*c1*u[]?/2+ Al xdl*u[]*/3+ D1x C2xexp(Al x etaxu]/C2)/(Al xeta) —
A2 d2xul]> + 3% C1* C2xul]?xd0/(Al x eta®) + C1 * u[]* x c0/eta — C1% * cl x u[]*/(2 *
A1) = C12xdl xu]?/ (3% A1) — C2% C12 x u[]? x d1/(A1% x eta) + u[]> * C1 % d0/eta + C1 *
C2xd2xu[]?/JA1L +2x C1x C2x cO*ul]/(Al *x eta®) + 6 x C1 % C2% % d0 * u[]/(A1? x eta®) +
2% C1xC2% xd2 xul]/(A1? x eta) — C2* C1% x cl x u[]/(A1? x eta) — 2 % C1% x C2? * d1 *
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ul]/(A13 x eta?) + C1 % C2 % 2 x u[] /Al — A2 x 2 * u[] + C1 * u[]/eta + D2

G32(u[]) := (AT*C1*d0*u[]® + A1 * C1*xcO*ul]? — Al * C2xdl *u[]* — Al C2 % cl *ul] +
2x A2x C2x d2xuf] + Al Clxul] + A2x C2%x 2+ C2x dif f(G12(u]]),u[]))/(C1 x eta)

F22(u|]) := -(-C1*d2*eta*u[|> + Al * d1 * u[]> — C1* 2 x eta* u[] + Al * cl * u[] — 2% A2 x
d2 xul] — A2 x 2 — dif f(G12(u[]),u]]))/C1

F1l(u[l]) := AT*u[l] + A2;

F31(u[l]) := C1*u[l] + C2;

F12(ul], u[l]) := u[J*(d2*u[] + ¢2)*F11(u[l]) + G12(u]]);

EF32(ul], u[l]) := u[[*(d2*u[] + ¢2)*F31(u[l]) + G32(u[])

omegal := F11(u[1])*Dx plus F12(u[], u[1])*Dt;

omega2 := eta*Dx plus F22(ul])*Dt;

omega3 := F31(u[1])*Dx plus F32(u|], u[1])*Dt;

al := evalDG(HorizontalExteriorDerivative(omegal) minus (omega3 wedge omega2));
a2 := evalDG(HorizontalExteriorDerivative(omega2) minus (omegal wedge omega3));
a3 := evalDG(HorizontalExteriorDerivative(omega3) minus (omegal wedge omega2));
S := [Dx wedge Dt];

all := GetComponents(al, S); a22 := GetComponents(a2, S); a33 := GetComponents(a3,
S);

alll := all[l]; a222 := a22[1]; a333 := a33[1];
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pal := simplify(Pullback(T1, alll));
pa2 := simplify(Pullback(T1, a222));

pa3 := simplify(Pullback(T1, a333));

— C
. Se Cumplen d() = d1 = O, d3 = dg, Cy = ??\/-d%?ﬁ - 012d2, Co = C1 = O, C3 = 32 En este
1

caso la ecuacion es

dndyuu,, — . 2mdod? —
Ut = U+ dgti® gy + dyuri? + ’701#\/ —d&p — Crdy + %23“”” V& - T,
1 1

El codigo realizado en Maple, con las 1-formas encontradas wi, we y w3 asociadas a la
ecuacion, es el siguiente

restart;

with(PDEtools);
with(DifferentialGeometry);
with(JetCalculus);
with(LinearAlgebra);
DGsetup([x, t], [u], E, 3);

DE := DifferentialEquationData([u[1, 2] = d0*u|]® + d1 * u[)? * u[1] + d2 * u[}? * u[l
d3 s uf] * ul[l]* + c0 * ul]? + cl xul] * u[l] + 2 * uf] * w1, 1] + 3« u[1]? + uf]], [u[1, 2]]

1]+

)

DEL1 := Prolong(DE, 3);
T1 := Transformation(DE1);

d0 := 0; d1 := 0; d3 := d2;

€2 = 4*sqrt(-d2? x eta® — C'1? x d2) x eta x d2/C1?
c0 := 0; cl := 0; 3 := c2/2;

Bl := ¢2*(2*d2*%eta? + C1%) /(2 * d2 * eta);

B2 := ¢2*(-c2*eta + B1)/(2*d2);
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G32(u[]) == 0;

F22(u[]) := d2*eta*u|]* + B1 = u[] + B2;
G12(ul]) == -diff(F22(ul]), u[])/C1

C2 := 0;

F11(u[l]) := -(-2*¥C1%xd2*u[1]* + C1%xd3*u[1]* + C1?x cl xu[1] + 2% d2xeta® + C1%) /(C1 x
(—c2 x eta + B1));

EF31(u[l]) := C1*u[l] + C2;

F12(ul], u[l]) := u[J*(d2*u[] + ¢2)*F11(u[l]) + G12(u]]);

EF32(ul], u[l]) := u[|*(d2*u[] + ¢2)*F31(u[l]) + G32(u]])

omegal := F11(u[1])*Dx plus F12(u[], u[1])*Dt;

omega?2 := eta*Dx plus F22(ul])*Dt;

omega3 := F31(u[1])*Dx plus F32(u|], u[1])*Dt;

al := evalDG(HorizontalExteriorDerivative(omegal) minus (omega3 wedge omega2));
a2 := evalDG(HorizontalExteriorDerivative(omega2) minus (omegal wedge omega3));
a3 := evalDG(HorizontalExteriorDerivative(omega3) minus (omegal wedge omega2));
S := [Dx wedge Dt];

all := GetComponents(al, S); a22 := GetComponents(a2, S); a33 := GetComponents(a3,
S);
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alll := all[l]; a222 := a22[1]; a333 := a33[1];
pal := simplify(Pullback(T1, alll));
pa2 := simplify(Pullback(T1, a222));

pa3 := simplify(Pullback(T1, a333));
El teorema 2.2 de la seccion 2.3, establece que la siguiente ecuacion diferencial

2 2 3 2 2 2
Uyt = U + CoU” + CLUU, + CoUlyy + C3u, + dou” + diu Uy + dau™uy, + dsuu;,

con u := u(x,t), ¢;,d; € R parai=0,1,2,3. La ecuacion es de tipo esférico si y solo si
c;=0,parai=0,1,2,3,dy =dy =0, d3 = 2d,

con 1-formas asociadas que se mostraron en la seccion 2.3. El codigo realizado en Maple,
con las 1-formas encontradas wy, wy y w3 asociadas a la ecuacion, es el siguiente

restart;

with(PDEtools);
with(DifferentialGeometry);
with(JetCalculus);
with(LinearAlgebra);
DGsetup([x, t], [u], E, 3);

DE := DifferentialEquationData([u[1, 2] = dO*u[]® + d1 % u[]? * u[l] + d2 = u[]? * u[1,1] +
d3 xul] * ul[1]? + c0 * ul]? + el x uf] x u[l] + 2 * ul] * u[l, 1] + 3 * u[1]> + u[]], [u[1, 2]]);

DE1 := Prolong(DE, 3);
T1 := Transformation(DE1);

c0:=0;cl :=0;c3:=0;c2:=c3;
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d3 := 2*d2; d1 := 0; d0 := 0;
D1 :=0;

A2 := (-sqrt(2)*sqrt(d2*(A12+C12)x (—2xd2xeta*+ A1>+C12))xC1) /(2% d2x (A12+C1?))

C2:= (A1?xcl —2x Al x A2xd2 + C1%xcl)/(2* d2 x C1);
D2 := A2 x (A2 % C1 x 3 x eta + 2 x A2% x d2 — C1?)/(eta® x C'1?);

G12(ul]) := simplify(((2*¥A1%* (A12xd1+C1?xd1) xeta® — 6% A13x C1xd0xeta®) xul]®) /(6%
Axeta®)+((2x A12% (3% A1%xcl) [2—3% Alx A2%d2—3xC1%(d2xC2—C1xcl /2))xeta® — 6%
AlxC1%(A12%c0+C1%C2xd1) *eta® +18%d0* A12xC2xClxeta) xu[]?) /(6% AlP xeta®) +((2*
A1?%(=3x A1x A2%c3—3xC1xC2xc3) xeta® —6x AlxC1x(C1xC2xcl —2xC2%2xd2+ A1) x
eta’+18x((2x A1%xc0) /34 (2xC1xC2%d1) /3)xC2xClxeta—36x A1xC1xC2%xd0)xul]) /(6%
Al3xeta®)+ (6% D2x Al3xeta’ —6x D1xC2xexp(— Alxetaxul|/C2)x Al?xeta?) / (6% Al3xeta®))

F22(u[]) := simplify(-(-C1*d2*eta*u[]? + Al * d1 x u[]?> — C1 % c3 * eta* u[] + Al x cl * u[] —
2% A2 x d2 xul] — A2 x 3 — dif f(G12(u[]),u]]))/C1)

G32(u[]) := simplify((A1T*C1*d0*u[]® + A1 * C1* cO* u[]* — Al x C2*dl xu[]*> — Al % C2 %
clxul]+2x A2xC2xd2xu[|+ AlxClxu[] + A2x C2x 2+ C2xdi f f (G12(u[]), u[])) /(Clxeta))

F11(u[1]) = Al*u[l] + A2
F31(u[1]) := C1*u[1] + C2

F32(ul], ull]) = simplify (u[[*(d2*u] + c2)*F31(u[1]) + G32(ul]))
F12(uf], u[1]) == simplify(u[*(d2*u[] + ¢2)*F11(u[1]) + G12(u[]))
omegal :— F11(u[1])*Dx plus F12(ul], u[1])*Dt;

omega2 :— eta*Dx plus F22(ul])*Dt;
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omega3 := F31(u[1])*Dx plus F32(u|], u[1])*Dt;

al := evalDG(HorizontalExteriorDerivative(omegal) minus (omega3 wedge omega2));

a2 := evalDG(HorizontalExteriorDerivative(omega2) minus (omegal wedge omega3));

a3 := evalDG(HorizontalExteriorDerivative(omega3) plus (omegal wedge omega2));

S := |Dx wedge Dt|;

all := GetComponents(al, S); a22 := GetComponents(a2, S); a33 := GetComponents(a3,
S);

alll := all[l]; a222 := a22[1]; a333 := a33[1];

pal := simplify(Pullback(T1, alll));

pa2 := simplify(Pullback(T1, a222));

pa3 := simplify(Pullback(T1, a333));
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