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VIII

Introduccién

El objetivo principal en los dos primeros capitulos de esta tesis, consiste en el estudio de exis-
tencia, unicidad, regularidad y representacién de soluciones para una clase de ecuaciones pseudo-
diferenciales de coeficiente variable donde el simbolo de cada operador pseudo-diferencial es de
variables separadas. En el tercer capitulo, estudiamos el problema de Cauchy determinado a par-
tir de un operador pseudo-diferencial de coeficientes constantes. La tesis estd compuesta por los

siguientes cuatro capitulos:

En el Capitulo 1 estudiamos una clase de operadores pseudo-diferenciales definidos sobre espa-

cios LP con peso. En este capitulo estudiamos la solubilidad del problema lineal

Alu) = f

donde f € LP(R™) y A es un operador-pseudo diferencial (de coeficientes variables y de variables
separadas) cuyo simbolo pertenece a una clase de simbolos que denotamos por Sﬁ »(R™ x R™). El
dominio del operador esta definido en un espacio LP con una medida con peso de Muckenhoupt. En
este dominio, el operador A estd definido via transformada de Fourier. Interpretamos el coeficiente

variable a partir de pesos de Muckenhoupt. Posteriormente, estudiamos problemas no lineales

con métodos de punto fijo. Este trabajo estd fuertemente inspirado en el articulo [BPR19] en el

cual se estudian ecuaciones pseudo-diferenciales (de coeficientes constantes) de la forma
(1+a(=2)")u=V(,u)
donde a es un ”simbolo” perteneciente a una clase denotada por Gy (R™).
El Capitulo 2 es una adaptacién del capitulo 1 a un contexto periédico.

En el Capitulo 3 estudiamos el problema de evolucién definido a partir de un operador A pseudo-

diferencial (coeficientes constantes). Este trabajo estd inspirado en el articulo [PR16] y [GKLP14]

En el Capitulo 4 presentamos preguntas abiertas surgidas en este trabajo.



Capitulo 1

Ecuaciones pseudo-diferenciales de coeficiente variable sobre espa-

cios LP(R™) con peso

En este capitulo estudiamos el problema lineal asociado a un operador pseudo-diferencial A de
coeficiente variable (caso de variables separadas). Posteriormente estudiamos problemas no lineales
con métodos de punto fijo. La estrategia es la siguiente: mediante supuestos sobre el simbolo del
operador A, interpretamos al operador via transformada de Fourier. La parte espacial del simbolo
del operador A es interpretada como un peso de Muckenhoupt (Definicién 1.2) y la parte de
frecuencia se estudia mediante supuestos naturales de elipticidad y de control sobre el crecimiento

de derivadas de forma asintdtica Definicién 1.12.

Estudiamos el problema lineal

Alu) = f

donde f € LP(R™) y A es un operador-pseudo diferencial cuyo simbolo pertenece a una clase
de simbolos que denotamos por Sﬁ »(R™ x R™). El dominio del operador estd definido dentro de
un espacio LP con peso. En este dominio, el operador A se define via transformada de Fourier
periddica. Lo relevante de este trabajo consiste en el hecho de que A es un operador de coeficiente
variable. Estudiamos el caso cuando el simbolo del operador es de variables separadas, interpretando
el coeficiente variable como un peso de Muckenhoupt. Posteriormente, estudiamos problemas no

lineales

con métodos de punto fijo.

1.1 Preliminares

En esta seccién presentamos los preliminares para el presente capitulo. En adelante 1 < p < oo
y todas las funciones son medibles en el sentido de Lebesgue. La medida de Lebesgue es denotada
de manera usual por dx y también por d€. La transformada de Fourier es utilizada en el sentido
distribucional y es denotada por F o también por ~. La transformada de Fourier inversa es denotada
por F~ L.
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Definicién 1.1. (Peso) [Gra09, Cap. 9, Sec. 9.1] Un peso (o funcion peso) es una funcion
w: R"™ — R positiva (casi en todas partes) y localmente integrable sobre R™. Notacionalmente

w e LL (R") yw >0 (casi en todas partes).

loc

Definicién 1.2. (Clase de Muckenhoupt) [Kur80, NOS16] La clase de Muckenhoupt, denotada por

A,(R™), es el conjunto de todos los pesos w que satisfacen

st =ap () (b i)

donde el supremo es considerado sobre todas las bolas B del espacio R". La constante Ap(w) se
denomina la constante caracteristica del peso w. La notacion |B| denota la medida de Lebesgue de

cada bola B. Un peso en la clase de Muckenhoupt se denomina un peso de Muckenhoupt.

Observacién 1.1. De manera equivalente, la Definicion 1.2 también es posible con cubos (con

lados paralelos a los ejes) en vez de bolas [Gra09, Cap. 9, Obs. 9.1.2]. Esto se debe a que

/ u(z)dr < / u(z)dr < / u(z)dz, R>0 (1.1)
Qa,R/ B(avR) Qa,R

se cumple para cualquier funcién u no negativa y localmente integrable. Aqui Q, r' es un cubo con
centro en el punto a € R™ y lado de largo R' = R/\/n y B(a, R) es la bola abierta con centro en a
y radio R.

Las funciones
wxz]Y, —n<y<n(p-1).

x> (14 z))7, —n<y<n(p-1).

x—log?(2+|z]), a€R.

z+—log?(2+ |z|71), v € R.
= z — dist(z, M)*, —(n — k) < v < (n—k)(p—1) donde M es una variedad compacta de

dimension k&

donde z € R™, son ejemplos de pesos de Muckenhoupt [FS97,Sch07]. Adicionalmente a los ejemplos
anteriores, translaciones y dilataciones isotrépicas aplicadas a pesos de Muckenhoupt, siguen siendo
pesos de Muckenhoupt [NOS16, Prop. 2.1 (v)].

Proposicién 1.1. (Relacion de inclusion en la clase de Muckenhoupt) [DI19, Sec. 2, Eq. (2.1)]
Si 1 <p<gq< oo, entonces se cumple la inclusion Ap(R™) C Az(R™)
A continuacién, definimos un espacio importante en este trabajo:

Definicién 1.3. (Espacio LP con peso) Sea w € Ap(R™) un peso de Muckenhoupt. El espacio LP

con peso, denotado por L, (R™), es definido por

LP(R") := {u: R" — C medible: |[ul|pp, zn) = le/pu‘

< oo}
Lp(R™)
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Observacién 1.2. El espacio L},(R™) es un espacio de Banach con la norma Il L2, () -

El espacio LP con peso es isomorfo con el espacio LP(R™) usual.

Proposicién 1.2. (Espacio LP con peso isomorfo a LP) Sea w un peso (no necesariamente de

Muckenhoupt). El espacio L4, (R™) es isomorfo con el espacio LP(R™).

Demostracion. La aplicacién lineal T: LE,(R™) — LP(R™) definida por T'(1) = w'/Pu es un isomor-

fismo. La aplicacién inversa es T~ (u) = —17p- O

En los siguientes resultados presentamos algunos espacios de funciones que son densos en el

espacio LP con peso:

Proposicién 1.3. (Densidad del espacio de Schwartz en el espacio LP con peso) [Mil82, Lem.
2.1], [HMW73] Sea w € A,(R™) un peso de Muckenhoupt. El espacio de Schwartz es denso en

LE,(R™) con la norma Il 22, (rmy-

Proposicién 1.4. (Densidad del espacio de funciones suaves con soporte compacto en el espacio
LP con peso) [Sam02, Cap. 7, Lem. 7.32] Sea w € A,(R™) un peso de Muckenhoupt. El espacio

C°(R™) de funciones suaves con soporte compacto es denso en Lb,(R™) con la norma H-HLz](Rn).

También es posible tener resultados de densidad cuando el peso no es necesariamente de Muc-

kenhoupt:

Proposicién 1.5. Sea 1 < p < co y w un peso. El espacio L2 (R™) N LE,(R™) es denso en Ly, (R™)

con la norma ||| 1z gn)-

Demostracién. Sea u € L, (R™), por definicién, w'/Pu € LP(R™). La interseccién de espacios
L*(R™) N LP(R™) es denso en LP(R™) (1 < p < oo) [SS11, p. 66], luego, existe una sucesién
{ur}reny C L*(R™) N LP(R™) de modo que uj — w'/Py en LP(R™). Se sigue que, —%- — y en

wl/P

L%(R™) con { uy }keN C L2(R™) N L5 (R™). O

wl/P

Proposicién 1.6. [BT92, Lem. 1]. Sea w una funcion continua y positiva sobre R™. El espacio

C°(R™) de funciones suaves y de soporte compacto es denso en L4, (R™) con la norma Il &, (Rmy -

El siguiente resultado es clave para el trabajo ya que permite identificar el espacio LP con peso,
con distribuciones temperadas. Esto permite aplicar la transformada de Fourier sobre funciones en

L% (R™) en un sentido distribucional.

Proposicién 1.7. (El espacio LP con peso se identifica con distribuciones temperadas) [Mil82, Sec.
3], [DG24, Sec. 8, Prop 8.1] Sea w € A,(R™) un peso de Muckenhoupt. Una funcion en el espacio

L (R™) puede ser identificada con una distribucion temperada.
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Observacién 1.3. Sea w € Ay(R™) un peso de Muckenhoupt. La medida wdx es una medida
doble, es decir, dado A > 0, se cumple que w(AB) < N"PAp(w)w(B) para toda bola B de R™
[DG24], [Gra09, Cap 9. Prop. 9.1.5 (9)]

En [Sch07,Sch09], el espacio potencial de Bessel es definido a partir de distribuciones tempe-
radas. En [Mil82, Sec. 3], dicho espacio es definido, identificando a cada funcién en el espacio L
con peso (con peso de Muckenhoupt), con una distribucién temperada (Proposicién 1.7). En este

trabajo, seguimos este ultimo modo de definir tal espacio:

Definicién 1.4. (Espacio potencial de Bessel con peso) Sea s € R un pardmetro y w € A,(R")
un peso de Muckenhoupt. El espacio potencial de Bessel con peso (también espacio de Sobolev

fraccionario con peso), denotado por HyP(R™), es definido por

HiP(R") = {u € LR [[ull o = |71 (A +1gH720(6) |

< oo}
L3, (R™)

Observacién 1.4. El espacio potencial de Bessel con peso Hy'(R™) con la norma ||-||H5J,p(Rn), es
un espacio de Banach [Mil82, Sec. 3, (f)].

La siguiente definicién es formal pues no se precisa el espacio de funciones donde el operador
actla, pero es util entregar esta definicién para desarrollar cierta terminologia cuando hablemos

de multiplicadores de Fourier.

Definicién 1.5. (Operador multiplicador de Fourier) [FHL20] Sea m: R™ — C una funcién. Un

operador multiplicador de Fourier es un operador T,, de la forma

Definicién 1.6. (Multiplicador de Fourier para espacios LP con peso) [AM0S] Sea w € A,(R™) un
peso de Muckenhoupt. Una funcion m: R™ — C se denomina un multiplicador de Fourier para el
espacio L, (R™) si el operador multiplicador de Fourier T,,: S(R™) C LL,(R™) — LE,(R™), definido
por

T (u) = F~H (m(&)u(9)),

donde S(R™) es el espacio de Schwartz, se extiende a un operador acotado sobre L%, (R™). Mds

precisamente (usando la misma notacion T, para la extension),
1T ()l L2, my < Cpyw 1wl L, gny, w0 € Ly (R™) (1.2)

para alguna constante Cp ., > 0. El espacio de multiplicadores de Fourier es un espacio de Banach

con la norma ||m|| = | Tal| 2 (mey— 12, =)

Observacién 1.5. Notemos que si m es un multiplicador de Fourier para L4, (R™) también es un

multiplicador de Fourier para L4, (Q) con Q C R™. Mds precisamente,

1T (@l 2z, () < Cpw el g ) v € Ly(Q).
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En efecto, dado u € LP(QY), su extension u definida por

u  sobre Q)

0 sobre R™\ Q

=41
Il

estd en LP(R™). Como m es un multiplicador de Fourier para L, (R"),

1T ()l 22, ) = 1T (@) | L1, ey
< Cpw |l 12 ()
= Cpuw ||u||L{’U(Q)
Por lo tanto, la funcién m es un multiplicador de Fourier para L4, (Q).
Observacion 1.6. La Definicion 1.6 también es posible cuando w solo es un peso (no necesa-

riamente de Muckenhoupt). Dentro de la literatura también es posible encontrar la definicion de

multiplicador de Fourier con pesos de forma exponencial (ver [Nik94], [BT92]).

Las siguientes definiciones son ingredientes para un resultado de condiciones suficientes para la

obtencién de multiplicadores de Fourier para espacios LP con pesos de Muckenhoupt (Teorema 1.1).

Definicién 1.7. (Cuadrante) Los intervalos | — 00, 0], 0, 00[ se denominan cuadrantes del espacio

R. Andlogamente, los conjuntos

{zeR* 21 <0,20> 0}, {z €eR* 21 >0, 22 >0}
{zeR* 21 <0, 20 <0}, {z €R* 25 <0, 22 <0}

se denominan cuadrantes del espacio R?. De manera similar, se definen cuadrantes en R™, por

ejemplo, {x € R": z1,...,x, > 0} es un cuadrante en R".

Definicién 1.8. (Descomposicion diddica)( [Ste70, Cap. 4, Sec. 5], [Haol6, Cap. 6, Sec. 6.4],
[Hao20, Cap. 5, Sec. 5.4]) La recta R puede ser descompuesta 1) mediante la unién de los intervalos
[2F 2k ke Z, [-2F1 —2F] Kk € Z. El espacio R" se descompone como la union de productos
de los intervalos anteriores por cada eje. Cada uno de estos productos de intervalos se demomina

un intervalo diddico.

El siguiente resultado suele ser llamado el Teorema de Marcinkiewicz para multiplicadores
( [Gral4, Cap. 6, Teo. 6.2.2], [Haol6, Cap. 6, Sec. 6.5, Teo. 6.28]), [Hao20, Cap. 5, Sec. 5.5, Teo.
5.5.2)):

Teorema 1.1. (Teorema de Marcinkiewicz para multiplicadores con peso) [Kur80, Sec. 1, Teo.
3] Sea m: R" — C una funcion de clase C™ en cada cuadrante de R"™, esencialmente acotada

m € L>(R"), es decir, |m| poo(gny < C para alguna constante C'y satisfaciendo la estimacion

sup / |0, ... 0e,m(§)]d&r ... dE < C (1.3)
o

£k+1""»£n

(D La descomposicién deja al origen fuera del proceso (Ver [Ste70, Cap. 4, Sec. 5])
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para 0 < k < n, p cualquier intervalo diddico en R*, y cualquier permutacion de (xy,. .. , Tp). Si
w € Ap(R™) es un peso de Muckenhoupt, entonces la funcion m es un multiplicador de Fourier
para L, (R™).

Observacion 1.7. Considerando el peso de Muckenhoupt constante w = 1, el Teorema 1.1 coincide
con el Teorema 6’ en [Ste70]. En otras palabras, el Teorema 1.1 corresponde a una version con
peso del Teorema 6’ de la referencia [Ste70, p. 109].

La condicién en la siguiente definicién suele ser llamada la condicién de Lizorkin [KKOS21,
Teo. 3.22 (ii)], [NS04, Teo. 1.57]. Esta permite tener un resultado suficiente para la obtencién de

multiplicadores de Fourier para espacios LP con peso (Ver Teorema 1.2).

Definicién 1.9. (Condicién de Lizorkin) Una funcion m: R™ — C de clase C™(R™\ {0}) satisface

la condicion de Lizorkin si para todo multi-indice o = (aq,...,ay,) con a; =0 6 a; = 1, para todo
i=1,...,n, satisface la estimacion
copm() <C, €eR™\ {0} (1.4)

para alguna constante C' > 0.

Cuando una funcién es radial, es posible dar la siguiente definicién, que en este trabajo deno-

minamos “condicién de Lizorkin radial”

Definicién 1.10. (Condicién de Lizorkin radial) Una funcién m: [0,00[— C de clase C™(]0, 00])

satisface la condicion de Lizorkin radial si para todo 1 < k < n satisface la estimacion

(1+ )| oF|

—e? m(ﬂ' <C, EeR"\ {0} (1.5)

para alguna constante C' > 0.

Observacion 1.8. Por la reqularidad de la funcion m, es suficiente probar las estimaciones (1.4),
(1.5) para valores suficientemente grandes, es decir, para |§| > R para algin R > 0. En adelante,
consideramos esta observacion al momento de verificar que una funcion satisface las estimaciones

nombradas.

Proposicién 1.8. (Condicion de Lizorkin radial implica condicion de Lizorkin) Si m: [0, c0[— C
es una funcion de clase C™(]0, 0o[) satisfaciendo la condicion de Lizorkin radial, entonces la funcion

radial m(| - |?): R — C satisface la condicién de Lizorkin.

Demostracion. Sea 1 < k < n. Por la regularidad de la funcién, es posible suponer, sin pérdida de
generalidad, un multi-indice o = (1,...,1,0,...0) con un 1 en las primeras k-ésimas coordenadas.

Entonces

£ =& &
0 =0, ... 0,
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Por regla de la cadena,

om(e?) = o, mt2'6 ... &

luego, con uso de la desigualdad elemental &7 ... &2 < (1 + |€]?), se sigue que
*ogm(|EP)] < 28(1 + [¢1*)¥] oF ez m(t)]
<C (1.6)

donde (1.6) sigue del supuesto que la funcién m satisface la condicién de Lizorkin radial (Defini-
cién 3.3). ]

El siguiente teorema es una adaptacion, para espacios LP con peso, del Teorema 2 en la referencia
[Guil0]. Es importante mencionar que el Teorema 2 en [Guil0] es un caso particular del Teorema

6’ en [Ste70] y que el siguiente teorema es un caso particular del Teorema 1.1.

Teorema 1.2. (Teorema de Mikhlin-Hormander-Lizorkin con peso) Sea w € A,(R™) un peso de
Muckenhoupt y m: R" — C una funcion de clase C™(R™ \ {0}) satisfaciendo la condicion de

Lizorkin. Entonces m es un multiplicador de Fourier para LE,(R™).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos un multi-indice o = (1,...,1,0,...,0) con

1 hasta la coordenada k-ésima, asi, {*0F = &1...,&,0¢, ... Oy, . Entonces

1 1
/|8§1...ngm(£)|d£1...d£k < /---dfl---dgk <C
p p 51 gk
donde la integracion nunca ocurre sobre el origen al ser cada p un intervalo diddico. Por lo tanto,
la funcién m satisface la estimacién (1.3) en el Teorema 1.1. Por lo tanto, la funcién m es un

multiplicador de Fourier para L%, (R™) O

Corolario 1.1. (Funciones radiales con condicion de Lizorkin son multiplicadores) Sea w €
A, (R™) un peso de Muckenhoupt y m: [0,00[— C una funcion de clase C™([0,00]) satisfacien-
do la condicién de Lizorkin radial. Entonces, la funcién m(| - |?): R* — C es un multiplicador de
Fourier para Lb,(R™).

Observacién 1.9. Por Teorema 1.2, el operador multiplicador de Fourier Ty, : Lb,(R™) — L, (R™)
definido por

satisface
HTm(“)HLﬁ,(Rn) < Cpuw HuHLﬂ(R”) . ue LL(R"),

para alguna constante Cp ., > 0. En principio, esta constante depende del peso w, pero, es acotada
de manera uniforme para todo w peso de Muckenhoupt al ser Cp,,, una constante Ap-consistente
(Ver Definicion 1.11).
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Definicién 1.11. (Ap-consistencia) [Sch07, Sch09] Una constante C = C,, se denomina Ap-
consistente (para la clase A,(R™)) si para todo Cy > 0, esta puede ser escogida uniformemente

para todo peso w € A,(R™) de Muckenhoupt con Ap(w) < Co, es decir, existe una constante
M = Mc¢, de modo que Cyy, < M para todo w € Ap(R™) con A,(w) < Cp.

1.2 Clase de funciones y multiplicadores de Fourier para L (R")

Definicién 1.12. (Clase de funciones) Sea B, s > 0 con Bs > 4n pardmetros. Denotamos por

jf(]R") al conjunto de todas las funciones medibles a: R — R bajo los siguientes supuestos:

J1 La funcién a: R — R es de clase C™([0,00[) y la funcién t = a(t?), t € R es no negativa.

Jo Existen constantes M, Ry > 0 de modo que se satisface la estimacion

M(1+1¢[%572 <a(€]?), €] > Ro

J3 Para cada nimero natural 1 < k < n, ewisten constantes My, 5, R, > 0 de modo que se satisface
la estimacion

k kEN+1
: )

1€l > Ry

<t>\ < Myaale?

a
)tZIEP

_ 2
donde N = (% — B)'
La condicién Js suele ser denominada una condicién de elipticidad [Won14, Cap. 10]. Por otro
lado, J3 es un supuesto de control sobre cada derivada de la funcién a lo que permite la obtencién de
multiplicadores (ver Proposicién 1.15). El supuesto Ss > 4n se vuelve necesario cuando estudiamos

inclusiones del espacio Hy" (a) con los espacios potenciales de Bessel (ver Seccién 1.3.1).

En adelante, las constantes M, M}, , son omitidas por ser irrelevantes en los resultados y con-

sideramos R = max(Ry, R1,...,Ry) a lo largo de las distintas estimaciones en cada resultado.

Observacién 1.10. En principio, los pardmetros 3, s > 0 no tienen restriccion, pero dependiendo
de la funcion a estudiar, estos adquieren restricciones naturales. En las siguientes proposiciones,

observamos algunos ejemplos de funciones en la clase jf(R”).

Proposicién 1.9. La funcién a: R — R definida por a(t) =t estd en la clase jS’B(R”) para todo
s>0 con 8 =2.

Demostracion. Es directo ver que la funcién a(t) = ¢ satisface el supuesto J; y Jo con 3 = 2. Para
verificar el supuesto J3, la k-ésima derivada de la funcién a evaluada en el punto ¢ = [£|? viene

dada por

. 1 k=1
2 _ Q(t):
t=[¢] 0 k>1
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Para el caso k =1,

k=1
2

e ©
< (g
< (I

para todo s > 0 y para todo £ € R™. Por lo tanto,

k=1
t

2\ 5 "
‘t:|§|2 (t)‘ < (|£| ) ’ s> O, f cR ,

es decir, la condicién J3 se verifica para el caso k = 1.

Para el caso k > 1,

para todo s > 0 y todo £ € R™. Por lo tanto,

k>1
0

e ®] < (6P 520 e (17

es decir, la condicién J3 se verifica para el caso k > 1 (observemos que (1.7) se satisface incluso
S
cuando 5- — 1 < 0).

Por lo tanto, para cada k > 1, se cumple que

atk‘tzw

para todo s > 0 y todo £ € R™, es decir, se verifica la condicién J3 para todo s > 0 con g =2. O

)

(t)\ < ()G

Un ejemplo méas general que el anterior es el siguiente:

Proposicién 1.10. La funcion a: R — R definida por a(t) = t%/2 estd en la clase TE(R™) para
todo B, s >0

Demostracion. Es directo ver que la funcién a(t) = t8/2 satisface el supuesto Ji y que verifica Jo
con 8 = [3. Para verificar el supuesto J3 observemos que la k-ésima derivada (1 < k < n) de la

funcién a viene dada por

814:

; (t°7%) = Cp (€))7 7F,

)t=|§|2
con Cgp = (8/2)(B/2 —1)---(8/2 — (k — 1)) una constante. Entonces,

oF

| i 07)] = ConiePy?>
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k(S —-2)+1
< e (7)) (1)
para todo |[£| > R para algin R > 0, donde (1.10) se cumple debido a que g—k < g (k (ﬁ — %) + 1)
para todo 1 < k < n y para todo 3, s >0

Por lo tanto, 1 <k <n

)1

N (o A I

=N

k 8/2
o/ )t:w (t8/2)

es decir, la funcién a(t) = t#/2 verifica la condicién J3 para todo 3, s > 0.

En el siguiente ejemplo, observamos que necesitamos restricciones sobre los pardmetros 3, s.

Proposicién 1.11. Una funcion a: R — R de clase C™([0,00]) con derivadas acotadas en el
infinito y que satisface los supuestos J1 — Jo estd en la clase Jsﬁ(R”) para todo B, s > 0 con
Bs > 4n.

Demostracion. Sea a funcién satisfaciendo las hipétesis del enunciado. Para 1 < k < n,

af)

(t)‘ < Cp (1.9)

< Cyl1+ [€1H)7?
< Cra(l¢)?) (1.10)

a
t=[¢]?

1

< Cy(aeP))H(E5)+ (L.11)

para todo || > R, donde (1.9) se cumple por el supuesto de derivadas acotadas, (1.10) por el
supuesto de elipticidad J y (1.11) se cumple por el supuesto Bs > 4n. Por lo tanto,

af‘

es decir, se verifica el supuesto Js. ]

S

a(w' < Cu(a(eP)F 3 s R

t=l¢?

La siguiente proposicién nos dice que una funcién de tipo exponencial estd en la clase JSB (R™).

Proposicién 1.12. La funcién a: R — R definida por a(t) = te, donde ¢ > 0 es una constante,
estd en la clase jsﬁ(R”) para todo B3, s > 0 con s > 4n.

Demostracién. Es directo ver que la funcién a(t) = e satisface la condicién J; — Jo. Para verificar

la condicién J3, (1 < k) tenemos que

af(

(t)‘ = ‘ (k"1 4 cFt)ect

a
t=[¢[? t=|¢|?

< Cl¢|2eclE” (1.12)
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= Cra([¢]*)
s _ 2
= Cra(epy (- A) 1 (1.13)
para todo || > R, donde (1.12) se cumple para |{| > Ry (1.13) se cumple cuando s > 4n. Por
lo tanto,
K 2\ k(55-2)+1
% ‘t:|£|2 a(t)| = Cra(|§[7)" 2" 2/7, €] > R,
es decir, se verifica el supuesto Js. ]

En [BPR19] se define una clase de simbolos, denotada por g? (R™), que permite el estudio de

diversos simbolos para operadores pseudo-diferenciales, entre ellos, el simbolo (1 + |£|?)%/2

que en
la literatura es conocido como el potencial de Bessel. En la siguiente proposiciéon, mostramos que

la clase

Proposicién 1.13. La clase de simbolos QSB(R”) definida en la referencia [BPR19] estd contenida

de manera estricta en la clase jSB(R”).

Demostracion. Sea a € Qsﬂ (R™). El supuesto s > 4n es comun para ambas clases. Por otro lado,
notemos que los supuestos G1 — G2 y J1 — Jo coinciden, luego es suficiente probar que el supuesto
J3 se satisface a partir del supuesto G3. Por condiciones G2 — G3 (omitiendo constantes),

k B
at\ :

Bs _
20| < (g
k(= —2)+1
< a(jg?)" 7
para todo |¢| > R para algin R > 0. Por lo tanto,
oF _alt)

es decir, se cumple el supuesto J;.

k(2 —2)+1
< (g g > R,

a
t=[¢|?

Asi, GP(R™) ¢ JP(R"). Més atin, la inclusién es estricta ya que la funcién a(t) = te estd
en la clase J7 (R™) (Proposicién 1.12) pero no satisface las condiciones de la clase G? (R™). Mas

precisamente, no satisface la condicién G5 de derivadas polinomialmente acotadas. O

La clase jsﬁ (R™) satisface la siguiente relacién de inclusién con respecto al pardmetro s:

Proposicién 1.14. (Relacion de inclusion) Sea [3, s1, so > 0 pardmetros con Bs1 > 4n y s1 < so.

Entonces se cumple la inclusion

Ji(R™) € T3 (R).

Demostracion. Primero que todo, es directo observar que 8ss > 4n cuando 8s; > 4n y s1 < ss.

Sea a € Jfl (R™). Es directo ver que los supuestos J; — Jy se verifican en la clase JsﬁZ (R™) al no
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depender del pardametro so. El supuesto J3 sigue del hecho que la funcién

(‘§|2)k(s/2n—2/,8)+1

s a , €l >R

(para algin R > 0 de modo que se cumpla que 1 < a(|¢|?)) es creciente. O

El siguiente lema es técnico y serd usado en la Proposicion 1.15.

Lema 1.1. (Foérmula de derivadas) Sea [0,00[— R:t — a(t) funcion de clase C™([0,00]). La

k-ésima (1 < k < n) derivada de la funcion [0,00[— R:t — W satisface la siguiente
tqualdad
k P, P,
k (1) (4P (n) (4 Prod
at <(1 +a 7’/2> Z C 1,7 1 + a 7‘/2+j Z C(Pl,j,...,Pn,j)a‘ (t) Y (t)

j=1 (Pt1,j5-sPn.5)
(1.14)

para algunas constantes Cj,., C(plj’“_,pny].) no necesariamente positivas. En la igualdad (1.14),

a®)(t) = 0Fa(t) y los exponentes P, j cumplen las siguientes relaciones patrénicas

= PZ‘J':O sit >k
= Y iR =k

. Z?:l Pij=j

Demostracion. Demostraremos la proposicién mediante el principio de induccién sobre la dimen-

sién n del espacio R™. En el caso n =1, (1 < k < 1), tenemos que

_ 1 1 P11

4 (ratr) = Ciragme0”
donde el resultado se cumple para el primer caso con n = 1 con el exponente P—; j—1 = 1.
Ahora, supongamos que la igualdad (1.14) es vélida para funciones de clase C™(]0,00[). Sea a
una funcién de clase C"1([0, 00[). A partir de la inclusién C™ ([0, c0[) € C™(]0, o0[), la igualdad

(1.14) (1 < k < n) se cumple para la funcién a. Ademds notemos que

1 k 1 . n i (n +1.5
ok (ww) _ ;Ma(t))?"/?ﬂ ST (@)1 (@) (1)) P (ol (1)) P

(Prjses P 5)

con exponente P, ; = 0. (Hemos omitido las constantes Cj,, C( Py j,....P, ;) POT simplicidad en la

escritura). Probaremos que la (n + 1)-ésima derivada de la funcién -7z también satisface el

1
(T+a()

enunciado (nuevamente, por simplicidad en la escritura, omitimos las constantes).

5 (aramyr)
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= i[(_r/Q — PN +a@®)PFaD@) Y (@D (@) (@ (1) (0D (1))
j=1 (P1,jye-sPnj)

FDWra®) T ST [Py @) @ ()70 @ O(0) - (00 (0) P @D 1)
7j=1 (P1,j,-»Pn.j)

44 Pn,j(a(l)(t))Pl’f(a(z) ()29 - (@™ (8)) P = (@D (1)) Prtra=1 ]

n

=2 [=r/2=)A+a(e)™ 2D ST (@) (@ () P (o ) P
j=1 (PrjsesPrj Pat1,5)

> @ra@) T Y Y R @ @) e
j=1 (P1,jye-sPnj,Pry1,j) 1=1

=Y [(=r/2= A +a(@) ™70 3T (@) (@ (0) (@D (1) ]
j=1 (PLjyesPr g Prti,g)

+ (1 +a(t) /> Z ipl’j(a(l)(t))Pll,j . (a(n+1)(t>)Prlz+l,j

(P1 s PrjiPay1y) 1=1
donde Py ; =0, Po1j =1, Py =P+ 1, By =P (i=2,...,n),y,
Pj;j—1 sil=1
Pli=XPi+1 sil=i—1.

P ; otro caso
Para cada j se satisface que
n+1 n+1 n n
DB =P Py =Py ) ) Pyt Py =1+ Py+0=j+1
i=1 i=2 i=2 =1
y de forma andloga obtenemos que
n+1 n+1 n n
Y iPf; = 1P+ iPf = (Pij+1)+ ) iPj+(n+1)Pi =1+ iPij+(n+1)0=k+1.
i—1 i=2 i=2 =1
Andlogamente, para cada j,,
n+1
Y Ply=Pl i+ P4+ P+ Pl P Py
i=1
=P j+P;+ --+P;—-1+Pij+1+--+P,;+1
n
=Y Pj+l=j+1
i=1
ademaés de
n+1 n+1
diPlj= ) iR +IP + (1 1)
i=1 i=1, i1, i#l+1
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n+1
= > P +IPy - 1)+ 1+ 1)(Pyry+ 1)
i=1,i#l, i#l+1
n+1
= > iPj+IPj+(1+1) Py +1
i=1,i#l, i#l+1

n
=> iPj+1=k+1
i=1

Por lo tanto, la igualdad (1.14) también es vélida en el caso de dimensién n + 1. Por principio

de induccién, lo es para cualquier n € N niimero natural. ]

En las dos siguientes proposiciones, obtenemos multiplicadores de Fourier para espacios LP con

peso a partir de funciones en la clase J& (R™).

Proposicién 1.15. (Primer multiplicador) Sea w € A,(R™) un peso de Muckenhoupt y una fun-

cién a € J2(R"). Para cada r > s, la funcién

1
R"5R:{— —n—————
TERT(ERITE
es un multiplicador de Fourier para L4, (R™).
Demostracion. Sea r > s. Probaremos que la funcién
1

[0,00[— R: t Ara@)?

satisface la condicién de Lizorkin radial. Por la férmula de derivadas (Lema 1.1) junto con las

relaciones sobre los exponentes P j, tenemos que (omitiendo constantes y también la suma sobre

7);

] : ! W ey L g (1g12y
' ‘t=\€|2 ((1+a(t))r/2>‘ = (1 + a(j[2)) 72+ | (1€17) (1€%)
< Ty aremyr e gy
1 L (EN+1)P;
= wraggmy
1 .
= G agepyr e
< e (L (g

= W+ alleP)) 7>
= (1+a(jg) /2
= (1+ a(jef)) 72

para todo |£| > R. Por lo tanto,

k 1 al1€12))EN—7/2
8t ‘t=|f|2 <(1 + au»,«/g)’ < (1 + (|£’ )) > ‘£| > R. (1.15)
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Por otro lado, por el supuesto de elipticidad sobre la funcién a (supuesto Ja),
2\k 2\\ 2k
L+ [EF)" <A +a(lE])?", ¢l > R, (1.16)

entonces por (1.15) y (1.16),

168 o] (g )| < 0 +al6D P+ iy
— (1+a(‘§|2)) k+kN—r/2
< (1+a(lgP)) =3 (1.17)
= (1+a(l¢[*))2" (1.18)
<1 (1.19)

donde (1.17) sigue de la definicién de N = 5~ — 2

5 (1.18) de los valores 1 < k < ny (1.19) del

supuesto r > s. Por lo tanto,

(L+[g* <1, [[>R,

‘t 2 <(1+a1(t))/2> '

es decir, la funcién t — ﬁ satisface la condicion de Lizorkin radial, luego por Corolario 1.1,

(1+a(t)
—5 es un multiplicador de Fourier para el espacio L, (R™).

L . 1
la funcién radial € — (1+a([€[?))

d

Proposicién 1.16. (Segundo multiplicador) Sea w € Ap(R™) un peso de Muckenhoupt y una
funcion a € jf(R”). Para cada r > 0, la funcion

(1+ lef*)/?

R*" > R: £
(1 + a(e2y)? (+F%)

es un multiplicador de Fourier para L, (R™).

Demostracion. La demostracion es andloga a la Proposicién 1.15 junto con la regla de Leibniz. Sea

so =58+ %T Probaremos que la funcién

(14t)/?
(1+ a(t))=o/2

satisface la condicién de Lizorkin. Por regla de Leibniz se cumple que (omitiendo constantes),

[0,00[— R: ¢ +—

r k m m
ok (1+1)7/2 _ Z(l )/ Z AH(a(i)(t))Pi,j
(1 4 a<t))so/2 — J:O 1 + a So/2+] paley )

(donde a®(t) = dia(t)), luego

(1+12)7/2 )

1
rielf o], ( {0+ a(@)re

(1 + al€P)) 0+
= (L[R2 2m (1 + a(fe )™=/

2

< (14 a(|€?) 30727 (1 + a(fe[?))mN 50/ (1.20)

< (L PR+ P2t (1 +a(lgf?))mN+
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—2 (1.21)
(1.22)

para todo || > R, donde (1.20) sigue del supuesto de elipticidad de la funcién a (supuesto Js),

(1.21) de la definicién de N = 5~ — % y (1.22) de los valores 1 < m < k < n. Por lo tanto, para

cada 1 < k < n (omitiendo constantes),

1+ €] k ak) —( <1, > R,

( ’f‘ ) t t=|§|2 (1 —|—a(t2))50/2 — |§’
para todo |[¢| > R, es decir, la funcién ¢ — %, satisface la condicién de Lizorkin radial, luego
por Corolario 1.1, la funcién £ — AHED2 o5 un multiplicador de Fourier para L%, (R™). O

(1+a(lg[?))*0/2

Teorema 1.3. Sea w € A,(R"™) un peso de Muckenhoupt y una funcion a € jsﬁ(R”). El operador
T: LP(R"™) — LE,(R™) definido por

- (1t ()

es lineal, inyectivo y acotado.

Demostracién. Sea u € LP(R™), luego —%~— € L4, (R™). Entonces

wl/p
T = |7 (et (o))
s (1 +a(l€®)/2 \wt/?/ ][ 15 gny
u
< —_— .
< G H wl/P’ LY, (R™) (123
— 1/p_Y
Cow Hw wl/P’ LP(R™)

= Cpw [ull Lo (mrn)

donde (1.23) sigue del hecho de que la funcién & +— -7z €s un multiplicador de Fourier

1
(1+a([€]?))
para el espacio L, (R") (Proposicién 1.15). Por lo tanto,

1T ()l 22, ey < Cpyw ll0ll o eny »

es decir, el operador T es acotado. La linealidad del operador T es consecuencia de la linealidad de
la transformada de Fourier. La inyectividad se obtiene del hecho de que la transformada de Fourier

es un isomorfismo sobre el espacio de distribuciones temperadas [Wonl4, Teo. 5.9]. Ul
Corolario 1.2. El operador T': LP(R™) — Rango(T) es un isomorfismo. Su operador inverso es
T (w) = w!PF (1 a(lg?) ()

Observacion 1.11. A partir de la propiedad de isomorfismo, el rango del operador T puede ser
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escrito por

Rango(T) = {u € LA (R"): T~ *(u) € LP(R™)}

1.3 El espacio H:?(a)

La Observacién 1.11 motiva la definicién del siguiente subespacio de L%, (R™):

Definicién 1.13. (El espacio) Sea w € Ap(R"™) un peso de Muckenhoupt y una funcion a €
TP (R™). Denotamos por HyP (a) al espacio definido por

H3?(a) = {u € L ®"): w!PF (1 +allgP))2a(e) ) € LP(R™) |
Observacién 1.12. Por construccion, el espacio Hy'(a) es no trivial: una funcion u € L, (R™)
estd en Hy?(a) siy solo si w="T(f) para algin f € LP(R").
Observacién 1.13. Sea a € J. (R™). El espacio Hy'*(a) también estd bien definido para sy > s1
por la inclusion de las clases J2 (R™) C JE(R™) (Proposicién 1.14).

Teorema 1.4. (Espacio de Banach) El espacio Hy¥(a) es un espacio de Banach isométricamente

isomorfo a LP(R™).

Demostracién. Por construccion, el espacio Hy”(a) es el rango del isomorfismo dado por la apli-
cacién T': LP(R™) — Rango(T') del Corolario 1.2. Una isometria preserva la propiedad de comple-
titud [NS00, Teo. 3.13.6] y LP(R") es un espacio de Banach. Por lo tanto, Hy;"(a) es un espacio de

Banach. Naturalmente, la norma es

lilzzoay = 1T oy = [0 77 (4 alle)a(0))|

LP(R")
O

Observacién 1.14. En el caso p = 2, el espacio H{Z’Q(a es un espacio de Hilbert isométricamente
isomorfo a L*(R™). El producto interno (-, -)Hs,z(a): H?(a) x Hy?(a) — C es

() sty = (T (W), T (0)) g2 gan)

= [ w@PF (1 ) a) ) @ F (W + alléP)Pao) (o) do

1.3.1 Relaciones de inclusién del espacio H:"(a)

En esta seccién presentamos algunas inclusiones del espacio H.;”(a) sobre algunos espacios de
funciones. Primero presentamos algunos resultados preliminares de inclusiones del espacio potencial
de Bessel con peso, el espacio LP con peso, etc. Posteriormente presentamos las inclusiones del
espacio Hy"(a). Como es usual, si X, Y son espacios de Banach, la notacién X < Y significa una
inclusién continua del espacio X en Y. Més precisamente, ||ully, < C'|lu||y para alguna constante
C>0.
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Relaciones de inclusion preliminares

Los siguientes resultados son preliminares. Se presentan relaciones de inclusiéon de los espacios
potenciales de Bessel con peso cuando el peso satisface una condicién técnica que en este trabajo

denominamos “condicién diddica”.

Definicién 1.14. (Cubo diddico) Sea n € Ny un nimero entero no negativo y m € Z" una n-upla.
Denotamos por Qpnm al n-cubo (con lados paralelos a los ejes de coordenadas) con centro 27"m y
lados de longitud 277,

Definicién 1.15. (Condicion diddica) Sea s1, s2 € R,1 < p1, p2 < 0o pardmetros, wi € A, (R™), wy €
Ay, (R™) pesos de Muckenhoupt. Decimos que los pesos wi, we satisfacen la condicion diddica

Cs1pr,sa,p0 St S€ cumple que

1 1/p2
sup  27(szms1) (/ wa(z) da:) < 00.
neNg, mezZn n,m

</ mwl($)d$>1/p1

En las siguientes proposiciones mostramos algunas caracterizaciones de pesos satisfaciendo

condiciones del tipo Cs, p, s, p,- También presentamos algunos ejemplos concretos.

Proposicién 1.17. Sea w € Ap(R™) un peso de Muckenhoupt. Los pesos w1 = we = w satisfacen

la condicion diddica Cy, p s, p para cualquier s1 < sa.

Demostracion. Basta observar que

1/p
9—n(s2—51) 1 7 (/ w(z) da;) =97 s2ms1) <
(an,m w(x) dx) n,m

para todo € Ny y para todo cubo diddico @y, es decir, la condicién diddica Cs, ps,p se

satisface. O

Proposicién 1.18. Sea 1 < p1 < ps < 00 y wi € Ay (R™) un peso de Muckenhoupt con 0 <
C < wy para alguna constante C y wa € Ap, (R™) el peso de Muckenhoupt constante definido por

wy = 1. Los pesos wy, wy satisfacen la condicion diddica Cs, p, so.p, cuando si+mn/p1 < sa+n/ps.

Demostracion. Por el supuesto 0 < C' < w; se cumple que

c2 M = C/ < / wi(x) de.
n,m n,m

Por el peso constante ws tenemos que

/ wo(x) de =27,

n,m
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luego

1/P2 _

9—n(s2—s1) 1 dr < 9~ n(s2—s1) RN 22
1/ - C1/p Q_Zl

R 1

1
T COl/m
1

- Cl/p
1
Cl/p

9—n(s2—s1)9—nm(1/p2—1/p1)

9—nl(s2+n/p2)—(s1+n/p1)]

<

Por lo tanto,

1 1/p2
sup 27727 1/p1 </ dw) =
n€Ng, meZ (an,m w(.CC) da:) n,m

es decir, los pesos w1 = w, wo = 1 satisfacen la condicién diddica Cs, p, s0,po- O

Corolario 1.3. Sea 1 < p; < pa < 0o pardmetros, wi € Ay, (R™) el peso de Muckenhoupt definido
por wi(xz) = (14 |z])” donde 0 <y < n(p1 —1) y w2 € A, (R™) el peso de Muckenhoupt constante

wo = 1. Entonces los pesos wi, wa satisfacen la condicion diddica Cs, p, s, p, Para cualquier s; < s3.

Demostracion. Se sigue de la Proposicién 1.18 junto al hecho de que 1 < (1 + |z])7. O

Proposicién 1.19. Sea s; < s9, 1 < p1 < pa < oo pardmetros, wy € Ap, (R"™) el peso de Muc-
kenhoupt definido por wi(x) = |z|7 donde —n < v < n(p1 — 1) y we € A, (R") el peso de
Muckenhoupt constante definido por we = 1. Los pesos wy, wa satisfacen la condicion diddica

Cs, p1.saps St Y S0lo si s+ (n+7)/p1 < sg+n/p2, s1+n/p1 < s2+n/ps.
Demostracion. La proposicién es un caso particular de la proposicién 4.1 en [MV14]. O
En los siguientes resultados presentamos diversas relaciones de inclusién de espacios potenciales

de Bessel relacionadas con condiciones diddicas.

Teorema 1.5. (Inclusion entre los espacios potenciales de Bessel con peso) Sea s1 < s2,1 <
p1 < p2 < 0o pardmetros, wi € Ap, (R™), wy € Ap, (R™) pesos de Muckenhoupt. Los pesos wi, wo

satisfacen la condicion diddica Cs, p, so.p, St Y SOl0 i
$2,P1 n S1,P2 n
‘le’ (R ) — H’UJQ’ (R )
Demostracion. La proposicién es un caso particular (con funciones de valor escalar) del Teorema

1.3 en [MV14] O

Corolario 1.4. Sea s > 0,1 < p; < pp < 0o pardmetros, wy € A, (R"), wy € Ap, (R™) pesos de

Muckenhoupt. Los pesos w1, wa satisfacen la condicion diddica Cop, s p, St Y solo si

HiPY(R"™) — LE2 (R™) (1.24)
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Demostracion. La inclusién es un caso particular del Teorema 1.5 con s1 = 0, so = s (Ver también
Teorema 8.2 en [DG24]). O

Proposicién 1.20. Sea s1 < s, w € Ap(R™) un peso de Muckenhoupt. Entonces

HpP(R?) — Hy P(RY)

Demostracion. La inclusién es un caso particular de la Proposicién 1.8 en [HS08] O

Relaciones de inclusién del espacio H,;"(a)

., . . . S . . .
En esta subsubseccién, presentamos las inclusiones del espacio Hy” (a) en distintos espacios de

funciones.

Proposicién 1.21. (Inclusidn con el espacio LP con peso) Sea w € Ap(R™) un peso de Muc-

kenhoupt y una funcién a € jS’B(R"). Entonces se cumple la inclusion

HyP(a) — Ly, (R")
Demostracidén. Sea u € Hy' (a), entonces
1
— -1(_ - -1 2\\8/2
iz = |7 (a7 (@ + atieyam))])

< Gy ||F 1 (04 allgP)2h) )|

= Cpuo [0 "F 7 (1 + alle2) (k)|

Li(R™)

(1.25)

L3 (Rm)

LP(R™)
= Cp,w HUHHf,J’p(a)

donde (1.25) sigue del hecho que la funcién £ — W es un multiplicador de Fourier para
LY, (R™) (Proposicién 1.15). Por lo tanto,

HUHLZ}(RTL) < Cp,w ||u”HfU‘p(a) )

es decir, Hy? (a) — LE,(R™). O

Proposicién 1.22. (Inclusion con el espacio potencial de Bessel con peso) Sea w € A,(R™) un

peso de Muckenhoupt. Para cada r > 0, se cumple la inclusion

s+ p

Hy, (a) — HP(R™).

Demostracion. Sea sg 1= s + % Primero que todo, si a € ﬂﬁ(R”), entonces a € jsg (R™) ya que

+3, . . +%,
s < sp (Observacién 1.13), luego el espacio H, ° p(a) est bien definido. Sea u € Hy ° p(a),

entonces

lull ey = || 7 (1 + 16P)728) )|

Li(R™)
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(1+ a([¢]?))%0/?
<G (045506,

= s |[w!7F7 (0 + allgP)i0))|

_ H 7 < WP 2 e (a +a<|s|2>>50/2a<5>)}>

LY, (R™)

(1.26)

LP(R™)
= Upw Hu”Hf;})’p(a)

donde la desigualdad (1.26) sigue del hecho de que la funcién & — M es un multiplicador
(1+a(l€]2))%0/

de Fourier para L},(R™) (Proposicién 1.16). Por lo tanto,

HUHH;”’(R") < Cpuw HUHH;O’P(,I) ’

2r

. 5+77p
es decir, H,, *

(a) — HLP(R™). O

Corolario 1.5. Sea w € Ay(R™) un peso de Muckenhoupt y una funcion a € jsﬁ/Q(R"). Entonces

se cumple la inclusion

Bs
HyP(a) < Hy' "(R")

Demostracion. Sea r = % yaé€ \752(1@"). Por Proposicién 1.22 tenemos que

H3P(a) = H**"/(a) — HP(R™)
Por lo tanto,
Zep
H:P(a) — Hy' ™ (R™).

O]

Las siguientes dos proposiciones son resultados de regularidad sobre el espacio Hy”(a). En
adelante, para evitar una mayor introduccién de pardmetros en los diversos resultados, damos la

siguiente convencién: la inclusion
HP(R") — H"P(R")

donde w € Ap(R™) es un peso de Muckenhoupt tal que los pesos wi = w, wp = 1 satisfacen la
condicién diddica Cy ., se cumple por el Teorema 1.5 en el sentido de que el pardmetro r en el
espacio H"P(R™) es algin nimero real r~ tal que 7~ < 7, es decir, denotamos al pardmetro 7~ por

la misma notacién r.

Proposicién 1.23. Sea 3, s > 0 con s > 4n, w € A,(R"™) un peso de Muckenhoupt tal que los

pesos wi = w, wy = 1 satisfacen la condicion diddica C,p . Entonces se cumple la inclusion

HY 7P (a) = C*(R™) N L (R™)

donde a = r —n/p.
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2r
> s+
Demostracion. Sea u € Hy,, ” (a), entonces

s—&-%r

Hy, " (a) = HP(R") — H"P(R") — C*(R") N L*=°(R")

donde la primera inclusién sigue del Proposicién 1.22; la segunda inclusion del Teorema 1.5 y la
tercera inclusién (inclusién de Sobolev) del Teorema 3.4 (v) en [Now20, Sec. 3, Teo. 3.4 (iv)], [BO13,
Sec. 2, Ec. (2.1)]).

O
Corolario 1.6. Sea 3, s > 0 con s > 4n pardmetros, w € A,(R™) un peso de Muckenhoupt tal que

los pesos w1 = w, wy = 1 satisfacen la condicion diddica Cggjyp gs/ap Y una funcion a € \752( ™)

. Entonces se cumple la inclusion
H;P(a) — C*(R"™) N L (R") (1.27)

donde o« = %

n
p

Demostracién. Sea u € Hy' (a). Entonces

2+2r,
HP(a) = Hy 7P (a)  C¥R™) N L2(RY) (1.28)
donde la inclusién sigue de la Proposicion 1.23 con r = % O

El siguiente teorema nos dice que los espacios Hy? (a) forman una escala decreciente de espacios
de Banach:

Teorema 1.6. (Escala decreciente de espacios) Sea B, s1, so > 0 con B(s2 — s1) > 4n, s1 < s9
pardmetros, w € A,(R™) un peso de Muckenhoupt y una funcion a € JSBQ_Sl(R"). Entonces se

cumple la inclusion

H;Q’p(a) [N val ,P(a)

Demostracion. Sea u € H:?(a), entonces

Il sy = w77 (0 + alleP)" 2a(©)) |

LP(R™)

a 2\\s1/2
— Jr—l ((1 + (‘€| )) F []—'_1(1+a(|§]2))82/2ﬂ(§)]>

(1+a(lgf?))==/2

L (R™)
1

7 <<1 T aER)
< G H}Fl ((1 + a(’£|2))32/2a(§)>‘ L5, (R)

= Gy w77 (1 + a2 2a6) )|

s [P+ ol a(9)])

1%, (R")
(1.29)

Lr(R™)

= “pw HUHH{i?’p(a)
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1
1+a([€]?))
(R™) (Proposicién 1.15). Por lo tanto,

donde (1.29) sigue del hecho de que la funcién & — (
para L%, (R™) cuando a € J, p

So—S1

;=572 ©s un multiplicador de Fourier

”uHHful’P(a) < Cpw ||U”H;2(a) ’

es decir, Hy?P(a) — Hy'P(a). O

Proposicién 1.24. (Inclusion entre pesos) Sean wi, we € A,(R™) pesos de Muckenhoupt con

w1 < wy. Entonces se cumple la inclusion

HyP(a) = Hyp(a)

Demostracién. Sea u € Hy? (a), entonces,

_ o/2 P
iy = [ wr@) |77 (05 aleP) i) @ da
R p
< [ ) |7 (0 aleP)Pae) @) do (1.30)
_ p
= ||“HH;,§(,1)
donde (1.30) sigue del supuesto w; < we. Por lo tanto,
ullzsr @) < vl gy »
es decir, HyY (a) — HyF(a). O

Observacion 1.15. Las inclusiones en esta seccion también son vdlidas sobre algun subconjunto
abierto convexo 0 C R™ puesto que la frontera de un conjunto convero en R™ tiene medida cero.

Mds precisamente, Q \ Q tiene medida nula.

1.4 Una clase de simbolos y operadores pseudo-diferenciales

Definicién 1.16. (Clase de simbolos) Denotamos por Sgp(R" x R™) al conjunto de todas las
funciones o q: R™ X R" — R definidas por

Tw.alw,€) = w(@)' (1 + a(€)?

donde w € Ap(R™) ya € %B(R”). El conjunto SQP(R” x R™) se denomina una clase de simbolos

Y una funcion oyq € Sg,p(R” x R™) se denomina un simbolo. La parte espacial del simbolo oy,

viene dada por la funcion x — w(z)? y la parte de frecuencia, por & — (1 + a(|¢|2))*/2.

Observacién 1.16. Si a € \752(1&"), entonces a € J2(R") debido a que s/2 < s (Proposi-
cion 1.14). Esta observacion permite considerar un simbolo o, , € Sﬁp(R” x R™) proveniente de

una funcién a desde la clase jsﬁ/Q(R").

En las siguientes proposiciones presentamos ejemplos de simbolos en la clase Ssﬁ, »(R™ x R™)
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Proposicién 1.25. Sea f =2,5 > 2n y —n < v < n(p —1). La funcion oy q(x,&) = |lz[7/P(1 +

|§|2)5/2 es un simbolo en la clase Sﬁ?,p(R” x R™).

Demostracion. Sigue del hecho de que la funcién a(t) = t estd en la clase JSB(R”) y el peso

w(x) = |x|7 estd en la clase de Muckenhoupt A,(R") cuando —n <y < n(p —1). O

Proposicién 1.26. Sea 5,5 > 0 con s > 4n y —n < v < n(p — 1). La funcion oyq(z,§) =
12|71 + |€2e%1") es un simbolo en la clase S2,(R™ x R™)

Demostracion. Se sigue del hecho de que la funcién a(t) = e esté en la clase JZ(R™) para
Bs > 4n (Proposicién 1.12) y el peso w(z) = |z|7 esté en la clase de Muckenhoupt A,(R™) cuando
—n <7y <n(p-—1). O

A partir de la clase de simbolos Sﬁ »(R"™ x R™) junto con el espacio Hy" (a), podemos definir un
operador pseudo-diferencial como sigue:

Definicién 1.17. (El operador) Sea 04,4 un simbolo en la clase Ssﬁ,p(R" x R™). Definimos el

operador lineal A: D(A) C LE,(R™) — LP(R™) por
Alu) = w7 F (L +a(gP) (), ue D)

con dominio D(A) = Hy"(a). Denominamos al operador A como el operador pseudo-diferencial

asociado al simbolo 0y, 4.
Observacién 1.17. El operador A es invertible ya que A = T~ donde T es el operador en el
Corolario 1.2.

La siguiente definicién es formal pero es ttil para entender el concepto de operador pseudo-

diferencial como una representacién integral a partir de un simbolo:

Definicién 1.18. (Operador pseudo-diferencial formal) Sea o: R™ x R" — C una funcion. Un

operador P definido por

(Pu)@) = [ eionga)ds, = er

n

se denomina (formalmente) un operador pseudo-diferencial. La funcion o se denomina el simbolo

del operador P.

Observacién 1.18. El operador A es formalmente un operador pseudo-diferencial:
(A())(@) = w(@) "F~ (1 +allg)?a(©)) (@)

W@ [ (1 allg) () de

[ e Eut@) 71+ el (e de

n

= / eiw.gaw,a(x’ g)ﬂ(f) dg
Rn
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para x € R", uw € D(A) y donde oy, es un simbolo en la clase SﬁP(R” x R™). Por lo tanto,
(A)@) = [ e oa(n ) & @R ue DA,

es decir, el operador A es un operador pseudo-diferencial con simbolo o, 4 € Sﬁp(Rn x R™) definido
por ou.a(2,€) = w(@) (1 + a(|E])*/>.

1.5 Problema lineal y no lineal

En esta seccién estudiamos la solubilidad del problema lineal y no lineal asociado al operador
A. En la primera subseccién, estudiamos el problema en un contexto no radial. En la segunda

subseccion, en un contexto radial.

1.5.1 Problema lineal y no lineal

En esta subseccién, estudiamos la solubilidad del problema lineal A(u) = f. Posteriormente,

estudiamos el problema no lineal A(u) = V(-,u) con métodos de punto fijo.

Teorema 1.7. (Primer problema lineal) Sea 0,4 € Sgp(R” x R™) un simbolo y A el operador

pseudo-diferencial asociado al simbolo oy, 4. Para cada f € LP(R™), el problema lineal
Alu)=f (1.31)

tiene una tnica solucion uy € Hy’(a). Adicionalmente, lull gz oy = 1l Lo gy -

Demostracion. Sea f € LP(R™). El operador A es invertible (Observaciéon 1.17), luego la tnica

solucién del problema (1.31) es

T 1 T
up = ANf) = F! ((1+a(yg\2))5/2(wl/”>(§)>

conuy € D(A) = Hy"(a). Ademas [|uy |l yon o) = A oy = [[AAT D] 1oy = 1o n)-

O
Teorema 1.8. (Segundo problema lineal) Sea s > r, oy q € SEP(R" x R™) con a € JS’B_T(]R”) y A
el operador pseudo-diferencial asociado al simbolo oy q. Para cada f = w'/Pg con g € Hy "P(a),

el problema lineal
A(u)=f (1.32)

tiene una tnica solucion uy € Hy"(a).

Demostracion. El problema lineal (1.32) es equivalente a

WP F (L + a(lg?) %)) = f (1.33)
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la dnica solucién de (1.33) es

_ 1 T
u = <<1 +a(l€?)772 <w1/p>(5)>

donde uy € Hy"(a) ya que

s gy = ||/ (1 + allg2)2a7(6) )|

—

= wirF <<1+a<\512>><“>/2( ! )(&))

wl/p

LP(Rn

LP(R™)

A ((1 + a(\§|2))(84)/2§(€))‘ Lr(R™)

= gl gz (a) - (1.34)

donde (1.34) es finito por el supuesto g € Hy, '*(a). Por lo tanto,

HUfHHvaP(a) = ||9||H5J—’“(a)a
es decir, uy € Hy"(a).
O
Observacion 1.19. Observemos que con el peso de Muckenhoupt constante w = 1 y la fun-
cién a(t) = t, los espacios Hy"(a), Hy "F(a) coinciden con los espacios potenciales de Bessel

H*P(R™), H57"P(R™) respectivamente. Este caso corresponde al hecho conocido que el operador de

Bessel fraccionario (I — A)'/? es un isomorfismo (en nuestro caso, para r < s)
(I — A)/2: HP(R™) — H*~"P(R™)
(ver [Haz12])
A partir de la solubilidad del problema lineal asociado al operador A (Teorema 1.7) estamos

en condiciones de investigar el problema no lineal asociado a este operador mediante métodos de

punto fijo.

La siguiente definiciéon de un operador, conocida en la literatura como un operador de Nemytskii
(ver [Prel3, Cap 9., Sec. 9.1]), es formal, puesto que no se define el dominio de este operador, pero

es util para desarrollar cierta terminologia a lo largo del trabajo.

Definicién 1.19. (Operador de Nemytskii u operador de superposicion) Sea V: R™ x R — C una

funcion medible. El operador
u— V(- u)

se denomina un operador de Nemytskii u operador de superposicion asociado a la funcion V.
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La siguiente condicién es usual en el estudio de problemas no lineales:

Definicién 1.20. (Condicion de Lipschitz global) Una funcion medible V: R™ x R — C satisface

la condicion de Lipschitz global (en la variable y) si satisface
’V(xayQ) - V(‘Tvy?” < ‘h‘<x)”y1 - y2‘7 T e Rna Y1, Y2 € R (135)
para alguna funcion h € L= (R™).

Lema 1.2. Sea 8, s > 0 con s > 4n pardmetros, w € Ap(R™) un peso de Muckenhoupt tal que
los pesos w1 = w, wg =1 satisfacen la condicion diddica Cggyp gs/a,p Y una funcion a € jf/Q(]R").

Entonces se cumplen las inclusiones

Bs s
H3P(a) < Hyg P(RY) < HTPR") < LP(RY)

Demostracion. La primera inclusién sigue del Proposicion 1.22; la segunda inclusién del Teore-
ma 1.5 y la tercera inclusién de las conocidas inclusiones de potenciales de Bessel [HVW24, Cap.
14, Sec. 14.7, Teo. 14.7.1]. O

Teorema 1.9. (Primer problema no lineal) Sea 3, s > 0 pardmetros con s > 4n , w € A,(R™) un
peso de Muckenhoupt tal que los pesos w1 = w, wa = 1 satisfacen la condicion diddica Cgg 4, gs/4
una funcion a € jfh
Lipschitz global con peso (1.35) junto con el supuesto adicional V (-,0) € LP(R™). Entonces para

7p}
(R™), y una funcion medible V : R™ x R — C satisfaciendo la condicion de

cada § > 0 suficientemente pequeno, el problema no lineal
A(u) =6V (-, u) (1.36)

. ,oo. .z S
tiene una unica solucion u € Hy"(a).

Demostracion. Como primer paso en la demostracién probaremos que el operador de Nemytskii
LP(R™) = LP(R™): u— V(-,u)
estd bien definido. Mds precisamente, que es acotado, es decir, que se cumple
IV )lny < Nllzngan) + 1V G 0) o)
Por la condicién de Lipschitz global (1.35) junto con la desigualdad triangular,
V()| < [V(w,y) = V(w,0)] + V(@ 0)] < [h(@)lly] + |V (z,0)]
y por una desigualdad elemental® (omitiendo constantes),

[V (@, )" < [h(@)Ply” + [V (z,0)]",

@la 4 P < 27(|a|” + [b|P), p > 0,a,b € C, [Gar07, Cap. 5, Sec. 5.1]
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se sigue que,

IV gy = /R V() de
< [ (Pl + v, 0) d
.
< Nl ) /R Iu(w)lpdm/n V(2,0) da

= 1o oy Nl ey + IV G O ey

asi

IV W)llpo@ny < 1Al poo ey [l Lo@ny + 1V E Ol Lo ny » (1.37)

es decir, V(-,u) € LP(R™) cuando v € LP(R™). Por lo tanto, el operador de Nemytskii estd bien
definido.

Como segundo paso en la demostracién, probaremos que el operador lineal R: Hy" (a) — Hy?

definido por R(u) = v, donde v, es la tnica solucién en Hy”(a) del problema lineal
A(v) =0V (-, u), (1.38)

estd bien definido y tiene un punto fijo en el espacio Hy' (a). Sea u € HyP(a). Por Lema 1.2 se
cumplen las inclusiones Hy"(a) < Hu%s’p(R”) — H%vp(]R{") — LP(R™), luego u € LP(R™) y por
(1.37) obtenemos que V(-,u) € LP(R"). Se sigue del Teorema 1.7 que el problema lineal (1.38)
tiene una tnica solucién v, € Hy” (a). Por lo tanto, R es un operador bien definido como operador
de Hy?(a) en Hy"(a). Adicionalmente, el operador R es una contraccién: sea ui, ug € Hy'(a),
por la linealidad del operador A tenemos que R(u1) — R(uz) = 6 (V(-,u1) — V(-,u2)) es la tnica
solucién del problema no lineal A(v) = (V(-,u1) — V(-,u2)), entonces

[R(u1) — R(u2)ll ggr () = 10w = Vusll e a)
= [|A(va, — Uuz)HLp(]Rn)

=6V (-, w) = V(- u2)ll po(rey

< 0 [[h(ur — u2)l Lo (rey (1.39)
<9 HhHLoo R") [Jur — U2||Lp (R™) (1.40)
< eyl = vzl 5 (141)
< O ol s w2, (142)
<90 HhHLoo(Rn) [Jur — U2HHfU’P(a) (1.43)
< lur = el ggp o (1.44)

donde (1.39) sigue de la condicién de Lipschitz global (1.35), (1.40) de la desigualdad de Hélder,
Bs s
(1.41)-(1.43) de las inclusiones HyP(a) < H, *(R") — H%’p(R") — LP(R™) (Lema 1.2) y (1.44)
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se cumple cuando 0 < § < m Por lo tanto

[R(u1) — R(ua) |l grypay < llur — wall ggra) »

es decir, el operador R es una contracciéon. Finalmente, por el Teorema del punto fijo de Banach
[Jos05, Cap. 4, Teo. 4.7], existe una tnica funcién v € Hy”(a) tal que R(u) = wu, es decir, el

problema no lineal (1.36) tiene una tnica solucién en el espacio Hy?” (a). O

Observacién 1.20. Con el pesow = 1 obtenemos solucién del problema no lineal (1+-a(—A))*/?(u) =
OV (-,u) en el espacio H*P(a).
A continuacién presentamos una versién con peso de la condicién de Lipschitz global:

Definicién 1.21. (Condicion de Lipschitz global con peso) Sea w € A,(R™) un peso de Muc-
kenhoupt. Una funcién medible V: R™ x R — C satisface la condicion de Lipschitz global (en la

variable y) si satisface
V(w,y1) = V(z,g2)| < |h(@)lw(@) Py —yel, @ €R" g1, R (1.45)
para alguna funcion h € L (R™).

Observacion 1.21. Notemos que con el peso de Muckenhoupt constante w = 1 la Definicion 1.21

coincide con la Definicion 1.20.

Teorema 1.10. (Variante del primer problema no lineal) Sea w € A,(R™) un peso de Muckenhoupt
, una funcion a € JSB(R”). y una funcion medible V : R™ x R — C satisfaciendo la condicion de
Lipschitz global con peso (1.45) junto con el supuesto adicional V (-,0) € LP(R™). Entonces, para

cada § > 0 suficientemente pequeno, el problema no lineal
A(u) =6V (-, u) (1.46)

. Lo . . s,
tiene una unica solucion u € Hy"(a).

Demostracion. Como primer paso en la demostracién, probaremos que el operador de Nemytskii
LP(R™) — LP(R"): u+— V (-, u)
esta bien definido. Mds precisamente, que es acotado es decir,
IVl po@ny < llullp @ry + 11V E O o @ny -
Por la condicién de Lipschitz global con peso (1.45) junto con la desigualdad triangular,
1
V(z,9)| < [V(w,y) = V(@,0)| + [V (2,0)] < |h(x)w(@)"/Ply| + [V (z,0)],
y por una desigualdad elemental® (omitiendo constantes),

[V (z,9)[" < ([h(x)[Pw(@)]yl” + [V (z,0)["), (1.47)

®la 4P < 27(|a|” + |b|P), p > 0,a,b € C, [Gar07, Cap. 5, Sec. 5.1]
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se sigue que,

IV C oy = [ Vi ula))l?do.

< / (Ih(@)Pw(@)|u(@)P + |V (2, 0)) de (1.48)
Rn

= [tz o FIVE Ol

< . 1/p . . )

< lgeeqeey [P, g F IV Oy (1.49)

= 1Al oo ey llull 2,y + 11V (5 Ol o ey
donde (1.48) sigue de (1.47) y (1.49) de la Desigualdad de Holder. Por lo tanto,

IV ull po@ny < N0l Lo @y llull g, @y + 1V O oy » (1.50)
es decir, V(-,u) € LP(R") cuando u € L, (R™).

Como segundo paso en la demostracién, probaremos que el operador lineal R: Hy’(a) —

HP(a) definido por R(u) = v, donde v, es la tnica solucién en H,?*(a) del problema lineal
A(v) =0V (-, u), (1.51)

estd bien definido. Sea u € Hy?(a), por definicién, u € LE,(R™), luego por (1.50) obtenemos que
OV (-,u) € LP(R™). Se sigue del Teorema 1.7, que el problema lineal (1.51) tiene una unica solucién
vy € Hy"(a). Por lo tanto, R es un operador bien definido como operador de Hy”(a) en HyP(a).

Adicionalmente, el operador R es una contraccién: Sea u1, uz € Hy? (a), entonces
[1R(u1) = R(u2)ll e (@) = 10w = Vus L zge a)

= [[A(vuy = vus) | Lo ey

=9 HV(a ul) - V('a U’Q)”LP(RTL)

< 1/p _ ’ .

_5th (= w)f (1.52)
P (. —

< 8l | P )|,

= 0[] oo (my llur — w2l 3 (g

<4 HhHLoo(Rn) ”Ul - UzHHfum(a) (1.53)

< Jur — vl g (o) (1.54)

donde (1.52) sigue de la condicién de Lipschitz global con peso w (1.45), (1.53) de la inclusién
Hy? — LE(R™) (Proposicién 1.21) y (1.54) se cumple cuando 0 < § < W Por lo tanto

[R(u1) = R(uz)ll gsp 0y < llur — 2l gny »

es decir, el operador R es una contraccion. Finalmente, por el Teorema del punto fijo de Banach
[Jos05, Cap. 4, Teo. 4.7], existe una unica funcién v € Hy”(a) tal que R(u) = wu, es decir, el

problema no lineal (1.46) tiene una tnica solucién en el espacio Hy?” (a). O
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También es posible estudiar el problema no lineal asociado al operador A mediante condiciones

de crecimiento sobre la no linealidad V:

Definicién 1.22. (Condiciones de crecimiento) Sea o > 1 un pardmetro. Una funcion medible
V:R" xR — C de clase C*(R" x R) satisface una condicién de crecimiento si existe una funcion
h € LP(R™) de modo que

V()| + 102,V (2,y)] < Cr(lh(@)] + [y[*), =z eR" yeR,i=12,...,n (1.55)
0V (z,y)| < Co(1+[y|*), zeR", yeR, (1.56)

para algunas constantes Cq, Cy > 0.

El siguiente teorema es una adaptacién del Teorema 4.4 de la referencia [BPR19] (donde el
espacio ambiente es LP(R™)) para el estudio de solubilidad del problema no lineal asociado al
operador A, dentro del espacio H;”(a). Este resultado tiene su origen (en el espacio ambiente
L?*(R™)) en el Teorema 3.3 de la referencia [GPR13].

Lema 1.3. Sea o > 1, m > 0 pardmetros, w € A,(R™) un peso de Muckenhoupt tal que los pesos

w1 = w, wy = 1 satisfacen la condicion diddica Cy, pro+mp- Entonces se cumplen las inclusiones
HZ;”JFWP(R") — H"P(R"™) — L*P(R")

n(a—1) )

donde r, = op

Demostracion. La primera inclusién sigue del Teorema 1.5 donde r, < 74+m y la segunda inclusién
de la Proposicién 6.4 en [Tayl1]. O

Lema 1.4. Seaa > 1,1 <p<oo, m> aﬂp pardmetros, w € A,(R™) un peso de Muckenhoupt tal
que los pesos w1 = w, we = 1 satisfacen la condicion diddica Cy,4mprotmp- Entonces se cumplen
las inclusiones

HetmP(R™) s H«T™P(R™) — C(R™) N L>®°(R™)

n(a—1) )
ap

donde ro =

Demostracion. La primera inclusién sigue del Teorema 1.5 y la segunda inclusiéon sigue de la

Proposicién 6.3 en [Tayll] ya que ro +m > n/p. O

Lema 1.5. Sea B,s > 0 con Bs > 4n, a > 1, m < 4’8—; pardmetros, w € A,(R™) un peso de

Muckenhoupt y una funcion a € jsﬁ/2(R"). Entonces se cumplen las inclusiones.

H,P(a) = Hyp P (R")

n(a—1) )
ap

donde ro =

Demostracion. La demostracién sigue de las inclusiones

Bs
HiP(a) = Hyt " (R") = Hypt™P(R")
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donde la primera inclusién sigue de Proposicién 1.22, la segunda inclusién de la Proposicién 1.20
ya que 74 +m < fs/4. O

Teorema 1.11. (Segundo problema no lineal) Sea B, s > 0 con fs > 4n, a > 1,1 < p < n,

ﬁs
O'Z‘p <m < pardmetros, un peso de Muckenhoupt w € A,(R™) satisfaciendo las condiciones

diddicas C’ra+m7p7m+m,p, Cropratmp Y Una funcion a € ‘73/2( "), Sea ¢ € C°(R™) una funcidn
suave y de soporte compacto, V. una funcion satisfaciendo las condiciones de crecimiento (1.55)-

(1.56). Entonces para cada § > 0 suficientemente pequeno, el problema no lineal
Au) = 0oV (-, u) (1.57)

tiene una solucion u € Hy"(a).

Demostracion. Como primer paso en la demostracién, probaremos que el operador de Nemytskii
Hje TP (R™) — LP(R™): u v V(- u)
esta bien definido. Mas precisamente, que es acotado, es decir, que

IV C )l Logny < MRl Lo @ny + lullgra+ms gy -

Sea u € Hy*t"™P(R™), entonces

m«>hwnﬂwmwﬁ/Nwmwm (1.58)
= 2 gy + N2 e
<RI gy + 1l (1.59)
o L - (1.60)

donde (1.58) sigue de la condicién de crecimiento (1.55) sobre V' y (1.59)-(1.60) de las inclusiones
Hiet™P(R7) < HToP(R™) < LOP(R™) (Lema 1.3).

Por lo tanto,
IV G wll o @ny < MRl Lo @ny + 1l groctms gy (1.61)

es decir, V(-,u) € LP(R") cuando v € HyT"™P(R") y h € LP(R™). Por lo tanto, el operador de
Nemytskii esta bien definido.

Como segundo paso en la demostracion, probaremos que el operador lineal R: By — By donde
BO = {u c H;a—i_m’p(Rn) . |’uHH1TU"‘+m’p(R”) < 1} .

(Ia bola unitaria en el espacio Hy* "™ P (R")) definido por R(u) = v, donde v, es la tnica solucién

en el espacio Hy,”(a) para el problema no lineal

A(w) =0V (-, u). (1.62)
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esté bien definido cuando § es suficientemente pequeiio. Sea u € By, por definicién, u € Hy TP (R™)
y por (1.61) obtenemos que 0oV (-, u) € LP(R™). Se sigue del Teorema 1.7 que el problema no lineal
(1.62) tiene una tnica solucién v, € Hy” (a). Por lo tanto, la definicién R(u) = v, es consistente, es
decir, R est4 bien definido como operador desde el espacio By a Hy**(R™). Ahora probaremos que
el rango del operador R esta en el espacio By cuando d es suficientemente pequeno. Sea u € By,

entonces (omitiendo constantes)
HR(U)HH;aervP(Rn) = HUUHH{Ua“”vP(Rn)
< HUuHHj;p(a) (1.63)
= HA(vu)HLP(]R”)
= 16V (-, )| Lo (rey

< 1l ey (Nl oany + el sy ) (1.64)
< 619l e @y (1l gz + 1) (1.65)
<1 (1.66)

donde (1.63) sigue de la inclusién Hy?(a) < HLeT™(R™) (Lema 1.5) , (1.64) de (1.61), (1.65) del
supuesto u € By y (1.66) se cumple cuando § < m 17l o ey + 1).
Por lo tanto,

”R(u)”H;a+m’P(Rn) < 17

es decir, R(u) € By cuando u € By y ¢ es suficientemente pequeno. Por lo tanto, el operador R

esta bien definido como operador desde el espacio By en By.

Como tercer paso en la demostracién, observando que la bola unitaria By (que es un subconjunto
del espacio de Banach Hu™™P (R™)) es un conjunto no vacio, cerrado y convexo, probaremos
mediante el Teorema del punto fijo de Schauder [AGO02, Cap. 1, Teo. 1.2.2] que el operador R
tiene un punto fijo sobre el espacio By. Para este propédsito, probaremos que R es un operador
continuo y compacto (notemos que el rango del operador R serd relativamente compacto si el

operador R es compacto). Primero probaremos la continuidad del operador R, es decir, que

|R(uy) — R(U2)||H;a+m,p(Rn) — 0 cuando ||u; — U2‘|H;a+m,p(Rn) — 0.

Sea u1, ug € By. Por la linealidad del operador A, tenemos que R(u1) — R(ug) = vy, — Uy, €s

la tinica solucién en Hy?(a) para el problema lineal
Av) = 0p(V(,u1) = V(- u2)),
entonces

[1B(u1) = R(u2) || gratmrgny = [Vur = Vus| gratmp gn
w (R™) w (R™)

< vw, — UUQHHfu’p(a) (1.67)
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= || A(vy, — Um)”LP(R")
= 160V (-;u1) = V(- u2)) | Lo oy

donde (1.67) sigue de la inclusién HyP(a) < Hy™P(R™). Por lo tanto
[B(ur) = R(u2)l| gratmpgny < 199V (5 u) =V u2)l| o ny (1.68)
Para estimar la expresién de la derecha en (1.68) observemos que (omitiendo constantes)

V (2, u1(2)) = V(z,uz(2))| =

/0 O (V(z,tur (z) + (1 — t)uz(x))) dt' (1.69)

/0 Oy V (x, tur (x) + (1 — t)ua(x)) (w1 () — ua(x)) dt‘ (1.70)
1

< Jur () — U2($)\/0 |0,V (2, tur (z) + (1 = tyua(x)) dt|
1

< Jua () — ug(2)] /0 (14 [tua () + (1 = t)uz(2)|*) dt (1.71)

1
< Ju () - U2(w)|/0 (14 Jur (@)% + Jug(2)[*) dt
= ur () — wa(2)[(1 + Jur ()" + |uz(2)[*).

donde (1.69) sigue del Teorema fundamental del célculo, (1.70) de la regla de la cadena con el
supuesto de regularidad V € C1(R"™ x R") y (1.71) de la condicién de crecimiento (1.56) sobre V.

Por lo tanto,
V(z,ur(z)) = V(z,uz(z))] < |ur(z) —ua(@)| (1 + ur(z)[* + [uz(z)[*). (1.72)

Ahora como ¢ € C°(R") es una funcién con soporte compacto, sea K := soporte(y) tal soporte.

Entonces
lo(V (yur) = Vs u)) 1 gy = /K (@) IV (2, ur(2)) — V (@, us(2) P da

<1l [ @) = w21+ [1a(@)]* + o)) o
(1.73)

<1l [ ) = wa(@)F (14 @)+ () )
(1.74)

<18 sy lr = w2l ey (1 a2 ey + izl ) )

(1.75)

donde (1.73) sigue de (1.72), (1.74) de una desigualdad elemental®, (1.75) de las inclusiones

Wla +bP < 2°(|al” + [b?), p > 0,a,b € C
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Haa+m,p(Rn) s H"etmP(R") s L°(R"™) (Lema 1.4). Por lo tanto

lo(V (1) = Vs u2) gy < 10l o amy ln = w2l ey (14 et l15% gy + szl )

Para estimar |lu1 — uz| 1p(x) en (1.77),

lur — UQHLp(K) < w1 — UzHLap(K) (1.77)
< Jlur — well pop g (1.78)
< lur = w2l grra.pgn) (1.79)
< Jlua — wall gratmp g (1.80)

donde (1.77) sigue de la inclusién L*?(K) — LP(K) ya que 1 < « con K C R™ subconjunto
compacto, (1.78) de la contencién K C R™ y (1.78)-(1.80) de las inclusiones HyeT"™P(R"™) —
H"P(R™) — L*P(R") (Lema 1.3). Por lo tanto

||U1 - U2”Lp(K) < ||U1 - UzHH;aer,p(Rn) (1.81)
Asi, de (1.68), (1.76) y (1.81) obtenemos que
[ R(01r) — Rtws) g gy < 8 1l ey i — 02 gty (1 et [y + sz )

se sigue que
|R(uy) — R(uz)HH;aer,p(Rn) — 0 cuando ||u; — u2||H;u+m,p(]Rn) — 0,

es decir, el operador R es continuo.

Ahora probaremos que el operador R es compacto. Sea {u };cy sucesion acotada en Hy ™™ (R™),

es decir, para todo k € N, se cumple que ||u/€HH;a+m,p(Rn) < M para alguna constante M > 0.
Probaremos que la sucesion { R(uy)} oy tiene una subsucesién convergente en Hiye PP (R™). Como
v € C(R™) es una funcién suave y de soporte compacto, supongamos que el soporte soporte(y)
estd contenido en alguna bola abierta B := B(0, R) := {x € R" : |z| < R} para algin radio R > 0.
Definimos la sucesion {gx },cny C LP(R™) ®) por

op(z)V(x,ur(x)) sixeB

gk(x) = )
0 siz € R\ B

Probaremos que la sucesién {gi}, .y es acotada en el espacio potencial de Bessel H'P(B).

Primero,

n 1/p
HngHl,p(B) =90 HSDV(UUIC)”HLP(B) =90 (H%OV('aUk)HLp(B) + Z 102, [@V(‘auk)”LP(B)) , (1.82)
i=1

) Notemos que la sucesién {9k} en C LP(R™) cuando {up}, oy € Hyxt"™P(R™) por (1.61)



1.5. Problema lineal y no lineal 36

donde la igualdad (1.82) se debe a la definicién de la norma [|-[|y1,(5) ya que el espacio potencial
de Bessel H'?(B) coincide con el espacio de Sobolev W!?(B) cuando el exponente s es un niimero
entero no negativo ( [Tayl1, Cap. 13, Sec. 6], [Eval0, Cap. 5, Subsec. 5.2.2]). Notemos que en (1.82),

la expresion |V (-, ug)| 1o (p) es finita (uniformemente) por (1.61) junto con el hecho que la sucesién

n
{ur}pen es acotada en Hy»T™P(R™). Solo nos queda probar que la suma Z 102, [V (-, wio) |l 1o )
i=1
es finita. Por regla de la cadena para derivadas débiles tenemos que (para cada i = 1,...,n),

O [0 (2)V (2, ur(2))] = Or; (p(2))V (2, ur(x)) + ()0, (V (z, ur(2)))
= 0z, ((p(2))V (2, ur(2)) + o (2) [0, (V) (2, ur(2)) + (9 V) (@, ur(2)) Ou, (ur ()],

luego,
1020V () 1, / B, (@) (2, g (2)) + 9(2) 0, (V (&, g (2)) + 0,V (o, 1k (), (i ()] d
<100 Pl e ) 1V ) ) +
1l e 5y (102 (V Gty + 10V (), ()15 ) -
Por lo tanto,
182,V (o)) < 10,2l iy 1V o)y +
11 ) (102 (Vi) + 10V (), () )) - (1:83)

Por el supuesto de crecimiento (1.55) sobre la funcién V/,

100V Do) = [ 10V @ @) o

= / (|h(@)|? + [ug(2)|*P) dz

= (IRl gy + Tkl ) (1.84)
< (1120 5 + It 5 i) (1.85)
< (I8 )+ k2 ) (1.86)

donde (1.84)-(1.86) sigue de las inclusiones Hy*t"™P(B) < H"P?(B) — L*?(B) (Lema 1.3). Por

lo tanto,

102,V o)) B 5y < (IRIG ) + etk s ) (1.87)

Se sigue que (omitiendo constantes),

10,V () () L / 10,V (&, e (@)D, (wp (@) P da
< [0+ @ P o) P o (1.89)
< [0+ @) (a0 (1.89)
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< (14 k5% gy ) 19t (1.90)
< (14wl 5, ) 1wkl (1.91)

donde (1.88) sigue de la segunda condicién de crecimiento (1.56) sobre la funcién V, (1.89) de
una desigualdad elemental(®, (1.90) de las inclusiones Hy>"™P(B) < H'et™P(B) < L®(B)
(Lema 1.4). Por lo tanto,

105V (i) Oe ar)  y < (1+ k22, ) 0wt B (1.92)

Adicionalmente notemos que la inclusién H™»+™P(R") — C(R™) N L*°(R™) (Lema 1.4) implica
que [|ug| o) en (1.92) es finito para todo k € N uniformemente al ser una sucesion de funciones
continuas y acotadas sobre el conjunto compacto B. Por otro lado, |0y, uk||1»(p) también es finito
uniformemente sobre k (para cada i = 1,...,n) ya que la sucesién {u},cy es acotada en el
espacio de Sobolev H'P(B) = WP (B) por la inclusién Hy T"P(R") —s HTetmp(R") — HYP(R™)
(Lema 1.4) donde la inclusiéon H"et"P(R") < HP(R") se cumple por inclusiones de Sobolev
(Ver [Tri78, Cap. 2, Sec. 2.8.1]) ya que 1 < ro +m y del hecho que la sucesién {uy},cy es acotada
en Hpetmp (R™) (lo que implica que también es acotada en H'?(R™). M4s precisamente, para cada

i=1,...,n, se cumple que, uniformemente ||(9xiuk||Lp(B) < M para alguna constante M > 0.

En resumen, [[oV (-, ur)|| 1oy ¥ 102 [0V (-, u)]l| 1oy son finitos (uniformemente sobre k). Por
lo tanto, (1.82) es finito, luego || gkl g1.s(p) s finito, es decir, la sucesién {gx},cy es acotada en el
espacio de Sobolev H''P(B) = WP(B). Por el Teorema de Compacidad de Rellich-Kondrachov
( [Eval0O, Cap. 5, Teo. 1] con ¢ = p y con el exponente critico de Sobolev p* = (np)/(n — p), lo
que implica que p < p*), la inclusién H'?(B) < LP(B) es compacta, luego existe una subsucesién
{9k, };en de la sucesion {gr},cn, que converge en LP(B). Més precisamente, existe g € LP(B) tal
que lim; gy, = g en LP(B). Este hecho permite demostrar que la sucesion {R(ux,)};cny = 1k Fien

es de Cauchy en el espacio Hy* ""P(R"). En efecto,

HR(ukz) B R(ukj)“HZ,a+m’p(R") - Uuki - Uukj Hra+m,P(Rn)
w
< _
= [P T s | o )

= [ A, = )| gy
= H&PV(, ukz) - 5(10‘/('7 ukj)HLp(Rn)
< g — gijLp(B) :

Por lo tanto,
HR(U,]%) — R(ukj)HHZﬁ‘+m’p(R") < Hgkz — Gk; HLP(B) ’

es decir, la sucesién {R(ug,)},cny es de Cauchy en el espacio de Banach HipeT™P(R™) ya que
{9k, };cn €s una sucesion de Cauchy en LP(B). Por lo tanto, esta sucesion converge en el espacio

Hijetmp (R™). Esto prueba que el operador R : By — By es compacto.

©)a +b|P < 22(|al? + |b|?), p > 0,a,b € C, [Gar07, Cap. 5, Sec. 5.1]
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Finalmente, dado que el operador R: By — By es continuo y compacto, por el Teorema del
punto fijo de Schauder [AGO02, Cap. 1, Teo. 1.2.2], existe una funcién u € By tal que R(u) = u.
Por definicién del operador R, tenemos que u € Hy,” (a), es decir, el problema no lineal (1.57) tiene

una solucién u € Hy*(a) cuando § es suficientemente pequetio. O

También es posible dar una adaptacién de las condiciones de crecimiento sobre la funcion V

con pesos de Muckenhoupt para obtener una variante del Teorema 1.11.

Definicién 1.23. (Condiciones de crecimiento con peso) Sea B,s > 0 con s > 4n, a > 1,
1 <p<n, alp <m < ’8 pardmetros, un peso de Muckenhoupt w € Ap(R™) satisfaciendo
las condiciones diddicas Cra+m7p,ra+m7p, Cropratmp Y Una funcion a € 38/2( ™). Sea o > 1 un
pardmetro y w € Ap(R™) un peso de Muckenhoupt. Una funcion medible V: R" x R — C de clase
CH(R"™ x R) satisface una condicion de crecimiento con peso si existe una funcién h € LP(R™) de

modo que

V(z,y)| + 10,V (2, 9)] < CL(|h(@)] + w(@)Ply[*), zeR" yeR i=1,2,...,n.  (1.93)
10,V (z,9)] < Cow(x)P(1 + |y|*), = €R" yeR, (1.94)

para algunas constantes C1, Co > 0.

Teorema 1.12. (Variante del sequndo problema no lineal) Sea B, s > 0 con Bs > 4n, a > 1,
1 <p<n, alp <m< f—; pardmetros, un peso de Muckenhoupt w € A,(R™) satisfaciendo las con-
diciones diddicas Cro+mprot+mps Cropratmp Y una funcion a € js/2( ™). Sea ¢ € CX(R™) una
funcion suave y de soporte compacto, V una funcion satisfaciendo las condiciones de crecimiento

(1.93)-(1.94). Entonces, para cada 6 > 0 suficientemente pequeno, el problema no lineal
Au) = 0oV (-, u) (1.95)

tiene una solucion u € Hy"(a).

Demostracion. Como primer paso en la demostracién, probaremos que el operador de Nemytskii
Hyet™P(R?) — LP(R™): u — V(-,u) estd bien definido. Més precisamente, que es acotado, es
decir, que [V () [y < (117 gy + Il g ) - Sea w € Hi ™ (R?), entonces

IV By < (Wl + [ w(@uto)de ) (1.96)

= (1P + et )

= (1A gy + a3 )

< (A1 gy + 155y ) (1.97)
< (I1RIE gy + 1l ) (1.98)
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donde (1.96) sigue del supuesto de Lipschitz (1.93) sobre la funcién V' y (1.97)-(1.98) de las inclu-
siones Hy ™P(R™) < HyP(R") — LgP (R™) (Lema 1.3).

Por lo tanto,
IV G wll o gny < Al Lo @ny + 1l gratms gy (1.99)

es decir, V(-,u) € LP(R™) cuando u € Hy* T"™P(R") y h € LP(R™).

Como segundo paso en la demostracién, probaremos que el operador R (definido a continuacion)

esté bien definido. Sea R: By — By un operador lineal donde
By = {u € HipT™P(R") : lul gratmon oy < 1} .

(Ia bola unitaria en el espacio Hy* "™ P (R")) definido por R(u) = v, donde v, es la tinica solucién

en el espacio H,;”(a) para el problema lineal
A(w) =0V (-, u). (1.100)

La definicién del operador R es consistente: si u € By, por definicién, v € Hy*™™P(R™) y por
(1.99), obtenemos que dpV (-, u) € LP(R™). Se sigue del Teorema 1.7 que el problema lineal (1.95)
tiene una tnica solucién v, € Hy’(a). Por lo tanto, la definicién R(u) = v, es consistente, es
decir, R est4 bien definido como operador desde el espacio By a Hy**(R™). Ahora probaremos que
el rango del operador R estd en el espacio By cuando ¢ es suficientemente pequeno. Sea u € By,

entonces
HR(U)HH;ZQ‘FWW(R”) = HUUHH;oﬁm’P(Rn)
< lloull gr o) (1.101)
= | A@u)ll 1o gy
= H&PV(HU)HL:»(R")
< 10l e ny (Nl oany + el sy ) (1.102
< 6 1@l ey (1Al Loamy + 1) (1.103
<1 (1.104

donde (1.101) sigue de la inclusién del espacio Hy ' (a) < HieT™(R™) (Proposicién 1.22), (1.102
de la desigualdad (1.99), (1.103) del supuesto u € By y (1.104) se cumple cuando
6 <1/ llell ey (11l oar) + 1) Por 1o tanto,

IR g gy < 1.

es decir, R(u) € By cuando u € By y ¢ es suficientemente pequenio. Por lo tanto, el operador R

esta bien definido como operador desde el espacio By en By.
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Como tercer paso en la demostracién, observando que la bola unitaria By (que es un subconjunto
del espacio de Banach Hy*"™P(R™)) es un conjunto no vacio, cerrado y convexo, probaremos
mediante el Teorema del punto fijo de Schauder [AGO02, Cap. 1, Teo. 1.2.2] que el operador R
tiene un punto fijo sobre el espacio By. Para este propdsito, probaremos que R es un operador
continuo y compacto (el rango del operador R serd relativamente compacto si el operador R es

compacto). Primero probaremos la continuidad del operador R, es decir, que
|R(u1) — R(UZ)HH;a+m,p(Rn) — 0 cuando ||u; — UQHH;Jaer,p(Rn) — 0.

Sea w1, ug € By. Por la linealidad del operador A tenemos que R(uj) — R(u2) = vy, — vy, €s la

’ . .7 S .
tinica solucién en Hy” (a) para el problema lineal

A(v) =dp (V(,u1) = V(,u2)) (1.105)
entonces
||R(U1) - R(u2)||HLa+m’p(Rn) = ||U’LL1 — Vyy ||H;a+m,P(Rn)
< vy = vus | e (a) (1.106)

= || A(vu, — UUz)HLP(R")
= [16e(V (-, u1) = V(- u2))ll o g

donde (1.106) sigue de la inclusién Hy?(a) < Hye 7P (R™). Por lo tanto,
[B(u1) = R(u2) || gratmpgny <[00V (5 u1) = V(5 u2))ll Lo ey (1.107)
Para estimar la expresién en la derecha en (1.107) observemos que (omitiendo constantes)

1
\V(z,u1(z)) — V(z,u2(z))| = /0 O (V(x,tur(x) + (1 — t)ua(z))) dt‘ (1.108)

1
/0 Oy V (x, tur(x) + (1 — t)us(z)) (w1 () — ua(x)) dt’ (1.109)

1
< fus(o) = wa(a)| |10,V (o tur ) + (1 = o))t
1
< |ui(x) — uQ(:r)]/O w(a:)l/p(l + [tui () + (1 — t)ua(x)|*) dt (1.110)

1
< w(w)"? fur () — UQ(:U)!/O (14 fun (@) + [ua(2)|*) dt
= w(@)' P ur (2) = uz(@)|(1+ ur ()| + Jua(2)[*).

donde (1.108) sigue del Teorema fundamental del célculo, (1.109) de la regla de la cadena con el
supuesto de regularidad V € CH(R™ x R") y (1.110) del supuesto de crecimiento (1.94) sobre V.

Por lo tanto,

V(e wa (@) — Va, us(@))] < w(@) P (2) - ua(@)] (1+ |ur (@) + Juz(@)?). (L111)

Ahora como ¢ € C®(R™) es una funcién con soporte compacto, sea K := soporte(p) tal
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soporte. Entonces

loV () = @V (o) 2 gy = /K (@) PV (2, ur (2)) = V(@ uz(@))P da

< Il e ey /K w(@)u () — ua(@)P(L+ Jur (2)| + [ua(2)|*)P de
(1.112)

<l e ey /K w(e) Ju () — ua(@) [ (1 + fun (2)|*P + Juz(2)|P) de
(1.113)

< 11 eyt = w2l ey (1 D5 oy + D255 )
(1.114)

donde (1.112) sigue de (1.111), (1.113) de una desigualdad elemental(”), (1.114) de las inclusiones
Hypp PP (R™) <y HTotmP(R™) < L°(R™) (Lema 1.4) Por lo tanto,

[V (1) = 9V (s 2) gy < Nolloay it = 2 ey (14 a2 gy + 20152 iy

(1.115)
Para estimar |[u1 — uz|| s k) en (1.115) tenemos que
lur = w2l g ey = || /P (w1 = u2)‘ ()

— |lw/P=V et/ ap (. — ‘

w w P (ug — ug) o
< |lpi/p=1/0p]| . H 1/ap ‘ '
< ||lw e pl) wP(up — ug) Lo (i) (1.116)
_ (a—1)/ap o H 1/ap o ‘

w @5 0 | (u1 — ug) Lon()

(a=1)/(ep)

— ([ wie)ir) I — )l
= Crapllur — U2HL3P(K)
< CK,a,p Hul - uQHL%”(Rn) (1117)
< Ckap lur — gl grow @ny (1.118)
< Crapllur = 2|l grasms gn) (1.119)

donde (1.116) sigue de la desigualdad generalizada de Hélder con los exponentes 1/p = 1/ap +
1/ (ap/(a — 1)) donde o > 1 ( [San18, Cap. 3, Prop. 3.4.10]). Notemos que Cx ap = ([f w(z) dz) (a=1)/(ep)
es finito ya que el peso w es una funcién localmente integrable (Definicién 1.1) y K es un subconjun-
to compacto de R", , (1.117) de la inclusién K C R", (1.118) de la inclusién Hy* P (R™) < Lyf (R™)
(Proposicién 1.21) y (1.119) de la inclusién Hye TP (R") < Hy*P(R™) (Proposicién 1.22). Por lo

tanto,

lur — uallp (k) < Crap llur — vzl graems g (1.120)

Mla +bP < 2°(|al” +|b"), p > 0,a,b € C
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Se sigue de (1.107), (1.115) y (1.120) y (omitiendo constantes) (omitiendo constantes) que
1B(m) — R(ua)l g smony < 1l ey (14 Nt [Goo gy + 2l ) 11— 2l gty
se sigue que
|R(uy) — R(U2)||H;a+m,p(Rn) — 0 cuando ||u; — uQ\|H:Ua+m,p(Rn) — 0,

es decir, el operador R es continuo.

Ahora probaremos que el operador R es compacto. Sea {uy, } .oy Sucesién acotada en Hy ™™ (R™),
es decir, para todo k € N se cumple que |[ug | zra+ms (R") < M para alguna constante M > 0.
Probaremos que la sucesién { R(uy,)},y tiene una subsucesién convergente en Hy "™ (R™). Como
v € C(R™) es una funcién suave y de soporte compacto, supongamos que el soporte soporte(y)
estd contenido en alguna bola abierta B := B(0, R) := {z € R" : |z| < R} para algun radio R > 0.
Definimos la sucesién {g},cny C LP(R™)® por

dp(x)V(z,up(xz)) sizeB

gr(x) = :
0 siz e R\ B

probaremos que la sucesién {gi } <y s acotada en el espacio potencial de Bessel H Lr(B). Como

n 1/p
198l 1) = S 1V Co i)y = 6 (wvc,ukwm) £ 10, [soV(-,ukmer(B)) -
i=1
(1.121)

donde la igualdad (1.121) se debe a la definicién de la norma [|-||y1,(5) ya que el espacio potencial
de Bessel H'"?(B) coincide con el espacio de Sobolev W!P(B) cuando el exponente s es un niimero
entero no negativo (ver [Tayl1l, Cap. 13, Sec. 6]) o [Eval0, Cap. 5, Subsec. 5.2.2]), basta probar que
cada expresién en (1.121) es acotada (uniformemente en k). Observemos que [V (-, uk)l| 1o (p) €8

acotada (uniformemente en k) por (1.99) ya que {uy},cy s una sucesion acotada en Hy; ro‘+m’p (]R”)
Ahora para verificar que Z 102, [V (-, uk)]ll Loy €s acotada (uniformemente en k) por regla de la

cadena para derivadas deblles

O [p(2)V (2, up(2))] = O, ((2))V (2, uk(x)) + ()0, (V (2, up(2)))
= Oz, ((p(2))V (2, ur () + 0 (2) [0, (V) (2, ur(2)) + (9 V) (@, ur(2)) Ox, (ur ()],

luego
102, 0V (-, k) 0 ) / |0z, (¢ (2))V (2, u(x)) + ©(@)[0z, (V (2, ur(2)) + 0y V (@, up(2))Ou, (up(2))][" d

< 119z i ||v<~,uk)um(3>+||¢||Poo(3) (1020 (V Gty + 10V (1), ()5 3)

®)Notemos que la sucesién {9k} nen C LP(R™) cuando {ux}y, oy C Hye 7™ P(R™) por (1.99)
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se sigue que,
102,V o) 5y < N0l iy 1V o) [ 5 +
118 sy (19, OV ot DI ) + 10,V ) D, () ) - (1.122)

Para estimar |0y, (V (-, uk))|»(5) en (1.122) tenemos que
0V Gy = [ 10V @) do
S/(‘h(w)\”er(x)\Uk(x)!“p) dx (1.123)
B

ap
= 1l gy + [P

Lop(B)
= (IRl gy + Nkl )

< (IR0 + k) (1.124)
< (IR 5 + uukunp(B)) . (1.125)

donde (1.124)-(1.125) sigue de las inclusiones Hy 7"P(B) < Hy*P(B) < LoP(B). Por lo tanto,
”axz( ( uk))HLP(B (HhHLp )‘|‘ HUkHHraerp(B)) (1.126)

Para estimar H8yV(-,uk)axi(uk)HL,,(B) en (1.126),

10,V (1), (i) 1 1) = /B 9,V (2, g (2)) D, (i () P o

< / w(@) (1 + g ()] )P |0, (g (2)) P dz (1.127)
B
< / w(@)(1+ [ug(2)|%P) O, (i ()P (1.128)
B
< (U fuell$ ) /B ()0, (g ()P d (1.129)
— ap /p
o et o,
= (1 + HukH% )HamukHLP (B)
< (U 52 ) Nk (1.130)
< (1 52 ) Nkl (1.131)

donde (1.127) sigue del supuesto de crecimiento (1.94) sobre la funcién V, (1.128) de una des-
igualdad elemental, (1.129) de las inclusiones Hy* ™P(B) < H">t™?(B) < L*(B) (Lema 1.4)
(1.130)-(1.131) de las inclusiones Hy*t"™?(B) < HyP(B) < L%(B). Por lo tanto,

10V (- ) Oy (wr) | Loy < (14 1wl o)) N1l rravmon (1.132)

Adicionalmente notemos que ||ug|| o (p) en (1.132), es finito de manera uniforme por la inclusién
Hretmp(R") — C(R™) N L>®°(R") (Lema 1.4). Por otro lado, [tk || groctmp gy también es finito
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(uniformemente sobre k) ya que la sucesion {uy}, oy es acotada en el espacio de Sobolev WP (B)
y Hyp»™™P(B) < HY(B). Por lo tanto,

10y V (- ) Oy (wr) | Lo gy < (14 [ull o)) Nl rrasmom (1.133)

En resumen, ||V (-, ur)|| 1oy ¥ 102 [0V (-, w)]|| 1oy son finitos (uniformemente sobre k). Por
lo tanto, la suma de normas en (1.121) es finita, luego ||gk[lg1s(5) es una sucesion {gi},ey aco-
tada en el espacio de Sobolev H'?(B) = W'P(B). Por el Teorema de Compacidad de Rellich-
Kondrachov ( [Eval0, Cap. 5, Teo. 1] con ¢ = p, exponente critico de Sobolev p* = (np)/(n — p)
que implica que p < p*), la inclusién H'?(B) < LP(B) es compacta, luego existe una subsucesién
{9k }ien de la sucesion {gx},cn, que converge en LP(B). Mds precisamente, existe g € LP(B) tal
que lim; g, = g en LP(B). Este hecho permite demostrar que la sucesion { R(uy,)}, oy = {Uuki }

es de Cauchy en el espacio Hy ""P(R"):

1€N

[R(ur,) = Ruk,)| provmogny = ||Vur, = Vus, HIaT™P (R
< Vuy, — Vuy, HEP (@ (1.134)

= || 4w, — ) Lr(R")

= H&OV(" Uk;) — &PV("U’W)HLP(R")

< [lgr, — gijLp(B) :
donde (1.134) sigue de la inclusién Hye ™ P(R") < Hy?(a). Por lo tanto,
HR@"%) - R(ukj)HHLD‘+m’p(R") < Hgk — 9k; HLp(B) ’

es decir, la sucesién {R(ug,)},cy es de Cauchy en el espacio de Banach Hyp» T™P(R") ya que
{9k, };en €8 una sucesion de Cauchy en LP(B). Por lo tanto, esta sucesion converge en el espacio

Hletmep (R™). Esto prueba que el operador R: B — B es compacto.

Finalmente, dado que el operador R: B — B es continuo y compacto, por el Teorema del punto
fijo de Schauder [AGO02, Cap. 1, Teo. 1.2.2], existe una funcién v € B tal que R(u) = u. Por
definicién del operador R, tenemos que u € Hy'(a), es decir, el problema no lineal (1.95) tiene

una solucién u € Hy?(a) cuando § es suficientemente pequetio. d

1.5.2 Problema lineal y no lineal en un contexto radial

En esta seccion y de manera similar a la seccién anterior, estudiamos el problema lineal y no

lineal en un contexto radial.

Definicién 1.24. (Funcion radial) Una funcion medible u: R™ — C se denomina radial si u(Rx) =

u(z) (casi en todas partes) para toda rotacién R € SO(n) donde SO(n) V) es el grupo ortogonal

OEl grupo ortogonal especial de matrices de orden n es definido como SO(n,R) := O(n) N SL(n,R) =
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especial de matrices (en la literatura es comin denotar una funcion radial por u(|x|)).

Definicién 1.25. (Distribucion temperada radial) Una distribucion temperada T € S'(R™) se de-

nomina radial si R(T) =T para toda rotacion R € SO(n) donde R(T) es la distribucion temperada
definida por (R(T), ) = (T, R-\(9)) con R~(¢)(x) := p(R(x).

Proposicién 1.27. (Distribuciones temperadas requlares de funciones radiales) Sea w € A,(R™)
un peso de Muck‘enhoupt Sz u € Lw radia(R™), entonces la distribucion temperada T,, € S'(R™)
definida por T, (¢) = [gn u( x)dz (p € S(R™) funcion de Schwartz) es radial.

Demostracion. Sea u € L R™). Por Proposicién 1.7 la distribucién temperada T, estd bien

w radlal(

definida. Sea R una rotacion, entonces

= [ uwy)p(y)dy (1.135)

donde (1.135) sigue del hecho que u es una funcién radial y |det(R~1)| = 1 por ser R~! una matriz

en el grupo ortogonal especial. Por lo tanto,

R(T,)(p) =Tulp), ¢€SR),
es decir, la distribucién temperada T, es radial cuando u es una funcién radial. ]
Definicién 1.26. (L? radial) El espacio LP radial, denotado por LY .. (R™), es definido por

rr . (R") = {ue LP(R"): u funcidn radial }

radial
Definicién 1.27. (L? con peso y radial) Sea w € Ap(R™) un peso de Muckenhoupt. El espacio LP
(R™), estd definido por

con peso y radial, denotado por Lw radial

R") = {u € L (R"): u funcién radial }

w, mdzal(

Definicién 1.28. (Espacio potencial de Bessel con peso y radial

R"™) ={u € H;P(R"™): u funcion radial }

w, mdml(
Observacion 1.22. Las normas de los espacios radiales definidos anteriormente siguen siendo las
normas de los espacios no radiales LP(R™), L4, (R™), Hy"(R™).

R € SL(n,R): R'R = I, donde O(n) denota el grupo ortogonal de orden n y SL(n, R) corresponde al grupo especial
de orden n
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Similarmente al espacio definido en Definicién 1.13, definimos el espacio H,;”(a) en un contexto

radial:

Definicién 1.29. (El espacio radial) Sea w € Ay(R™) un peso de Muckenhoupt y una funcion
ae JSB(R”). El espacio Hy"(a) radial, denotado por Hw b gia(@), es definido por

H>P . (a) ={u€ HJP(a): u funcién radial }

w,radial

Observacion 1.23. La norma del espacio Hw b aia@) sigue siendo la norma ||-HH;,p(a).

Definicién 1.30. (Funciones suaves, de soporte compacto, con peso) Sea w € Ap(R™) un peso de
Muckenhoupt. Denotamos por C S —1/p (R™), al espacio de funciones suaves, con peso wP, con

soporte compacto, por
1
COO —1/p(Rn) = { 1/p uru e Cc mdzal(Rn)}

Definicién 1.31. (Funciones suaves, de soporte compacto, radiales, con peso) Sea w € A,(R™) un

peso de Muckenhoupt. Denotamos por C R™), al espacio de funciones suaves, radiales,

—1/p mdzal(
con peso w—YP | con soporte compacto, por

1
C?w—l/p,radial(Rn) = { 1/p u:u € Cc mdzal(Rn>}

Teorema 1.13. (Densidad del espacio de funciones suaves, de soporte compacto, con peso, sobre
espacios LP con peso) Sea u € Li,(R™), por definicion, w'/Pu € LP(R™). Como el espacio C°(R™)
es denso en LP(R™), wl/puHLp(Rn) — 0, para alguna sucesion {u},cn C

o LR i (e :
C°(R™). Esto implica que Hw —t —u) Lo —By —u 1 @& — 0 con la sucesion

{ 1/p} C C’ " —1p(R™). Por lo tanto, el espacio C _1p(R™) es denso en LY,(R™) con la norma

RIZD

Definicién 1.32. Denotamos por LP R™) a la completacion del espacio de funciones suaves

w, mdml(

con soporte compacto y radiales, con peso w, C

c, mdzal(
Rn) = C(co,.i/wl/p7 radial (

R™) con la norma ||-|| p(gny- Notacionalmente,

-l e (gn
w,mdial( n)
Definicién 1.83. (Espacio radial LP con peso) Denotamos por L¥ .. (R™) a la completacion del
espacio de funciones suaves, radiales, con soporte compacto CZ3 > wdialR™) con la norma ||-HLp(Rn).

Notacionalmente, se suele denotar por LP = {u € LE,(R™): u funcién radial }.

w,radial ~
Proposicién 1.28. (Inclusion compacta) Sea n > 1 y a > 1 un pardmetro. La inclusion

HISP (R™) < LO7

radial radial

(R™),

n(a—1)
ap

donde ro, = , s compacta.
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Demostracién. Observando que rop < n, p < ap < nffap

en [Lio82]. O

, el resultado sigue del Teorema II.1

Dados los preliminares y definiciones anteriores, obtenemos solubilidad para el problema lineal

asociado al operador A en un contexto radial:

Teorema 1.14. (teo:1.14) Sea w € Ap(R™) un peso de Muckenhoupt radial y una funcion a €
jf(]R”). Para cada f € L¥ .. (R™), el problema lineal

radial

A(u) = f (1.136)

tiene una tdnica solucion ug € H® . (a). Adicionalmente Huf||H5,p(a) = 1l o mn)

Demostracion. Andlogamente a la demostracion del Teorema 1.7, la tinica solucién del problema

lineal (1.136) es
T
=7 <<1+a<\s|2>>5/2<w1/p>(§)>

conuy € D(A) = Hy"(a). Mds atn, uy es una funcién radial ya que las funciones

1 f
(+a([[2)*/2> wl/p
son radiales, la transformada de Fourier (e inversa) de una funcién radial, es radial ( [IL14, Teo.
1.5]), y el producto de funciones radiales, es radial. Por lo tanto, uy € H,” .. (a). La demostracién
de la igualdad de las normas [[ug || ;s () = 1/ ll L»(®ny s prueba de manera andloga al caso no radial

(ver Teorema 1.7).

O

Definicién 1.34. (Condiciones de crecimiento) Sea o > 1 un pardmetro, V: R" x R — C una

funcién medible, de clase C*(R™ x R), y radial en la primera variable. La funcién V satisface una
condicion de crecimiento si existen funciones h € LP(R™), g € L%(R”) de modo que

V(z,y)| < Ci(|h(@)| + [y|*), zeR", yeR (1.137)

0,V (z,9)| < Collg()| + |y|*™), zeR" yeR (1.138)

para algunas constantes Cp, Co >0

Teorema 1.15. (Problema no lineal radial) Sea o« > 1 un pardmetro, un peso de Muckenhoupt
w € Ap(R™) satisfaciendo la condicion diddica Cyyp gsjaap, una funcion a € jSB(R") Y una no
linealidad V' bajo las condiciones de crecimiento (1.137)-(1.138) junto con el supuesto adicional

que HhHLP(Rn) < € —€” para algin € > 0. Entonces el problema no lineal
A(u) =V (-,u) (1.139)

o e S,p
tiene una solucion u € Hw,mdml(a).

Demostracion. Como primer paso en la demostracién, probaremos que el operador de Nemytskii

LP. (R™) — LP

radial radial

(R™): u— V(- u)
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esta bien definido. Mds precisamente que es acotado, es decir, que
IVl o@ny < Il o@ny + 1wl op@ny -

Seauw € LY. (R™). Por las condiciones de crecimiento (1.137)-(1.138), (omitiendo constantes),

radial

tenemos que

[V (@, u(@))[” < (Ih(x)] + |u(z)[*)?
< [A(@)[P + |u(x)[*,

luego

IV W oy < MR gny + 1l 700 gy -

Por lo tanto,

IV, W pogny < Nlle@ny + 160 ap @y (1.140)

es decir, V(-,u) € LP(R™) cuando u € L.F. (R™). Més atn, como u es una funcién radial, por
el supuesto de radialidad sobre la no linealidad V', obtenemos que V (-, u) también es una funcién

radial, es decir, V(-,u) € LY .. (R™). Por lo tanto, el operador de Nemytskii estd bien definido.

radial

Como segundo paso en la demostracién probaremos que el operador R: B, — B, donde

Bei={u € L (R): lul] ap oy < €}

radial
(la bola unitaria de radio € > 0 en el espacio LoP. (R™)) definido por R(u) = v, donde v, es la

Unica solucién en Hw radial

(a) del problema lineal
A(v) =V (-, u), (1.141)

estd bien definido. Sea u € B, por definicién u € LiF,. (R™), se sigue de (1.140) que V(-,u) €

LP 121 (R™). Por Teorema 1.14, el problema lineal (1.141) tiene una tnica solucién v, € Hw’ﬁ adial (@)

se sigue que v, € L2 (R™) por las inclusiones H>? .. (a) < HT"JFmp(R") — H*P (R") <

radial w,radial w,radial radial
Lradlal

desde B, a L. (R™). Ahora probaremos que el rango del operador R estd en B.. Sea u € B,

radial

(R™) (Lema 1.3). Por lo tanto, la definicién del operador R es consistente como operador

entonces

[R(u)]| Lon@ny = [[Vull Lo @y
< 1vull gra.p(rny
< NJvull gra+m.r gy
< llvall ggr(a) (1.142)
= [[A(wa)ll Loy
= IV wllpr@ny
< 1]l oy + 12| Zan gny (1.143)
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<Al pogny + €* (1.144)
<e. (1.145)

donde (1.142) sigue de las inclusiones HyP(a) < Hyet™P(R™) < H'P(R™) < LP(R"), (1.143)
de (1.140), (1.144) del supuesto u € B, y (1.145) se cumple cuando [|h[|;pgn) < € — €*. Por lo
tanto

[ R(u)| pormny < €

es decir, R: B, — B es un operador bien definido.

Como tercer paso en la demostracion probaremos que el operador R es continuo y compacto.
Para verificar la continuidad, sea u € B, y {ug}cy C Be una sucesion tal que uy — u en L*P(R").
Probaremos que R(ui) — R(u) en L*?(R™). Para este objetivo, notemos que

IR (k) = R() | onamy = 12w, = vull ooy
< ”Uuk - UuHHra,p(a)
< [vw, = vall gracem 4
< [low, — UUHHfu*P(a)
= [|A(vy,) — A(”ﬂ)”Lp(Rn)
— V() = V) | g

Por lo tanto
1R (ur) = B(u)|| papgny < 1V (5 ur) = V)l pogny (1.146)

Para estimar la expresién en la derecha de (1.146) tenemos que

1
|V (z,ug(z)) — V(z,u(x))| = /0 WV (x, tug(x) + (1 — t)u(z))]dt (1.147)

1
= |(ux(z) — U(w))/ (Oy[V (2, tup(z) + (1 — tu(z))]) dt|  (1.148)

0
1
< Jup(z) — ()| ; (lg(@)| + [tup(z) + (1 = tyu(z)|* ")t (1.149)

< Jur(z) — w(@)|(lg(@)| + lun(@)[*7H + [u(@)[*7)

donde (1.147) sigue del Teorema fundamental del célculo, (1.148) de la regla de la cadena y (1.149)
del supuesto (1.138) sobre V. Se sigue por Desigualdad de Holder generalizada con los exponentes

1 1 1
—_— = = ue
ap (afl)p p d

IV G =Vl oy < Mk = ull w191+ Tuel™™ + Jal 7| e o

smrwwwowmwwwwww+wmwﬁ
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< o = llengary (Lol 2, g + ™ ) (1.150)

donde (1.150) sigue del supuesto que ug, u € Be. Ademés por hipdtesis, g € L%(R”). Por lo

tanto,

1R (i) — R ey < sk — oo <|rg|rma_pl . 2) ,
lo que implica que
[R(ur) — R(u)|| op@ny = 0 cuando [lug — ul| papgny = 0,
es decir, el operador R es continuo.

Para verificar que R es un operador compacto, sea {uy},y C Be sucesién acotada, es decir,

existe una constante M > 0 tal que |[ug|| jopgny < M para todo k € N (uniformemente). Entonces

IR (i) | frra v @ry = 10wl rracn @y
Sy
< ||UukHH;’p(a)
= [[ACur)ll Lo (@
= V(s i)l oo ey
< 1PNl o ey + N1kl Zor ey
< 17l o rny + M,

3 IA Ta,P 3 34 TasP
es decir, la sucesién {R(ug)},cy es acotada en H 2 (R™). Como la inclusion H 2 (R") —

L:P. 1(R™) es compacta (Proposicién 1.28), la sucesion {R(ug)},ey tiene una subsucesién conver-
ap

gente en L __ ;.

(R™). Més precisamente, existe una subsucesion {R(ukj)}jeN C {R(ur)} ey tal que
R(uy;) — v en L*P(R") para algin v € L7y (R”). Ademas [|v]| papgny < € ya que
o]l o eny < (| Rur;) = ”HLap(R") + HR(ukj)HLaP(R") < ||[R(ur,) — ’UHLap(R") te=0+e=g¢

es decir, v € Be. Por lo tanto, R es un operador compacto.

Finalmente, como R : B — B, es un operador continuo y compacto, por el Teorema del punto
fijo de Schauder, el operador R posee un punto fijo. Mas precisamente, existe u € B con R(u) = u,
es decir, existe u € Hjj’ﬁadial(a) tal que R(u) = u, es decir, el problema no lineal (1.139) tiene una

1 A S,p
solucién w € H,7. yi.1(a). O]

1.6 Aplicaciones

Proposicién 1.29. Sea s > 2. Para cada f € LP(R")), el problema lineal

z|/P(1 — 82)%?u(z) = f(z), zeR™ (1.151)
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tiene una tnica solucion uy € Hy?(a), donde a(t) =t y w(z) = |z|7, -1 <y <p—1.

Demostracion. El operador de Bessel fraccionario viene definido via transformada de Fourier
periédica por (1 — 92)*/2 = F~1((1 + k?)*/?u(k)) (Ver [RLS16]), es decir, el operador pseudo-
diferencial periédico (1 —82)*/? tiene el sfmbolo (1+k2)*/2. Se sigue que el simbolo del operador en
el lado izquierdo de (2.51) es 0y 4(0, k) = |0]7/P(1 4+ k2)%/2, es decir, 044 € S?;z([—ﬂ,’ff] x 7). Por

lo tanto, el operador en el lado izquierdo de (2.51) es invertible (??). La tnica solucién de (2.51)

es up = F <(1+k12)8/2 <|9|£/p)(k)> con uy € Hy"(a). O

Observacién 1.24. El operador de Bessel entrega el siguiente isomorfismo (I—A)*/? . HSP(R™) —
LP(R™) [Haz12]. En otras palabras, para cada f € LP(R™) el problema lineal (I — A)*/?(u) = f
tiene una tnica solucion uy € H*P(R™). En nuestro caso, Proposicion 2.15 con o = 0 (caso sin
peso), el problema lineal (2.51) es una adaptacion del operador de Bessel, a un contexto periédico

y con coeficiente variable.

En [?] el operador (1 + (m? — A)Y/2)%/2 tiene un “sfmbolo” dado por a,,(t) = (m? + [t])/? y
pertenece a la clase GJ (R™). En nuestro caso, el operador, en un contexto periédico, es (14 (m? —

83)7/ 2)3/ 2. Este operador tiene coeficientes constantes, es decir, w = 1 (caso sin peso).

Proposicién 1.30. Sea 0 <y <1, m #0 y sy > 4. Para cada f € LP([—m,7]), el problema lineal
(1+ (m? = 93)%)u(0) = £(6), 6] <n (1.152)

tiene una tinica solucion uy € H.2,(a) donde a(k) = (m? + k)?/2.

Demostracion. El stmbolo del operador en el lado izquierdo (2.52) es 0y,4(0,k) = (1 + (m? +

k2)71/2)5/2 es decir, Ow,a € SSBJ:;’Y([—W, 7| xZ). Por lo tanto, el operador en el lado izquierdo de (2.52),

es invertible (Teorema 2.5). La tinica solucién para (2.51) es up = F ! <(1+(m2+z2)7/2)3/2 f(k)) con
up € HP_ (a).

Proposicion 1.31. Sea s > 2. El problema no lineal
|z|7/P(1 — 82)%/?u(0) = du(0), (1.153)

para |0| < m y donde —1 < v < p — 1, tiene una tnica solucién en el espacio Hy'(a), donde
w(@) = (1+10)? y a(k) = k, cuando § < 35 (Acd C es la constante de la inclusion Hy(a) <

LA ([-m,7])). Mds ain, la solucién estd en el espacio Cl2=Y([—x, x]).
Demostracion. . Sea 0y, q(0, k) = w(@)l/p(l +a(k?))*/? con w(h) = (1+0))"/? y a(k) = k Notemos
que oy q € SP52([—m, 7] x Z). Todos los supuestos de ?? son satisfechos con V (6, y) = e

Por lo tanto, existe una tnica solucién u € H? (a) con la regularidad v € Cl2=Y([—x, 7]) por
Corolario 2.4. O
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Capitulo 2

Ecuaciones pseudo-diferenciales de coeficiente variable sobre espa-

cios LP(S') con peso

Este capitulo es una adaptacién del Capitulo 1 a un contexto periédico. Similarmente al primer

capitulo, estudiamos el problema lineal
Au) = f

donde f € LP(S') y A son un operador-pseudo diferencial periédico cuyo sfmbolo periédico per-
tenece a una clase de simbolos que denotamos por Sﬁ »([—m, 7] x Z). El dominio del operador
estd definido en un espacio LP periédico con peso. En este dominio, el operador A se define via
transformada de Fourier periddica. Lo relevante de este trabajo consiste en el hecho de que A es
un operador de coeficiente variable. Estudiamos el caso cuando el simbolo del operador es de va-
riables separadas, interpretando el coeficiente variable como un peso. Posteriormente, estudiamos

problemas no lineales

con métodos de punto fijo.

2.1 Preliminares

Como es usual, el circulo unitario S! es identificado con el intervalo [—m, 71]. Las funciones son
medibles con la medida de Haar, es decir, la medida de Lebesgue restringida al circulo (ver [Gral4,
Cap. 3, Subsec. 3.1.1]). Denotamos esta medida por df. Las funciones (2m)-periédicas sobre la
recta R son escritas como u: [—m, 7] — R. La transformada de Fourier periédica es utilizada en el
sentido distribucional. La transformada de Fourier periédica es denotada por F y la transformada

de Fourier periédica inversa por F~!. En adelante 1 < p < oo.

Definicién 2.1. (Peso periddico) [AMO0S] Una funcién medible w: [—7,m] — [0, 00[ no negativa

(casi en todas partes) y localmente integrable se denomina un peso periddico o simplemente un

1
loc

peso. Notacionalmente w € Ly ([—m,7]) y w > 0 (casi en todas partes).

Definicién 2.2. (Clase de Muckenhoupt periédica) [BG03, Def. 2.8] La clase de Muckenhoupt

periddica, denotada por A,([—m,7]), es el conjunto de todos los pesos w € Ap(R) de Muckenhoupt
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(27 )-periddicos sobre la recta R. Un peso en la clase de Muckenhoupt periddica Ap([—m,7]) se

denomina un peso de Muckenhoupt periddico. Con mayor detalle, estos pesos w satisfacen la esti-

aytw)i= (i [weyas) (o [rwro- de>p_1 <o (2.1)

para todo I intervalo compacto de R. La notacion |I| indica la medida de Lebesgue del intervalo I.

macion

La constante A,(w) se denomina la constante caracteristica del peso w.

La funcién [—m, 7] — R: 6 — |07 es un peso de Muckenhoupt periédico, es decir, estd en
la clase A,([—m,7]) cuando —1 < v < p — 1 [FS97], [Sch07], [BGO3, Ej. 2.4], [Ber21, Teo. 1.2].
Mis ejemplos de pesos de Muckenhoupt periédicos pueden ser obtenidos mediante un proceso de

periodizacién (Definicién 2.3).

Definicién 2.3. (Periodizacion) [Ber21, Def. 6.1] Sea W: R — R un peso. Definimos un peso
(27 )-periddico w: [—m, 7| — R por

w(B) = W(m) X(2p—1yr: kezy(0) + > X(2h—1)r,(2k11)m)} (O)W (0 — 27k)
kez

donde Xs es la funcion caracteristica, Xs(0) =1 si0 € S y Xs(0) =0 si 0 & S. El peso periddico

w se denomina la periodizacion del peso W.

Observacion 2.1. Si el peso W es una funcion par, entonces W coincide con su periodizacion w

sobre el intervalo [—m, 7).

Teorema 2.1. (Periodizacion de pesos de Muckenhoupt) [Ber21, Teo. 6.1] Sea W € Ap(R) un
peso de Muckenhoupt que ademds es una funcion par. Entonces su periodizacion w es un peso de

Muckenhoupt periddico, es decir, w € Ay([—m,]).

Mediante el proceso de periodizacién (Teorema 2.1) es posible obtener ejemplos de pesos de
Muckenhoupt periédicos a partir de pesos de Muckenhoupt en A,(R) (Ver ejemplos de estos pesos
en Capitulo 1). Por ejemplo, la periodizacién del peso de Muckenhoupt w € A,(R) definido por
w(z) = (1+|z|)7, z € R, es el peso periédico w(f) = (14 |0])7, |#| <, donde —1 <~y <p—1.

Definicién 2.4. (Espacio L, periodico con peso) [AMOS] Sea w € Ap(|—m,m]) un peso de Muc-

kenhoupt periédico. El espacio LP periddico con peso, denotado por LY, ([—m,x]), es definido como

<oof
Lp([—m,m])

Proposicién 2.1. [Sch05, Cap. 28, Cor. 28.12], [BG03] (Densidad de los polinomios trigo-

nométricos sobre el espacio LP periddico con peso) Sea w € Ay([—m,m]) un peso de Muckenhoupt

Lb ([-m, 7)) = {u: [=m, 7] = C medible : ||ul1p (_r ) = le/pu’

periddico. La clase de polinomios trigonométricos es densa en el espacio LE,([—m, m]) con la norma
H'HL&([w,ﬂ)

Proposicién 2.2. Si w € A,([—n, 7)) entonces w™P/P € A, ([—m,7]), donde p y p' son nimeros

conjugados, es decir, 1/p+1/p' = 1.
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Demostracion. Debemos probar que el peso wP'/P satisface la condicién de Muckenhoupt (2.1),

. 7 . — / .
es decir, que la constante caracterfstica A, (w™"/P) sea finita, donde

Ay (w P /Py = <|11,| /1 w(e) d9> <|; /1 () P71 d9>p/_1,

Mediante las relaciones entre los exponentes —p'/p = —1/(p — 1), (—=p'/p)(=1/(p' = 1)) = 1y
p —1=1/(p—1), tenemos que

Ap'(wfp'/p) _ <\11]/Iw(9)1/(p1) d9> (|1_,|/Iw(9) d0> 1/(1771)7

=y for e ( frns)

donde el lado derecho de (2.2) es finito ya que w € Ap,([—=,x]). Por lo tanto, la constante carac-

luego,

teristica A, (w_p// P) es finita, es decir, el peso w™P'/P estd en la clase de Muckenhoupt periédica
Ay ([—m,7]) cuando w € Ap([—m,7]). O

Proposicién 2.3. (Funciones en el espacio LP periddico con peso, son integrables) [BGO3, ec. 2.7]

Sea w € Ay([—m,7]) un peso de Muckenhoupt periédico. Entonces Lk, ([—m,w]) — L*([—m,7])

Demostracién. Sea u € LL,([—m,7]). Por desigualdad de Holder,

ol
”UHLI(HT,W]) = Hw L ([mm]) wru Lo([mm])
Como u € LE,([—m,7]), por definicién le/T’uHI.ﬁ([_7r ) finito. Por otro lado,
[ :/ w(®)7/7 b
Lr ([_ﬂ—vﬂ—]) —T

es finito: como w € A,([—m,7]), se cumple que (omitiendo la constante del largo o medida del
intervalo |[—7, ]| = 27),

T (p—1)/p 1/p

(/ w(@)—l/(p—l) d9> _ (Ap(w)) 7 (23)
- (S w(6) av)

donde el lado derecho de la ecuacién (2.3) es finito ya que A,(w) < oo por ser w un peso de
Muckenhoupt periédico y flr w(f)df < oo ya que w es un peso (por definicién, es localmente

integrable). Por lo tanto,
ull 1 (=) < Cp llll 2 () (2.4)
es decir, L, ([~ 7]) — LY([-=,7]). O

Proposicién 2.4. (El espacio LP periddico con peso se identifica con distribuciones periddicas) Sea
w € Ay([—m,7]) un peso de Muckenhoupt periddico. El espacio Li,([—m,w]) puede ser identificado

con distribuciones periddicas.
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Demostracion. Sea u € Ly([—m, ), entonces u € L!([—m,x]) (Proposicién 2.3). Identificamos
(de manera usual) a la funcién w con la distribucién periédica T,, € D'([—m,n]) definida por
Tu(p) = |7 u(0)p(0) dd donde ¢ € C°([—m,7]) es una funcién suave sobre el circulo ( [BGHL1Y,
Cap. 3, ec. 3.1], [RT10, Cap. 3, Def. 3.1.25)). O

Similarmente al espacio potencial de Bessel con peso definido en el Capitulo 1 definimos el

espacio potencial de Bessel periédico con peso:

Definicién 2.5. (Espacio potencial de Bessel periddico con peso) Sea s € R un pardmetro y
w € Ap([—m,m]) un peso de Muckenhoupt periddico. El espacio potencial de Bessel periodico con

peso, denotado por Hy? ([—m, 7)), es definido por

HEP([—m,7]) == {u € I ([~m,7)): llull oo (omm) = H}'_l ((1 + kQ)S/Qa(k))‘

<oof
Liy([=m,7])

Observacién 2.2. Con el peso constante w = 1, el espacio Hy? ([—m,7]) coincide con el espacio
potencial de Bessel periddico H*P([—m,n]) [JS14, Cap. 1, Sec. 1.9] el cual es definido como

< oo} .
Lp([_wvﬂ])

Definicién 2.6. (Multiplicador de Fourier para espacios LP periddicos con peso) [AMO8] Sea

HSP([—m,7]) = {u € LP([—m,7]): H]—'—l <(1 + k2)8/2ﬂ(k))‘

w € Ay([—m,m]) un peso de Muckenhoupt periddico y m: [—m,n| — C una funcion medible y esen-
cialmente acotada sobre los numeros enteros Z, es decir, m € L°(Z). La funcion m se denomina
un multiplicador de Fourier para el espacio LY,([—m,7]) si el operador multiplicador de Fourier
T C([—m, 7)) € Lh([—m, 7)) — LL([—m,7]) definido por

donde C([—m,m]) es el espacio de funciones continuas sobre el circulo [—m, 7|, se extiende a un
operador acotado sobre LY, ([—m,7]). Mds precisamente (usando la misma notacion Ty, para la

extension),

| T (W 12, (e mp) < Cpgw [0l o, (mpy» @ € Li([=7, 7))

para alguna constante Cp ., > 0. El espacio de multiplicadores de Fourier es un espacio de Banach

con la norma |m|| == Tall o ((—r 2= L2 (= 7.m])

Observacion 2.3. La definicion también es posible con el espacio de polinomios trigonométricos,

pues este espacio es denso en Lb,([—m,7]) (Proposicién 2.1)

Observacién 2.4. Considerando un peso constante w = 1, obtenemos la definicion de multiplica-
dor de Fourier para LP([—m,w]) [Sarll], [JS14, Cap. 1, Sec. 1.9.5.4], [YST16, ec. 1]. En el caso
p =2, por el Teorema de Plancherel [Won1l1, Cap. 21, Teo. 21.1], una funcion es un multiplicador
de Fourier para L*([—m,7|), si y sélo si, es medible y esencialmente acotada sobre los mimeros
enteros 7. [Gral4, Cap. 4, Subsec. 4.5.1, Teo. 4.3.53], [TB04, Ap. A.9.3], [Wonl1l, Cap. 21, Teo.
21.4].
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El siguiente Teorema pertenece a una clase de resultados denominados de transferencia. Para

mas informacién de estos resultados, ver [CW12]

Teorema 2.2. (Teorema de Leeuw con peso) [BGO3, Teo. 1.2], [Ber21, Teo. 3.1] Sea w € Ap([—m,7])
un peso de Muckenhoupt periddico. Si m es un multiplicador de Fourier para LY, (R) y es una fun-
cion continua sobre R, entonces su restriccion a los numeros enteros Z es un multiplicador de
Fourier para LL,([—m,x]). Mds ain, la norma del multiplicador sobre Lb,([—m,7]) no excede la

norma del multiplicador sobre L, (R).

Observacién 2.5. Sim es un multiplicador de Fourier para L%,([—m,7]), entonces

|7 (& o nrpy < oo Nl i mmy € LB ([, 7],

Similar al caso no periédico (Capitulo 1) la constante Cp 4, también es Ap-consistente (adaptado a
la clase de Muckenhoupt periédica A,([—m, 7)) ya que la norma del multiplicador de Fourier para

L ([—m,7]) no excede la norma del multiplicador de Fourier para L%,(R).

2.2 Clase de funciones y multiplicadores de Fourier para L? (S')

Definicién 2.7. (Eztension) Sea w: Z — R una funcion. Una extension de u es una funcion
U: R — R de modo que U coincide con u en el dominio Z. En adelante, usamos la misma notacion

para la extension de una funcion.

Definicién 2.8. (Clase de funciones) Sea 3, s > 0 pardmetros con 3s > 4. Denotamos por JS’B(Z)

al conjunto de todas las funciones medibles a: Z — R bajo los siguientes supuestos:

J1 Eriste una extension a: R — R de clase C1([0,00[) y la funcion &€ — a(€?), & € R es no

negativa.
Jo Existen constantes My Ry > 0 de modo que
M1+ <a(e?), I¢l> R
J3 FExisten constantes Mo, Ry > 0 de modo que
N+1

|0l 0t)] < Moo, Jel > By

donde N =

2
2

@I

En adelante, las constantes M7, Ms son omitidas por ser irrelevantes en los resultados. Adem4s,

en las estimaciones a lo largo del trabajo consideramos R = max(R1, R2).

Proposicién 2.5. (Inclusion) Sea B3, s1, so > 0 pardmetros con s1 > 4 y s1 < s3. Entonces se

cumple la siguiente inclusion

To(Z) € Ti(Z).
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Demostracion. La demostraciéon es analoga a la Proposicién 1.14 del Capitulo 1. O

Proposicién 2.6. (Primer multiplicador) Sea w € Ap([—m,]) un peso de Muckenhoupt periddico
y una funcion a € jf(Z). Para cada r > s, la funcion

1
7 R: k -
TR U ek

es un multiplicador de Fourier para L4, ([—m, ).

Demostracion. A partir de la extension R — R: £ — 7z tenemos que

1
(1+a(€?))
1 _ —7§ 1(¢2
“Tra@? T T ar eyt

luego

L . 0+
(A a@)7| = W ofe) 7
(1+€)5+3

Tra@ye
(1+a(e)i(5+2)
<O

= C(1 + ()"

<C, (2.5)

N1

£0¢ (1+e2)(F-)+

2

para todo |£| > R, donde (2.5) sigue del supuesto r > s. Por lo tanto,

1
W < C,, |f‘ > R, (2.6)

W satisface la condicién de Lizorkin (Definicién 3.2), luego es

un multiplicador de Fourier para L%, (R) (Teorema 1.2). Por el Teorema de Leeuw (Teorema 2.2),

0

es decir, la extension £ —

la funcién es un multiplicador de Fourier para L, ([—m, ). O

Anislogamente a la demostracién de la Proposicién 2.6 junto con la regla de Leibniz, obtenemos

el siguiente multiplicador:
Proposicién 2.7. (Sequndo multiplicador) Sea w € Ap([—m,7]) un peso de Muckenhoupt periddico
y una funcion a € jSB(Z). Para cada r > 0, la funcion
(1 + k,2)r/2
(1 +a(k)H(+%)

es un multiplicador de Fourier para LY, ([—m,7]).

Z— R:kw—

Proposicién 2.8. Sea w € Ay([—m,7]) un peso de Muckenhoupt periddico y una funcion a €
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JE(Z). El operador lineal T: LP(|—m, 7)) — L& ([—m,7]) definido por

10 = (1 () ®)

es lineal, inyectivo y acotado.

Demostracion. Sea u € LP([—m,]), luego, —7 € Liy([—m, 7). Entonces

1/p
1 U
T = |w'/PF! ’
1Tl g, () Hw (1+ a(k?))*/2 <w1/p>< ) Lp ([=mm])
1/p u
< Cpw Hw wl/}?‘ Lp([—m,7]) o

= Cpw [ull Lo (=)

donde (2.7) sigue del hecho de que la funcién k — -7z s un multiplicador de Fourier para

1
(1+a(k?))
LY([-m,w]) (Proposicién 2.6). La linealidad del operador T es consecuencia de la linealidad de

la transformada de Fourier periddica. El operador es inyectivo debido a que la transformada de
Fourier periédica es un isomorfismo entre el espacio de distribuciones peridédicas y el espacio de
distribuciones temperadas sobre el circulo [BGH19, Cap. 3, Def. 3.3.1, Prop. 3.32 y Obs. 3.33],
[RT10, Cap. 3, Def. 3.1.27]. O

Corolario 2.1. (El operador T' es un isomorfismo) Sea B, s > 0 con s > 4 pardmetros, w €
Ap([—m,m]) un peso de Muckenhoupt periddico y a € JE(Z). El operador T LP([-m, 7)) —

Rango(T) es un isomorfismo. Su operador inverso es
TV (u) = w"/?F~! ((1 + a(kQ))s/Qﬂ(k))
Observacion 2.6. El rango del operador T puede ser escrito por

Rango(T) = {u € L ([-m,x]): T~ (u) € LP([—m,7])}

2.3 El espacio H:P(a) periédico

La Observacién 2.6 motiva la definicién del siguiente subespacio de LL,([—,7]):

Definicién 2.9. (El espacio) Sea B, s > 0 con Bs > 4 pardmetros, w € Ap([—m,7]) un peso de
Muckenhoupt periodico y a € jSB(Z). Denotamos por Hy"(a) al espacio definido como

H3#(a) = {u € T (=, 7)): w! P F (1 + a(k?) (k) € L7([-m, 7))}

Observacién 2.7. Por construccion, Hy" (a) es un espacio no trivial: una funcién u € L, ([—m, 7))
estd en Hy?(a), siy sélo siuw = T(f) para algin f € LP([—m,7]).

Observacion 2.8. Sea a € Jsﬁ(Z). El espacio HyF(a) también estd bien definido cuando r > s ya
que J2(Z) C FP(Z) por el orden en la clase de funciones (Proposicién 2.5).

Teorema 2.3. El espacio Hy?(a) es un espacio de Banach isomométricamente isomorfo a LP([—m, 7).
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Demostracién. Por construccién, el espacio Hy'(a) es el rango del operador T': LP([—7,7]) —

L4 ([—m,]). Naturalmente, la norma es

lull iz @y = (1T O oy = le/pf*1 ((1 + a(kQ))S/Qa(k))’

Lp([=m,m])

d

Observacién 2.9. En el caso p = 2, el espacio H{Z’Q(a) es un espacio de Hilbert isométricamente

isomorfo a L*([—m,7]). El producto interno (:, '>H5;2(a): H?(a) x Hy?(a) — C es

(,0) g2y = (T (), T7H(0) L2(( ]

= / " w2 F ((1+ aGk2)2a(k) ) (O)F T (1 + (k)" a(k)) (9) db

—T

2.3.1 Relaciones de inclusién del espacio H?”(a) periédico

Proposicién 2.9. (Inclusion con el espacio LP periddico con peso) Sea B,s > 0 con s > 4
pardmetros, w € A,([—m,m]) un peso de Muckenhoupt periddico y a € JS’B(Z). Entonces se cumple

la inclusion

HyP(a) = Ly([=m,7])

Demostracion. Sea u € Hy' (a), entonces

# (st B (0 o))

< Gy |[F7H (14 alk2) (k)|

ol g (o = '
LY, ([—m,m))

2.8
L ([=m7]) 28)

= Cpuw [0 7F 1 (14 k) a(k))|

Lp([—m,m])
= Ypw HUHH;’P(a)

donde (2.8) sigue del hecho de que la funcién k —
LY([-m,w]) (Proposicién 2.6). Por lo tanto,

W es un multiplicador de Fourier para
ull 2z () < Cow lull g (a) »

es decir, Hy? (a) — LE([—m,7]). O

Corolario 2.2. Sea 8, s > 0 con Bs > 4 pardmetros, un peso de Muckenhoupt periddico w €

Ap([—m,m]) con 0 < C < w para alguna constante C' y una funcion a € %ﬁ([—w,ﬂ]). Entonces se

cumple la inclusion

HyP(a) = LP([-m, 7))

Demostracién. Por la Proposicién 2.9, es suficiente probar que LP([—m,7]) < LL,([—m,7]). Sea
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u € LP([—m,7]). Entonces

A O
< [ =P woyr as
1 [™ »
== [ wO)u@) o
l 1/p, ||”
- C Hw u‘ Lo ([—m,7]
1

= ¢ 1z ()

Por lo tanto, ||| zp((_r -y < ﬁ [ull £z (= ) €8 decir, L, ([=m, 71]) < LP([—m, 7]), luego Hy"(a) —
LP([—m,7]). O

Proposicién 2.10. (Inclusion con el espacio potencial de Bessel periédico con peso) Sea 3, s > 0
con s > 4 pardmetros, un peso de Muckenhoupt periddico w € Ap([—m, 7)) y una funcién a €

jf([—w,w]). Entonces, para cada r > 0, se cumple la inclusion

50=S+%T,P

Hu (a) = HyP([-m,7])

Demostracion. La demostracién sigue de la Proposicion 2.7 de manera andloga a la demostracion
del Proposicién 1.22 de la Capitulo 1. O

Corolario 2.3. Sea 8, s > 0 con s > 4 pardmetros, w € A,([—7,7|) un peso de Muckenhoupt
periddico con 0 < C < w para alguna constante C' y una funcion a € J;ﬂ([—w,w]). Entonces, para
cada r > 0, se cumple la inclusion
+2,
Hy' 7" (a) = H™([=m,7])
Demostracién. Por Proposicién 2.10 es suficiente probar que HyF ([—7, 7]) < H™P([—7,]) donde

+2,
H"P([—m, m]) es el espacio potencial de Bessel periédico (ver Observacién 2.2). Sea u € o, ° p(a).

Anélogamente a la demostracién del Corolario 2.2, tenemos que

el gy = || 77 (L B2)720(R) )|

< % [t/ (1 4+ K2y 2ah))

1
= ¢ 1l age ()

Le([—m,x])

LP([_FJT])

Por lo tanto,
1
el e (ommy = & Nl g (o

+%, +3
es decir, Hy ° p(a) — H"P([—m,n]). Consecuentemente, H, ° (a) = H"P([—m,7]).
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Las dos siguientes resultados son referentes a la regularidad del espacio Hy" (a).

Proposicién 2.11. Sea 3, s > 0 con s > 4 pardmetros, w € A,([—m,7]) un peso de Muckenhoupt
con 0 < C < w para alguna constante C' y a € jf([—w, m]). Sea r > 1/p, entonces

s+%,p

Hy 77 (a) C €°([-m,7]) c C ([—x, 7))

donde o = — 1/p, €*(|—m,7]) es el espacio de Zygmund periédico y C' ([—m,7]) es el espacio
de Hélder donde o = [a]” + {a} con [a]™ la parte entera de o y 0 < {a} < 1 su parte decimal.
(Ver definiciones de estos espacios en [ST87, Cap. 3, Sec. 3.5.4)).

2r

? 7p(a) — H"P([—m,]). Sir > 1/p, por [ST87, Cap. 3, Sec.

3.5.5, Cor. (ii) con ¢ = 2], obtenemos la primera inclusién H™P([—7, w]) C €*([—m, 7]). La segunda

. . . s+
Demostracion. Por Corolario 2.3, Hy,

inclusién sigue de la definicién del espacio de Zygmund periédico.
O

Corolario 2.4. Sea 3, s > 0 con s > 4 pardmetros, w € A,([—m,7|) un peso de Muckenhoupt

periodico con 0 < C < w para alguna constante C' y a € Js’%(Z). entonces se cumple la inclusion

Hi?(a) < C ([=m,])

Bs
T -

donde o =

S

Demostracion. La demostracion es un caso particular de la Proposicién 2.11 con r = % junto con
la inclusién ng(Z) C js’g(Z) (Proposicién 2.5). O

Observacién 2.10. Observemos que Hy"(a) C L®([—m,7]) cuando Bs > 4, es decir, las funciones

. s . . .
en el espacio Hy¥(a) son acotadas al ser funciones continuas sobre el conjunto compacto [—m, 7).

Teorema 2.4. (Escala decreciente de espacios) Sea [, s1, so > 0 con B(s2 — s1) > 4, s1 < 89
pardmetros, w € Ap([—m,m|) un peso de Muckenhoupt periédico y una funcion a € jSBZ_Sl (z).

Entonces se cumple la inclusion

HypP(a) = HyP(a)

Demostracién. Sea u € Hy(a). Entonces

eulggrorgay = o7 (1 + alk?)™ k)

Lp([—m,m])

a 2\\s1/2
)
1
)

LY, ([-m,m))

F []—"‘1(1 + a(k:Q))SQ/?a(k)])

Fi <(1 + a(k2))(s2-51)/2
< Gy | |F 1 (1 alk?) ik |

Ly ([-m,m])

L5, ([—m,m]) (2.9)
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:C%wWMmf‘1«1+a@%fﬁ%Km>

Lp([—m,x])

=Lpuw HUHHSUQ”’(a)

1
(1+a(k?))

donde (2.9) sigue del hecho que la funcién k —
LY ([—m, w]) (Proposicién 2.7). Por lo tanto,

;=572 s un multiplicador para el espacio

||U”H;1’P(a) < Cpw ||U||H;2’P(a) )

es decir, Hy?P(a) — Hy'P(a). O

Proposicién 2.12. (Inclusion entre pesos) Sea B, s > 0 pardmetros con s > 4, wy, wy €
Ap([—m,m|) pesos de Muckenhoupt periddicos y una funcion a € jsﬁ(Z). St wp < wsg, entonces

se cumple la inclusion

HyP(a) — Hyp(a).

Demostracion. Sea wy < wy y u € Hyl'(a). Entonces,
el oy :/ wi(0)|F (1 + a(k?))**a(k)) (0) | do

< /ﬂ w2 (O)IF (1 + a(k?))**a(k)) (0) P db

—
= H'I,LHI;I;,g(a)
Por lo tanto,

ull sr @) < llull gy »

es decir, HyY (a) — HyF(a). O

2.4 Clase de simbolos y operadores pseudo-diferenciales periédicos

Definicién 2.10. (Clase de simbolos) Denotamos por Sgp([—ﬂ',ﬂ'] X Z) al conjunto de todas las

funciones oy q: [—m, 7] X Z — R definidas por
Twa(0,k) = w(0)P(1+ a(k?))*/

donde w € A,([—m,7]) es un peso de Muckenhoupt periddico y a € JE(Z). La clase Sgp([—ﬂ, | X Z)
se denomina una clase de simbolos y una funcion oy.q € Ssﬁ,p([—ﬂ',ﬂ'] X 7)) un stmbolo periddico o
simplemente un simbolo. La parte espacial del simbolo o, q viene dada por la funcion 6 — w(@)l/p

y la parte de frecuencia, por k — (1 + a(kz))s/Q,

Observacién 2.11. Si a € js’g/Z(Z), entonces, a € jf(Z) (Proposicion 2.5). Esta observacion

permite considerar un simbolo oy, 4 € Sgp([—ﬂ', 7] X Z) proveniente de una funcion a desde la clase

‘756/2(2) :
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Definicién 2.11. (Clase de operadores) Dado un simbolo periddico o4 € Sgp([—w,ﬂ] X 7),
definimos el operador A: D(A) C Li, (|-, w]) = LP([—m,7|) por

A(u) = w/PF1 ((1 n a(k2))s/2a(5)) . we D(A)

con dominio D(A) = Hy?(a). Llamamos al operador A el operador pseudo-diferencial periédico

asoctado al simbolo periddico o 4.

Observacién 2.12. El operador A es invertible ya que A = T~' donde T es el operador en

Corolario 2.1.

La siguiente definicién es formal pero es 1til para entender el concepto de operador pseudo-

diferencial periédico como una representacion en serie a partir de un simbolo.

Definicién 2.12. (Operador pseudo-diferencial periddico formal) Sea o: [—m, 7] x Z — C una
funcion. Un operador P definido por

(P(u)(0) =Y _ e a(6,k)a(k), 10| <n
keZ
se denomina (formalmente) un operador pseudo-diferencial periddico. La funcion o se demomina

el simbolo periodico del operador P.

Observacion 2.13. Notemos que A es un operador pseudo-diferencial periddico [Wonl1, Capitulo
22], [RT10]:
(Aw)(0) = w(®) "F~ (1 +a(k)2a(k) ) (6)

_ w(e)l/pzewk(l + a(kQ))s/2,/d(k)
keZ

= > ¢ u(0) P+ a(k?) k)
keZ

= % 0yq(0, k)a(k)

keZ

para todo 0 € [—m, 7| yu € D(A). Por lo tanto

(A()(0) = e oy a(0. k)a(k), [6] <, ue D(A)
keZ

donde oy, €s un simbolo en la clase Sﬁp([—ﬂ',ﬂ'] X 7).

2.5 Problema lineal y no lineal

Teorema 2.5. (Problema lineal) Sea 0y, q € Sgp([—ﬂ',ﬂ'] x Z) y A el operador pseudo-diferencial

periddico asociado al simbolo oy, . Para cada f € LP([—m,x]), el problema lineal

A(u) = f (2.10)

tiene una tnica solucion uy € Hy"(a). Adicionalmente, Huf||HS,p(a) = 1fll po (-
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Demostracion. Sea f € LP(|—m,n]). El operador A es invertible (Observacién 2.12), luego la dnica

solucién del problema (2.10) es:

1 Tu
=470 =5 (e () @)
con uy € D(A) = Hy"(a). Ademds ||UfHH$;P(a) = ||A(“f)||LP([—7rﬂr]) - HA(Ail(f)HLP([_W’WD -
£ 1 o (e - ]

Andlogamente al Capitulo 1, mediante la solubilidad del problema lineal asociado al operador
A (Teorema 2.5), estudiamos los problemas no lineales asociados al operador A mediante métodos

de punto fijo.

Definicién 2.13. (Operador de Nemytskii u operador de superposicion) Sea V: [—m, 7] x R — C
una funcion medible. El operador
u— V(-,u)

se denomina un operador de Nemytskii u operador de superposicion asociado a la funcion V.

Definicién 2.14. (Condicion de Lipschitz global) Una funcién medible V: [—m, 7] x R — C satis-

face la condicién de Lipschitz global (en la variable y) si
(V(0,y2) =V (0, y2)| < [R(O)|[y1 —w2l, 0] <7 41,92 €R (2.11)
para alguna funcion f € L®([—m, 7).

Lema 2.1. Sea 8,5 > 0 con s > 4 pardmetros, w € Ay([—m,7]) un peso de Muckenhoupt
periddico tal que 0 < C' < w para alguna constante C' y una funcion a € .752([—7371]). Entonces

se cumplen las inclusiones

Bs s
HyP(a) = Hyt P ([~m, 7)) = HT?([—m,7]) < LP([~7,]) (2.12)
Demostracion. La demostracién es andloga al Lema 1.2 del Capitulo 1. O

Proposicién 2.13. (Primer problema no lineal) Sea B,s > 0 con Bs > 4 pardmetros, w €
Ap([—m, m]) un peso de Muckenhoupt periédico con 0 < C < w para alguna constante C, una fun-
cion a € JS'B(Z) u una funcion medible V : [—m, 7] x R — C satisfaciendo la condicion de Lipschitz
con el supuesto adicional que V(-,0) € LP([—m,x|). Entonces, para cada 6 > 0 suficientemente

pequeno, el problema no lineal
A(u) =6V (-, u) (2.13)

. ,oo. .z S
tiene una unica solucion u € Hy"(a).

Demostracion. Como primer paso en la demostracién, probaremos que el operador de Nemytskii

LP([—m, 7)) = LP([-m,7]): u— V (-, u)
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esta bien definido. Més precisamente, que es acotado, es decir,

VC oy < Nl o mmpy + 1V O o7 -

Por la condicién de Lipschitz global periédica (2.11) junto con la desigualdad triangular,
V(O,y) < [V(0,y) = V(0,0)| + [V (6,0)] < [h(0)[ly] + [V (6,0)]

y por una desigualdad elemental(®) (omitiendo constantes),

V0, 9)" < [h@)Plyl” + [V (0,0)]7,

se sigue que,

™

IV Gy = | VO ulO)P

—T

< /7r (h(@)Plu(O) " + [V (8, 0)[") db

—T

<Nl [ @) a0+ [ V6,07 at

= 100 oy Nl reny + IV G O e

asi

IVl poemm)y < MWl poe (g 1ol ooy 1V O oy » (2.14)

es decir, V(-,u) € LP([-m,n]) cuando u € LP([—m,x]). Por lo tanto, el operador de Nemytskii estd
bien definido.

Como segundo paso en la demostracién, probaremos que el operador lineal R: Hy? (a) — Hy?

definido por R(u) = v, donde donde v, es la tinica solucién en H,;”(a) del problema lineal
A(w) =0V (-, u), (2.15)

estd bien definido y tiene un punto fijo en el espacio Hy?' (a). Sea u € Hy?(a). Por Lema 2.1 se
cumplen las inclusiones Hy”(a) — Hu%’p([—w,ﬂ]) — H%’p([—w,w]) — LP([—m,7]), luego u €
LP([—m,7]). Por (2.14) obtenemos que V (-, u) € LP([—m,n|) y por Teorema 2.5, el problema lineal
(2.15) tiene una tnica solucién v, € HyP(a). Por lo tanto, R es un operador bien definido como
operador de Hy,”(a) en Hy"(a). Adicionalmente el operador R es una contraccién: sea uj, ug €

H;?(a), entonces
1R(u1) = R sy = Nows = Vol
= [|A(vy, — UUQ)”LP([—W,W})
= [[A(vur) = A(vu) [l o (- )
=0[V(,u1) = Vs ua)ll o )

Wla 4 b|P < 27(|a|” + [b|P), p > 0,a,b € C, [Gar07, Cap. 5, Sec. 5.1]
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< d[h(w — UQ)HLP([fﬂ—J]) (2.16)
< Ol oo () lwr — w2l Lo (= ) (2.17)
S ONAl oo (e lua — u2||Hé[s,p([7ﬂ’ﬂ)
< Ol Lo (i lua — U2|’H%s,p([_7rﬂ)
S O |P| poo (jmmm lur — w2l g a) (2.18)
< JJur — w2l g0 (2.19)

donde (2.16) sigue de la condicién de Lipschitz global (2.11), (2.17) de la desigualdad de Holder,
Bs s
(2.18) de las inclusiones Hy?(a) < H, *([-m, 7)) = H%’p([—w,w]) — LP([—m,7]) (Lema 2.1y

(2.19) se cumple cuando 0 < § < . Por lo tanto

IR
||h||L°°([—7T,7r])
[R(u1) = R(uz)|| gy (ay < llur — uall g q) »

es decir, el operador R es una contraccion. Se sigue del Teorema del punto fijo de Banach [Jos05,
Cap. 4, Teo. 4.7], existe una tinica funcién u € Hy?(a) tal que R(u) = u, es decir, el problema no

lineal (2.13) tiene una tinica solucién en el espacio Hy? (a). O

Definicién 2.15. (Condicion de Lipschitz global con peso) Sea w € Ap([—m,7]) un peso de Muc-
kenhoupt periddico. Una funcién V: [—m,m] x R — C satisface la condicion de Lipschitz global con

peso w (en la variable y), si
V0, y2) = V(0,32)| < [R(O)w(O)Plyr — yal, 10] <7 91,2 €R (2.20)
para alguna funcion h € L*°([—m, 7]).

Observacién 2.14. Notemos que con el peso de Muckenhoupt periddico constante w =1 la Defi-

nicion 2.15 coincide con la Definicion 2.1/.

Proposicién 2.14. (Variante del primer problema no lineal) Sea w € Apy([—m,7]) un peso de
Muckenhoupt periddico y una funcion a € jSB(Z) y una funcion V: [—m, ] xR — C satisfaciendo la
condicion de Lipschitz global con peso w (2.20) con el supuesto adicional que V (-,0) € LP([—=,7]).

Entonces, para cada 6 > 0 suficientemente pequerio, el problema no lineal
tiene una tnica solucion u € Hy?(a).
Demostracion. La demostracién es andloga a la demostracion de la variante del primer problema

no lineal (Teorema 1.10) del Capitulo 1. O

Definicién 2.16. (Condiciones de crecimiento) Sea o > 1 un pardmetro. Una funcion medible
V:[—m 7] xR — C de clase C'([—7, 7] x R) satisface una condicién de crecimiento si existe una

funcién h € LP([—m,n]) de modo que

V(0,9)| +105V (0, y)| < CL([R(O) + [y?), [0l <m yeR (2.21)
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0,V (0,y)] < Co(1+[y*), 0] <7, y€eR, (2.22)

para algunas constantes Cp, Co > 0.

Los siguientes lemas se prueban de manera similar a los lemas Lema 1.3, Lema 1.4 y Lema 1.5
en el Capitulo 1 con uso de las inclusiones del espacio potencial de Bessel periédico (ver [ST87, Cap.
3. Subsec. 3.5.5]).

Lema 2.2. Sea o > 1, m > 0 pardmetros, w € Ap([—m,m]) un peso de Muckenhoupt pericdico tal
que 0 < C' < w para alguna constante C. Entonces se cumplen las inclusiones
HIe ™ (=, ]) < HP™8([=m, ) — HP([—m, 7]) < L ([—m,7])

n(a—1)
ap

donde ro =

Lema 2.3. Sea a>1,1<p< oo, m> aip pardmetros, w € Ay([—m,m]) un peso de Muckenhoupt

periddico con 0 < C' < w para alguna constante C. Entonces se cumplen las inclusiones

Hi o (=, wl) o H4m2([=m ) < CW ([,

n(a—1)
ap

donde ro, = yrx=re+m—1/p.

Lema 2.4. Sea 8,s > 0 con 8s > 4, a > 1, m < f—j pardmetros, w € Ap([—m,7]) un peso de
Muckenhoupt periodico y a € Jf([—w, 7]). Entonces se cumplen las inclusiones
HyP(a) < Hye P ([—m, @)

n(a—1)
ap

donde ro =

Teorema 2.6. (Segundo problema no lineal) Sea 5, s > 0 con Bs > 4, a > 1 pardmetros, w €
Ap([—m,m]) un peso de Muckenhoupt periddico con 0 < C < w para alguna constante C, una

funcion a € js€2(Z), y una funcion V satisfaciendo las condiciones de crecimiento (2.21)-(2.22).

Entonces el problema no lineal
A(u) =V (-, u) (2.23)

tiene una solucion u € Hy"(a).

Demostracion. Como primer paso en la demostracion, probaremos que el operador de Nemytskii
Hyp ™™ ([=m, 7)) — LP([=m, 7)) w = V(o)
esta bien definido. Mds precisamente, que es acotado, es decir, que
(0%
IV C )l oqmmy < Wl zoqmm + el gasme -

Sea u € Hyt"™P([—m, 7)), entonces

™

HV(H“)Hip([fﬂ,ﬂ) < Hhuip([fﬁ,ﬂ]) +/ |u(0)|*" do (2.24)

—T
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- HhHLp -7, + ||U‘HLap —T, T
( 1 (( 1
< HhHLp ([-m7)) + ||U’HHTap ([—m,7])

< NN oy + 1l Bt

= HhHLP ([=m,m]) + ||u||Hra+m P([— (225)

)
donde (2.24) sigue de la condicién de crecimiento (2.21) sobre la no linealidad V' y (2.25) de las
inclusiones Hy* "™ P ([—7, 7]) < Het"P([—x, 7)) < H"*P([—m,7]) < L ([—m,7]). (Lema 2.2).

Por lo tanto,

IV Gl mmpy < WAl oy + el - (2.26)

es decir, V(-,u) € LP([-m, 7)) cuando u € Hy ™ P([—m,7]) y h € LP([—m,7]). Por lo tanto, el
operador de Nemytskii estd bien definido.

Como segundo paso en la demostraciéon probaremos que el operador lineal R: By — By donde

BO = {U, c H&aer’p([—?T,?T]) : HUHH;OHrm,p([_mﬂ,]) < 6} .

ra+m7p([

(la bola de radio € en el espacio H m,m])) definido por R(u) = v, donde v, es la tnica

solucién en el espacio Hy” (a) para el problema lineal

A(w) =V (- u) (2.27)

wetP (g ]) y por (2.26) obtenemos

estd bien definido. Sea u € By, por definicién, u € H
que V(-,u) € LP([-m,m]) y por Teorema 2.5, el problema lineal (2.27) tiene una tnica solucién
vy € HyP(a). Por lo tanto, la definicién R(u) = v, es consistente, es decir, R estd bien definido

como operador desde el espacio By a Hy?([—

m,7]). Ahora probaremos que el rango del operador
R estéd en el espacio By cuando ||Al] Lo([—mx]) ©S suficientemente pequeno. Sea u € By, entonces

(omitiendo constantes)

‘|R(U)HH;&+’"@([_W7W]) = ||UuHH;a+m»P([_m7r])
< ||UuHH;;vP(a) (2.28)

= HA(UU)HLP([—W,WD
= IV Wl oo —rm)

< HhHLp([—w,ﬂ) + HUHJOL};a+m7P([_7T77r]) (2-29)
< HhHLP([fﬂ,ﬂ) + e (2.30)
<e (2.31)

donde (2.28) sigue de la inclusion Hy?(a) < Hye™P (=7, 7)), (2.29) de la desigualdad (2.26),
(2.30) del supuesto u € By y (2.31) se cumple cuando [[h|| pp(j_r ) < € — €%
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Por lo tanto,

||R(U)||H;a+map([,ﬂ,ﬂ) <e€

es decir, R(u) € By cuando u € By. Por lo tanto, el operador R estd bien definido como operador

desde el espacio By en By.

Como tercer paso en la demostracién, observando que la bola unitaria By (que es un subconjunto
del espacio de Banach Hyo"™P([—m, x])) es un conjunto no vacio, cerrado y convexo, probaremos
mediante el Teorema del punto fijo de Schauder [AGO02, Cap. 1, Teo. 1.2.2], que el operador R
tiene un punto fijo sobre el espacio B. Para este propdsito, probaremos que R es un operador
continuo y compacto (notemos que el rango del operador R serd relativamente compacto si el

operador R es compacto).
Primero probaremos la continuidad del operador R, es decir, que
[R(u1) — R(u2) | gram»

) — 0 cuando |lur — ’U;QHHTZaer,p( )y = 0.

[—,m] [—m,m]

Sea u1, ug € By. Por la linealidad del operador A, tenemos que R(u1) — R(ug2) = vy, — vy, €s

la tinica solucién en Hy”(a) para el problema lineal
A(w) =V (,u) = V(- uz),
entonces
[1R(u1) = R(u2) | yratme_p ) = 10w = Vs | graeme gy
< vur = vz | e () (2.32)

= [l A(vay = vu) | £ ([,
= V(- u1) =V u) oo rm)

donde (2.32) sigue de la inclusién HyP (a) < Hiet™P([—n, @1]). Por lo tanto

IR(wr) = Ruz) | gzoctmon gy < IV Co1) = V1) o (2.33)

Para estimar la expresién en la derecha de (2.33) observemos que (omitiendo constantes)

1

[V (0,u1(0)) — V(0,u2(0))] = /0 9 (V(0,tur(0) + (1 — t)uz(0))) dt‘ (2.34)
1

=1/ OyV(G,tul(H)—i—(l—t)uQ(@))(ul(@)—u2(9))dt’ (2.35)

1
SWK%—WWNAI%W&WA%+U—QWWDM

1
gmmm—mwné<ruwmm+u—omwwﬂﬁ (2.36)

1
< fu(6) — U2(9)|/0 (14 [ur (0)]* + [ua(6)|%) dt
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= [u1(0) — u2(0) (1 + |ua ()" + [ua(6)[)-

donde (2.34) sigue del Teorema fundamental del calculo, (2.35) de la regla de la cadena con el
supuesto de regularidad V € C*([—n, 7] x R) y (2.36) de la condicién (2.22) de crecimiento sobre
V. Por lo tanto,

[V(0,u1(6)) = V(0,u2(0))] < ur(0) — uz(0)] (1 + [ur(0)]* + |u2(6)]*) (2.37)

Entonces

™

IV o) = V) oy = [ V(O 0a(8)) = V(0. al0)) 0

—Tr

< /7r 1 (0) — ua(0)[P(1 + |ua (0)[* + [u2(6)[%)" db (2.38)

—Tr

: /7r |ur(0) — uz(0)” (1 + Jua (0)|*” + [uz(0)[*") db (2.39)

—T

< lug — u2||§p([_7r,ﬂ) (1 + ||U1H%€o([_7r,ﬂ) + HUZH%&([_WJD) (2.40)

donde (2.38) sigue de (2.37), (2.39) de una desigualdad elemental® (2.40) de las inclusiones
Hye P ([—m, 7)) < HYP([—m,7]) < L®([~7,7]) (Lema)

IV (sur) = Ve u)ll oo gy < llun = w2l poomm (1 + lwal Zoo (o) + HuQH%OO([fﬂ',Tr])) (2.41)

Para estimar [luy — uz|| 1o ((_r ) en (2.42),

Jur — u2HLP([77T,Tr]) < lur — UZHLap([fﬂ,ﬂ) (2.42)
< lur - UZHHm,p([_mW]) (2.43)
S ||U1 - u2||HLa+m,p([_7r77r]) (244)

donde (2.42) sigue de la inclusién L*P([—m,71]) — LP([—m,7]) ya que p < ap debido a que

el circulo [—m,7] es un conjunto compacto, (2.43)-(2.44) de las inclusiones Hy P ([—n, 7)) —
H'P([—7,m]) < L*P([—m,n]) (Lema). Por lo tanto,
[Jur — UZHLP([ﬂmr]) < w - u2||H;a+m!P([_7r,ﬂ) (2.45)

Por lo tanto, a partir de (2.33),(2.37), (2.40), (2.45) obtenemos que

[ R(u1) — R(UQ)HH;aervP([_mﬂ) < flua — U2HH;a+m’P([_7r77r]) (1 + HU1||%°°([—7r,7r]) + ||u2H%°°([—7r,7rD) )
se sigue que

|R(u1) — R(u2)|’H;a+m,p([_7r77r]) — 0 cuando ||u; — U2||H;a+m,p( ) =0,

[_ﬂvﬂ]

es decir, el operador R es continuo.

@la +bP < 2°(|al” +|b”), p > 0,a,b € C
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Para verificar que R es un operador compacto, sea {uy }, .y C B sucesién acotada en Hijetmp ([-m,7]),

es decir, existe una constante M > 0 tal que HukHHerm,p( ) < M para todo k € N (uniforme-

[—7‘(,71’]
mente). Entonces

”R(uk)HHZJO“Fm’p([ffr,ﬂ) = ||Uuk||H;a+m’p([—7r,7r])
< lloull v o) (2.46)

= [Au)l Lo (= 7))
= HV(7 uk) HLP([fﬂ,ﬂ'])

< ||h”LP([—7r,7r]) + Hu||?{;a+map([_m7r]) (2.47)
< WAl oy + M (2.48)
(2.49)
Por lo tanto
VR g mpy < Il poommy + M (2.50)
es decir, la sucesion { R(uy) },.c es acotada en Hye™™P([—7, w]). Como la inclusién Hyr ™™ P ([—7, 7]) <

H"P([—m,m]) < L*P([—m,7]) es compacta debido a que la tltima inclusién lo es por [Pirll, Sec.
2, Prop. 2.3]), la sucesién {R(ux)},cy tiene una subsucesion convergente en L ([—m, 71]). Més pre-
jen C {R(ur)}pen tal que R(ug;) — v en LP([—,7])

para algin v € L*P([—m, 7]). Por lo tanto, R es un operador compacto.

cisamente, existe una subsucesién {R(ukj)}

Finalmente, dado que el operador R: By — By es continuo y compacto, por el Teorema del
punto fijo de Schauder [AGO02, Cap. 1, Teo. 1.2.2], existe una funcién u € By tal que R(u) = u.
Por definicién del operador R, tenemos que u € H,,” (a), es decir, el problema no lineal (2.23) tiene

L4 S . ~
una solucién u € Hy;”(a) cuando § es suficientemente pequefio. O
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2.6 Aplicaciones

Proposicién 2.15. Sea s > 2. Para cada f € LP([—7, 7)), el problema lineal
617P(1 = 0)°/*u(0) = f(6), 0] <= (2.51)

tiene una tnica solucion uy € Hy’(a), donde a(k) =k y w(f) =|0]", -1 <y <p—1.

Demostracion. El operador de Bessel fraccionario viene definido via transformada de Fourier
periédica por (1 — 92)%/2 = F~! (1+ kg)s/Qﬂ(k)) (Ver [RLS16]), es decir, el operador pseudo-
diferencial periddico (1 — 83)3/ 2 tiene el stmbolo (14 k2)%/2. Se sigue que el simbolo del operador en
el lado izquierdo de (2.51) es 0y 4(0, k) = |0]7/P(1 + k?)%/2, es decir, 044 € Sﬁf([—w,w] x Z). Por

lo tanto, el operador en el lado izquierdo de (2.51) es invertible (Teorema 2.5). La tnica solucién

de (2.51) es uy = F ! <(1+132)5/2<|9|£/P)(k)> con uy € Hy"(a). O

Observacién 2.15. El operador de Bessel entrega el siguiente isomorfismo (I—A)*/? . HSP(R™) —
LP(R™) [Haz12]. En otras palabras, para cada f € LP(R™) el problema lineal (I — A)*/?(u) = f
tiene una tnica solucion uy € H*P(R™). En nuestro caso, Proposicion 2.15 con o = 0 (caso sin
peso), el problema lineal (2.51) es una adaptacion del operador de Bessel, a un contexto periddico

y con coeficiente variable.

En [BPR19] el operador (14 (m? — A)?/2)5/2 tiene un “simbolo” dado por a,,(t) = (m?+ [t|)?/?
y pertenece a la clase GJ (R™). En nuestro caso, el operador, en un contexto periédico, es (1+ (m? —

92)7/2)3/2, Este operador tiene coeficientes constantes, es decir, w = 1 (caso sin peso).
Proposicién 2.16. Sea 0 <y <1, m#0 y sy > 4. Para cada f € LP([—7,7]), el problema lineal

(1+ (m® — B)/2)°/%u(8) = (6), 16] <m (2.52)
tiene una tnica solucion uy € H,2,(a) donde a(k) = (m? + k)?/2.

Demostracion. El simbolo del operador en el lado izquierdo (2.52) es 0y a(6,k) = (1 4+ (m? +
k2)7/2)5/2 es decir, 044 € Sﬁ;v([—w, 7| X Z). Por lo tanto, el operador en el lado izquierdo de (2.52),

~

es invertible (Teorema 2.5). La tinica solucién para (2.51) es up = F ! <(1+(m2+22)w2)s/2f(k)) con
up € HyP_ (a).

Proposicion 2.17. Sea s > 2. El problema no lineal

2\5/2 )
(14 16771~ ) u0) = 5100 (2.53)
para |0| < m y donde —1 < v < p — 1, tiene una tnica solucién en el espacio Hy"(a), donde
w(®) = (1+0))? y a(k) = k, cuando § < 5= (Acd C' es la constante de la inclusion Hj(a) —

LA ([-m,7])). Mds aiin, la solucién estd en el espacio Cl271([—x, x]).
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Demostracidn. . Sea oy 4(0, k) = w(0)YP(1+a(k?))*/% con w() = (1416])Y/? y a(k) = k Notemos
que oy q € 83552([—77, 7] x Z). Todos los supuestos de 77 son satisfechos con V(6,y) = 15

Por lo tanto, existe una tnica solucién u € H? (a) con la regularidad v € Cl2=Y([—x, 7]) por
Corolario 2.4. O]
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Capitulo 3

Problema de evolucion

En este capitulo estudiamos el problema de Cauchy lineal homogéneo

d
$u(t) = A(u(t)), t>0

u(0) = f
con condicién inicial f € LP(R™) y A un operador pseudo-diferencial cuyo simbolo o, pertenece a

una clase de simbolos que denotamos por Ssﬁ °(R™). Posteriormente, estudiamos el problema de
Cauchy no lineal
d
T
u(0) = f

con métodos de punto fijo. Este capitulo estd fuertemente inspirado en el articulo [PR16].

() = A(u(t)) + V(u(t), t>0

3.1 Preliminares

Similarmente al Capitulo 1, presentamos las definiciones de multiplicadores de Fourier clésicas,

es decir, sin pesos.
Definicién 3.1. (Multiplicador de Fourier) Una funcion m: R™ — C se denomina un multiplicador
de Fourier para el espacio LP(R™) si el operador multiplicador de Fourier T,,: S(R™) C LP(R™) —
LP(R™) definido por

T (u) = F~H (m(€)u(€))

donde S(R™) es el espacio de Schwartz, se extiende a un operador acotado sobre LP(R™). Mds

precisamente (usando la misma notacion T,, para la extension),
1T (@)l oy < Cp Il oy s € LP(R)
para alguna constante Cp, > 0.

Definicién 3.2. (Condicién de Lizorkin) Una funcion m: R™ — C de clase C™(R™\ {0}) satisface

la condicion de Lizorkin si para todo multi-indice o = (o, ..., ) con a; =0 6 o = 1, para todo
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i=1,...,n, satisface la estimacion
€% 9gm(€)| < C, € eR™\ {0}
para alguna constante C' > 0.

Definicién 3.3. (Condicion de Lizorkin radial) Una funcion m: [0,00]— C de clase C™(]0, c0])

satisface la condicion de Lizorkin radial si para todo 1 < k < n satisface la estimacion

(1+ J¢[3)* |oF]

L]0 om0

para alguna constante C > 0.

Teorema 3.1. (Guidetti) [Guil0, Teo. 2] Sea m: R"™ — C una funcién de clase C™(R™\ {0}) tal
que, si para todo multiindice o = (a1, ..., ) cona; =0 6 a; = 1, para todo i = 1,...,n, satisface

la estimacion
€% 9gm(€)| < C, € eR™\ {0}
para alguna constante C' > 0. Entonces m es un multiplicador de Fourier para LP(R™).
Observacién 3.1. Andlogamente al Capitulo 1, si una funcion satisface la condicion de Lizorkin
radial, esta serd un multiplicador de Fourier para LP(R™) por el Teorema 3.1.
Los siguientes resultados permiten probar un resultado suficiente para la no negatividad de la
transformada de Fourier (Teorema 3.2).

Definicién 3.4. (Funcion de Bernstein) [BF'75, Cap. 9, Def. 9.1], [SSV12, PSZ19] Una funcion
u: [0,00[— R no negativa se denomina una funcion de Bernstein si es de clase C*([0,0]) y

satisface el supuesto
(—D*ofu(t) <0, te[0,00]

para todo k € N numero natural.

Ejemplos de funciones de Bernstein pueden ser consultados en el capitulo 16 de la referencia
[SSV12]. A continuacién, presentamos dos ejemplos de funciones de Bernstein importantes en el
presente trabajo.

» La funcién ¢ — t%, t € [0, 00[ es una funcién de Berstein cuando 0 < s < 1.

» La funcién ¢ — (1 +¢)%, t € [0, 00[ es una funcién de Berstein cuando 0 < s <1

Definicién 3.5. (Funcion completamente mondtona) [BF75, Cap. 9, Def. 9.1], [SSV12, PSZ19]
Una funcion u: [0,00[— R no negativa se denomina una funcion completamente mondtona si es

de clase C*(]0, 00[) y satisface el supuesto
(=D)FoFu(t) >0, te0,00]

para todo k € N numero natural.
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La siguiente proposiciéon es una relacion entre funciones de Bernstein y funciones completamente

monodtonas.

Proposicién 3.1. (Equivalencia entre funciones de Bernstein y funciones completamente mondto-
nas) [SSV12, Cap. 3, Teo. 3.7] Sea u: |0,00[— R una funcion no negativa. Las siguientes afirma-

citones son equivalentes:

1. La funcion u es una funcion de Bernstein

tu

2. La funcion e™™ es completamente mondtona para todo t > 0.

Definicién 3.6. (Funcion definida positiva para un conjunto J) [PSZ19, Def. 1.1] Sea J un con-
junto de funciones medibles y de valor real definidas sobre R™. Una funcion u: R™ — R se denomina

definida positiva para el conjunto J si u es una funcion par y para toda funcion h € J, la integral

[ ] ute = wb@hiy) ds dy
existe (en el sentido de Lebesgue) y es no negativa.

Definicién 3.7. (Funciones en L* con soporte compacto esencial) [PSZ19] Denotamos por LE(R™)

al conjunto de todas las funciones en L*(R™) con soporte compacto esencial.

Proposicién 3.2. (Criterio para la propiedad de definida positiva para J) [PSZ19, Prop. 3.1] Sea
v: [0,00[— R una funcién completamente mondtona y una funcion radial w: R™ — [0, 00] definida
por u(x) := v(|z|?). Siu € LY (R™) es una funcion integrable, entonces u es una funcion definida

positiva para el conjunto J = L3(R™).

Proposicién 3.3. (Equivalencia de la no negatividad de la transformada de Fourier) [PSZ19,

Prop. 38.3] Sea u € L'(R™) funcidn integrable. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La funcion u es definida positiva para el conjunto L%(R”)

2. La transformada de Fourier de la funcion u es no negativa.

A partir de las definiciones y resultados previos, obtenemos el siguiente teorema que sera crucial

en el estudio de las propiedades del nicleo fundamental del operador A (Definicién 3.12).

Teorema 3.2. (Criterio para la no negatividad de la transformada de Fourier) Sea w: [0, 00[— R
una funcion de Bernstein. Si para cada t > 0 se cumple que e—tull) ¢ LY(R™), entonces la

transformada de Fourier de esta funcion es no negativa. Mds precisamente, F (e*t“(‘ip)) > 0.

Demostracion. Sea u una funcién de Bernstein. Por definicién, esta es no negativa. Por Proposi-

cién 3.1, la funcién e~*

“ es completamente monotona para todo ¢ > 0. Ademas, bajo el supuesto
de integrabilidad e~tull) ¢ LY(R™), se sigue de la Proposicién 3.2 que la funcién e~ tull ) g
una funcién definida positiva para el conjunto J = L3(R™). Finalmente, por Proposicién 3.3,

F (e_m<|.|2)> >0 =
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Ejemplo 1. La funcion x — u(z) = |x|® es continua, definida negativa y u(0) = 0. Por el Teorema

de Schoenberg, la funcidn x — e %) es definida positiva para s €)0,2]. [BF75]

También aparece el mismo resultado mediante una clase de funciones que asegura la no nega-

tividad de la transformada de Fourier a partir de la representacién de Bessel Ver [Gne0l].

3.2 Clase de funciones y multiplicadores

Definicién 3.8. (Clase de funciones) Sean [, s > 0 pardmetros con s > 2 y 0 < s < 2.
Denotamos por J5 > (R™) al conjunto de todas las funciones medibles a: R — R bajo los siquientes

supuestos:

J1 La funcién a: [0,00[— R es una funcion de Bernstein y la funcion t + a(t?),t € R es no

neqgativa.

Jo FExisten constantes M, Ry > 0 de modo que

M1+ €)% < a(l€), 1€ > Ro
J3 Para cada nimero natural 1 < k < n, existen constantes Mj, s, Ry, > 0 de modo que

oF| <t>\§Mk,sa<|s|2>’fN“, €l > Ry

a
t=[¢]?

dondeN:ﬁ—%

En adelante consideramos R = max(Ry, R1, ..., Ry) y las constantes M, M}, s son omitidas.

£B=2,00

Proposicién 3.4. Sea § = 2. La funcion a(t) =t estd en la clase Js (R™) para todo 1 < s < 2.

Demostracion. Dado que en el Capitulo 1 ya se probé que la funcién a(t) = t satisface los supuestos

J1 — Ja, solo probaremos que la funcién es de Bernstein. La k-ésima derivada de la funcién es

& 1 sik=1,
dya(t) = .
0 sik>1
entonces
-1 sik=1,
(—1)*ofa(t) = :
0 sik>1

para todo t € [0,00[, es decir, la funcién a(t) = ¢ es una funcién de Bernstein. Por lo tanto, la

funcién a(t) =t estd en la clase Jo°°(R").
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En la referencia [Len07], se estudia el problema de Cauchy para una ecuacién de Schrédinger
no lineal cuyo operador diferencial viene dado por la expresién formal v/m? — A cuyo simbolo es

0s—1(€) = (m? + [€]*)1/2. La clase de sfmbolos en este trabajo permite incluir este problema.

Proposicién 3.5. (Multiplicador general) Sea A € C nimero complejo con parte real R(\) > 0.
Para cada r > s, la funcion
1

R e T (e

es un multiplicador de Fourier para LP(R™).

Demostracion. Solo probaremos el caso n = 1 (la demostracién general en R™ es andloga a la
demostracién de la Proposicién 1.15 en el Capitulo 1). En el caso con multi-indice « = 1,y k =1,
verificamos la condicién de Lizorkin radial (Definicién 3.3)

1 T
(A + (1 +a(€2))/2)2] 2

(1+¢?) =(1+¢&% (1+a(€))* 1 d (€%

Oty g2 <)\ +(1 Jrla(t))m)

2 1 r/2—
< Cr(1+a(8%)? W(l +a(€?)P N1+ a(?)NH!
(3.1)
= Co(1+a(g[2))s TN
=C(1+ a(52))2/ﬂfr/2+s/272/5
= Cp(1+a(g?) "/
<G, (3.2)

donde (3.1) sigue de una desigualdad elemental () y (3.2) del supuesto > s. Por lo tanto,

(1+€%) | Oty iee <A+ q ja(t)w)‘ <C,.

Andlogamente se prueba que (para 1 < k < n),

(o] <)\ 1 —:a(t))T/Q> ‘ =G

W satisface la condicion de Lizorkin radial. Por lo tanto, la funcién

1 T .
& a7 oS un multiplicador de Fourier para LP(R").

es decir, la funcién
O

3.3 El espacio H*?(a)

Andlogamente a la definicién del espacio Hy;”(a) en el Capitulo 1 tenemos la siguiente definicién.

Definicién 3.9. (El espacio) Sea 3, s > 0 con s > 2,0 < s < 2 parametros y a € jSB’OO(R").

(1)|Z41_x| <i 2>0,2€C:R(z) >0
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Denotamos por H*P(a) al espacio definido por
H*?(a) i= {u € DP(R") : 7 (1 + a(g)?u(€) ) € LP(R™)}

Teorema 3.3. (Espacio de Banach) El espacio Hy" (a) con la norma [l grp () definida por

Il gy = [ 77 (04 allg)2a6))|

es un espacio de Banach.

LP(R™)

3.4 Clase de simbolos y operadores pseudo-diferenciales

Definicién 3.10. (Clase de simbolos) Denotamos por S?’OO(R”) al conjunto de todas las funciones

medibles 0,: R™ — R definidas por

0a(€) = (1 +a(l€]*)*?

donde a € jSB(R"). El conjunto SS'B’OO(R”) se denomina una clase de simbolos y una funcion o, en

SSB’OO se denomina un simbolo.

Proposicién 3.6. El simbolo o4(£) = (1+|¢[2)*/2 estd en la clase S5~ (R™) para todo 1 < s < 2.

Demostracidn. Se sigue del hecho de que la funcién a(t) = ¢ estd en la clase J; °°(R") (Proposi-
cién 3.4) O

Observacion 3.2. Este simbolo aparece en la referencia [Len07]. En esta, se estudia el problema
de Cauchy para una ecuacion de Schridinger no lineal cuyo operador pseudo-diferencial viene dado
por Vm2 — A y cuyo simbolo es (m? + |£]2)1/2,

Definicién 3.11. (Clase de operadores) Sea o, un simbolo en la clase SSB’OO(R"). Definimos el
operador A: D(A) C LP(R™) — LP(R™) por

Alw) = =F (1 + a(lg) ()

con dominio D(A) = H*P(a). Llamamos al operador A el operador pseudo-diferencial asociado al

stmbolo 0y 4.

Observacién 3.3. El operador pseudo-diferencial asociado al simbolo (1 + £2)V/2 es A(u) =
~F 1 ((1+ 52)1/2ﬂ(£)). Este operador formalmente es (14 02)Y/2 y es el operador estudiado en la
referencia [Len07].

3.5 Problema homogéneo, no homogéneo

3.5.1 Generador de semigrupo

En esta subseccién probamos que el operador resolvente del operador A también puede ser

representado via transformada de Fourier.
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Lema 3.1. (Semiplano en el conjunto resolvente) El semiplano derecho {z € C: R(z) > 0} estd

contenido en el conjunto resolvente p(A) del operador A.

Demostracion. Sea A € C con R(A) > 0. La funcién & — !~ es un multiplicador de

At+(1+a(€]?))
Fourier para LP(R™) (Proposicién 3.5) y su denominador nunca es cero. Por lo tanto, por Lema

8.1.1 en [ABHNI11], X € p(A). O

Proposicién 3.7. (Representacion del operador resolvente) Sea A € C nimero complejo con parte
real positiva, es decir, R(\) > 0. El operador resolvente R(\, A): LP(R™) — D(A) del operador A,
puede ser representado por
1 ~
u
A+ (1+a([g?))s/

R\, Au=F1 ( (5)) . we LP(R™), R(\) >0 (3.3)

Demostracion. Como {z € C: R(z) > 0} C p(A), (Lema 3.1). la representacién en (3.3) sigue de
la Observacién 8.1.2 en [ABHN11]. O

En adelante denotamos R(\, A) por (A — A)~L.
Corolario 3.1. (Sobreyectividad del operador resolvente) Para cada A > 0, el operador resolvente

(M —A): D(A) C LP(R™) — LP(R™) es sobreyectivo.

Demostracion. Sea A > 0y f € LP(R™). Como A € p(A), entonces (Al — A) es invertible y su
operador inverso es la representacién dada en (3.3). Por lo tanto, uy := (A — A)~'(f) € D(A) y
cumple (A — A)uy = f. O

Para el estudio de la disipatividad del operador A definimos el niicleo fundamental del operador
A.
Definicién 3.12. (Nicleo fundamental) Sea t > 0. La funcion P;: R™ — C definida por
Pi(z) = / gimEt(1all€) /? g (3.4)
se denomina el nicleo fundamental del operador A.

Proposicién 3.8. (Propiedades del nicleo fundamental)

1. Para cadat > 0 se cumple que e~t(1+al(*)*/? ¢ LY(R™) N L2(R™).
2. Para cada t > 0 se cumple que P, = e~tA+a(l )2,

3. Para cada t > 0 el nicleo P, es una funcion radial.

4. Para cada t > 0 el nicleo Py es de valor real. Mas precisamente, para cada t > 0 y para todo
x € R™ se cumple que Py(x) € R.

5. Para cada t > 0 y para todo x € R™ se cumple que f]R" P(z)dx < 1.
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Para cada t1, t2 > 0 y para todo x,y € R" se cumple que [z, Py (x — 2)P,(z —y)dz =

Py, 41, (x—vy) (Equivalentemente en notacion de convolucion, se cumple que Py, x Pr, = Py, 14,)
Py = AP,

Para cada t > 0 y para todo x € R™ se cumple que |P;(x)| < et% + t"%

9. Para cada t > 0 el nicleo P; es una funcion no negativa.

10. Para todo t > 0 (uniformemente) se cumple que || P 1 gny < 1.

11. Para cada uw € LP(R"), la sucesion de funciones {P;xu}, o estd contenida en LP(R™).
Ademds esta sucesion converge a u en LP(R™). Mds precisamente, ||P;*u — ullpgny — 0
cuando t — 0F.

Demostracion. 1. Sea t > 0. Por el supuesto de elipticidad Jo y del supuesto 8s > 2 obtenemos
que
Bs Bs Bs s
€l <]z = ()T <A+ EP)T < +a(gf)z, [€>R
se sigue que
tel <t +a(lg)z €l >R (35)
para todo t > 0 (uniformemente). Entonces
He—t<1+a<|~|2>>s/2 — / o~ t(+al€P)*? ge 4 / o~ t(+al€)*? ge
LH®m) - Jig<r €[>R
< / e tdé + / e Hel ge (3.6)
l§l<R lEI>R
c 1 1
< n,Rg + Dn,RtTL
donde (3.6) sigue del hecho que 1 < (1 + a(|£]?))*/? y de (3.5). Las constantes C,, g > 0y
Dpr > 0son Cp g = |(B(0,R))] = R"|(B(0,1))| = R”% (la medida de Lebesgue de
la bola cerrada de radio R > 0 con centro en el origen), D, g = (n — 1)!4,, (A, es el area
de la (n — 1)-esfera unitaria S?!) pueden ser obtenidas mediante un cambio de variable a
coordenadas polares.
Por lo tanto
—t(1+a( )2 1 1
He L1(R") < Cnng + Dnng (87)
es decir, para cada t > 0, se cumuple que e—t(+all-2))2 ¢ L'(R™). Andlogamente se prueba
que e~ t(+all-F)Y* ¢ [2(Rn),
2. Sea t > 0. Por Propiedad 1 obtenemos que e~t(1+a(l*)*/* ¢ L?(R™). Se sigue del Teorema de
Plancherel que P, = F~1 (e*t(Ha(HQ))S/Q) € L(R"), luego P, = e~ t(+all?)*?,
3. La transformada de Fourier inversa de una funcién radial es radial ( [Gral4, Apéndice B.5]).
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Lta(|-2))*/?

4. La funcién e es de valor real y par (toda funcién radial es par), luego su trans-

formada de Fourier inversa también lo es ( [Osgl9, p. 123]).

o.
/ Py(z) dz = / e 10002 Py (7) da
R JRn
= P,(0,...,0)
— o t(1+a(/(0,...,0)[?)*/ (3.8)
<1
donde (3.8) sigue de la propiedad 2.
6.
/n P,(x—2)P,(z—y)dz = /n P, (w)P,(x —y — w) dw
= (P x Py) (2 — y)
= F 1 (Pa(©) Pul®) (@)
— F1 (e—m(1+a<\s|2>>5/2e—t2<1+a<\s|2>>5/2) (z —y)
—F! (ef(t1+t2>(1+a<\a|2)>8/2) (€ —y)
=Py, (z —y)
Por lo tanto
/n Py (x—2)P, (2 —y)dz = Py, (x — y).
7.
0P = [ Or) (o) do
=0 /n TPy (x) da
= 0, Pi(¢)
— §e—t(+alle?)/? (3.9)
= —(1 + a(|¢]?))*/2et(Fallel) 2
= —(1+a([¢[*)*Pi(€)
donde (3.9) sigue de la propiedad 2. Por lo tanto,
OPi(€) = —(1+ a([€[*)*/* Pu(). (3.10)

Por otro lado a partir de la definicién del operador A,

AP, = F (=F (1 +a(€P)*Rie)))
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— (1 + a(|€[2))*/2B.(¢)

Por lo tanto,
AP(§) = —(1 + a([¢[*)*/*Pi(¢) (3.11)

Por (3.10)-(3.11) obtenemos que 6/t\Pt = ZE Aplicando la transformada de Fourier inversa

concluimos que 0;P; = AP;.

| Pi()] =

/ i€ e—t(+a(i§2)? g

< / o~t+ale?)*/? e

1 1
< o + " (3.12)

donde (3.12) sigue de (3.7) (omitiendo constantes).

Por lo tanto,

1 1
|Pi(x)] < Q‘th

9. Por propiedad 1 tenemos que e~t+a(l )Y ¢ L'(R™). Por el supuesto .J; la funcién t — a(t)
es de Bernstein y t — (1+1)%2 también es una funcién de Berstein para 0 < s < 2. Entonces
t — (1 + a(t))®? también es una funcién de Bernstein para 0 < s < 2 (La composicién de
funciones de Bernstein sigue siendo una funcién de Bernstein [SSV12, Coro. 3.8, (iii)]). Por
lo tanto, por Teorema 3.2, F (e_t(H“('“”‘Q))S/Q) > 0. Se sigue que

Py(w) = F1 (e70+el€P) ) ()
= FlFr (e—t<1+a<\s|2>)s/2) (2)
= F (et ()
= F (om0 (2) -
>0

donde (3.13) sigue del hecho que P; es una funcién radial (y por ende par) (propiedad 3).

Por lo tanto,
Pt Z 07
es decir, el nicleo P; es una funcién no negativa para cada t > 0.

10. Por la no negatividad del niicleo fundamental P; (propiedad 9) junto con la propiedad 5,

1P gs oy o= [ 1@ da = [ Pi@)de <1

n

Por lo tanto, || P[|1gny < 1 para todo ¢ > 0 (uniformemente).
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11. Por desigualdad de Young para convoluciones y con uso de la propiedad 10,

1P * ul o qgeny < P 2 geny el eny
< ||U”LP(R”)'

Por lo tanto

1P ull o gy < lull Lo ey »

es decir, P, x u € LP(R™) cuando u € LP(R™) para cada ¢t > 0 (uniformemente). Para
verificar la convergencia, usaremos un argumento similar al utilizado en el Teorema 3.5 de
la referencia [Wonl14]. La propiedad 2 nos permite definir para cada ¢t > 0, el nimero finito
¢t = Jgn Pi(y) dy = e~ t(1+a(0)*/? "Seq 4y € LP(R™). Por la desigualdad triangular,

1P+ = ull ppgny < 1B % w = ol pomny + [l (ct = Dull o g (3.14)

Probaremos que cada norma en la parte derecha de la ecuacién (3.14) converge a 0 cuando

t — 0T. Para la primera norma tenemos que

1/p
1P catlageny = [ 1Pox0)e) — o)
Rn

- </n . Py(y) dy) u(z)
= (/n /n(U(x —y) —u(x))F(y) dy ’ drj) "
< [ ([ w0 -swprara)
= [ el ([ - - u(a:)\pdx)l/p dy
_ /R Py (t2)| </R (e — 12) — u(x)\z’)l/p £ dz

_m /R P(t2)] [t — ll gy 2 (3.15)

n

p 1/p
daz)

Pu(y)ue — y) dy ( /

donde (r¢.u)(z) := u(z — tz). Como |Py(tz)| < % + A (propiedad 8), la expresién en (3.15)

puede ser acotada por
1 1
m (et + t”) /Rn [Tzt — ull po(gny dz (3.16)

Ademds como 7y;u converge a u en la norma ||-[|;gn) cuando ¢ — 0% (Continuidad de las

traslaciones en LP, [Wonl4]), se sigue del Teorema de convergencia dominada, que

/ |z — UHLP(R“) dz — 0" cuando t — 0. (3.17)
R’ﬂ
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Asi, la expresién en (3.16) cumple que

tn
<t + 1) / [7¢zt — ul| pp(gny dz — 0 cuando ¢ — 0+
(§ Rn

Por lo tanto, ||P; * u — cyul| 1p(gny — 0 cuando ¢ — 07

Para la segunda norma, como ¢; — 1 — 0 cuando ¢t — 07, la sucesién de funciones medibles
{(ct = 1)u},~ converge puntualmente a la funcién idénticamente cero. Ademas |(c; — 1)u| <
2|u| ya que |¢;] <1 donde u € LP(R™). Por el Teorema de Convergencia Dominada, obtene-

mos que |[(ct — 1)ul|ppgny — 0 cuando ¢ — 0F.

Por lo tanto, por (3.14),
[P * w — ul| fpgny = 0 cuando t — 0F,

es decir, P, * u converge a u cuando ¢ — 07 en la norma [|-|| 1 gn)-

O

El siguiente lema y proposicién son similares al al Lema 1.1 usado en la demostracion de la

Proposicion 1.15 en el Capitulo 1.

Lema 3.2. (Fdrmula de derivadas) Sea [0,00[— R:t +— f(t) funcion de clase C"([0,00]). La
k-ésima derivada (1 <k <n) de la funcion ej;(é)) satisface la igualdad

6k (eff((t)> ef(t Z Z CjC(P1,j,--.7P7L,j)(f(1) (t))Plyj t (f(n) (t))P"’j (318)

Jj= 1 Plg: 7P7’LJ)

para algunas constantes Cj, Cp, . . p, ) no necesariamente positivas. En la igualdad (3.18),

FE(t) = OF f(t) y los exponentes P;j cumplen las siguientes relaciones

u i7j:08ii>k‘
= Yl =k

= Y b=
Demostracion. La demostraciéon es andloga a la demostracion del Lema 1.1 en el Capitulo 1. O

Proposicion 3.9. Sea t > 0 fijo. La funcion

(1 +a(gP))*?

RY = R: &= = iraem)

es un multiplicador de Fourier para LP(R™).
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Lema 3.3. Si u € LP(R™) entonces P, xu € H*P(a) para cada t > 0.

Demostracion. Sea v € LP(R™) y ¢ > 0. Entonces
(1 +aleP) 2 Pue) )|
((1+ aleP) 2 Pueyace) )|

a 2\)s/2
_ f1<<1+ (59) a(@)

_ —1
1Pt * ull ooy = || F Lo(®")
J—_‘fl

Lp(R™)

et(1+a(g]?))*/2

Lp(R7)
< Csp llull o gmy (3.19)

(L+a(lg?)*/?

donde (3.30) sigue del hecho de que la funcién £ — e

para LP(R"™) (Proposicién 3.9). Por lo tanto,

es un multiplicador de Fourier

[Pt U”Hs,p(a) < Cstp ‘UHLP(Rn) )

es decir, Py xu € H*P(a) cuando u € LP(R™). O

Proposicién 3.10. (Densidad) El espacio H*P(a) es denso en LP(R") con la norma ||| pp(gn)-

Demostracion. Sea u € LP(R™). La sucesién de funciones {P; * u},., C LP(R") converge a u en la
norma ||-|| ;p(gny cuando ¢ — 0% (propiedad 11 del niicleo fundamental). Ademds, por Lema 3.3,

{P; xu},o C H*P(a). Por lo tanto, el espacio H*P(a) es denso en LP(R") respecto a la norma

”'HLP(R")' O

La siguiente definicién de disipatividad corresponde al Lema 3.4.2 en [ABHN11, Cap. 3, Sec.
3.4]. Esta es equivalente a la definicién de disipatividad 3.4.1 en [ABHN11, Cap. 3, Sec. 3.4].

Definicién 3.13. (Disipatividad) Sea X un espacio de Banach. Un operador A: D(A) C X — X

es disipativo si

Miullx <M = Aullx,  uwe DA), A>0
Proposicién 3.11. (Disipatividad del operador A) El operador A: D(A) C LP(R™) — LP(R™) es
disipativo.
Demostracion. Sea A > 0y u € D(A). Entonces (A — A)u = f para algin f € LP(R"). Mediante
el Teorema de Fubini podemos reescribir wu:

u(z) = (M — A)7YT — A)u(z)
= (A - A) " f(2)
1 ~
= F1 T
(e ) @

~

- 1
= L ST ey O
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= / ¢i ( / T e tOH(Hal€P) ) g >A(§) g
n 0
— - —tA 21:5 —t(1+a( |§‘ 5/2 ~
[ e </f ﬂag)t
_ OO —tA r—
_/0 ¢ (/n Pz —y)f(y) dy> dt

- [ et @
0

es decir,

Se sigue que

ol o gy = H/ (P F)()dt

LP(R")
SA e (st )|y (3.20)
sA<ﬁWamm@wm%@w (3.21)
séeﬁWNmWMt (3.22)

1
= 1 lsgeny
1
= 1AL = Al
donde (3.20), (3.21), (3.22) siguen de la Desigualdad integral de Minkwoski [Fol13, 6.19 b)], [BCD11,
Prop. 1.3], Desigualdad de Young [Wonl4, Cap. 1, Teo. 3.1] y de || Pl 1 (gny < 1 (Propiedad 10

sobre el nicleo). Por lo tanto
Mull zpgny < M= All ppgny,  u € D(A), A> 0,

es decir, el operador A es disipativo.

Teorema 3.4. (Generador de semigrupo fuertemente continuo) El operador A: D(A) C LP(R") —

LP(R™) es el generador de un semigrupo fuertemente continuo sobre LP(R™).

Demostracion. El operador es densamente definido (Proposicién 3.10), disipativo (Proposicién 3.11)
y satisface el supuesto de sobreyectividad para valores A > 0 (Corolario 3.1). Por lo tanto, por el
Teorema de Lumer-Phillips [Paz83, Teo. 4.3], el operador genera un semigrupo de contracciones

fuertemente continuo. O

Teorema 3.5. (Generador de semigrupo holomorfo y acotado) El operador A genera un semigrupo
holomorfo y acotado sobre LP(R™)
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Demostracion. Como {z € C: R(z) > 0} C p(A) (Lema 3.1) y similarmente a la demostracién en

Proposicion 3.11,

AT =) s < [ [P O
0

Lp(R")
1

< A7 1P ey 11| o ey
Al

< £l 2o @my

Por lo tanto

AT = A7 || oy < 1 lzogany

se sigue del Corolario 3.7.12 en [ABHN11] que el operador A genera un semigrupo holomorfo y
acotado sobre LP(R"). O

3.5.2 Representacion del semigrupo
Representacion del semigrupo

En la subseccién anterior, probamos que A genera un semigrupo holomorfo, acotado y unifor-
memente continuo. En adelante, este semigrupo es denotado por {T'(¢)},~,. Con esto en mente, el

proposito de esta subseccidn es encontrar una representacion explicita de este semigrupo.

Proposicién 3.12. (Representacion del semigrupo) El semigrupo {T(t)},~, generado por el ope-

rador A, puede ser representado por

(3.23)

{ (T(t))(u) = Prxu, t>0,uec LP(RY)
(T(0))(u) =u, u € LP(R™)

donde P; es el nicleo fundamental del operador A y Py xu = [p, Pi(x — y)u(y) dy

Demostracion. Probaremos que la familia de operadores {S(t)},~ (definido abajo en (3.24)) tiene
las propiedades de semigrupo para concluir por unicidad que _T(t) = S(t), t > 0. Mediante la
aplicaciéon de la transformada de Fourier (sobre la variable espacial x) sobre el problema lineal
homogéneo (3.28), obtenemos la ecuacién diferencial ordinaria

{8@(&5) = —(L+a(l€)*%a(t, €)

~

u(0,€) = f(¢)
la cual es equivalente a (mediante el factor integrante et(1+a(l€ )
{at@(t, £)et1+alle) ) _ g

a(0,€) = f(€)

s/2
)
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cuya solucién es

s/2

f&).

Por propiedades del nicleo fundamental P, (Proposicién 3.8),

U(t,€) = B F(€)

y mediante la Transformada inversa de Fourier junto con el Teorema de convolucién, la solucién

a(t, &) = e~ ttallel)

del problema (3.28) viene dada por
u(t,x) = (P f)(2), t>0,2€R"
u(0,2) = f(z), xR

esto sugiere que el semigrupo {T'(t)},~, debe ser la representacién (3.23). Para verificar este hecho,

probaremos que la familia de operadores {S(t)},, actuando sobre LP(R"), definidos por

{ S(t)(u): = Prxu, t>0,ue LP(R") (3.24)

S(0)(u) : =u, wue LPR")

definen un semigrupo fuertemente continuo con generador A para concluir por unicidad del semi-
grupo ( [Paz83, Teo. 1.3]), que S(t) =T(t), t > 0.

Operadores acotados: Probaremos que {S(t)},~, € B(LP(R"), LP(R")), es decir, que estos
operadores son acotados sobre LP(R™). (De hecho, contractivos). Sea ¢t > 0 (el caso t = 0 es

inmediato) y u € LP(R™). Entonces

IS @) gy = 1P ull ey
< 1Pl gy Ml o (3.25)
< ol ey (3.26)

donde (3.25) sigue de la Desigualdad de Young para convoluciones y (3.26) de la propiedad 10 del

nucleo F;. Por lo tanto,

IS @)l o @ny < 1wl Lo(ny »
es decir, {S(t)};~o € B(LP(R"), LP(R")) y son operadores contractivos.

Propiedad de semigrupo: Por propiedad 6 del nticleo P; junto con el Teorema de Fubini,
(S(t1 + ta)u)(x) = (Pt * u)(z)

:/ Prystale — y)uly) dy
Rn

= [ ([ a9 - 0ytz) utwyay
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= (P * (P, *u))(z)
= (S(t1) (P * u))(2)
= (S5(t1) (P * u))(2)
= (S(t1)S(t2)u)(z)

Por lo tanto,
(S(t1 + t2)u)(@) = (S(t2) S(t2)u) ()
es decir, S(t) satisface la propiedad de homomorfismo.

Propiedad de fuertemente continuo: La propiedad 11 sobre el nicleo P; es justamente la

propiedad de semigrupo fuertemente continuo ya que

Jim (1S @)u = ullpogny = M [1Ps v = ] ppeny =0

Generador: Sea u € D(A), entonces

O (S(t)u) = Op(P; * u)
= (OyP; % u)
= (AP, xu)

-1l o (3 27)

t—0t

donde (3.27) sigue de la propiedad 7 sobre el nicleo P;. Por lo tanto,

S(t)u

lim ; “ % _ Auen LP(R™),

t—0t

es decir, el operador A es el generador de la familia de operadores {S(t)},>-

Unicidad. Por lo anterior, la familia de operadores {S(t)}; define un semigrupo fuertemente
continuo sobre LP(R™) con generador A. Por lo tanto, como el semigrupo es tnico ( [EN00, Teo.
1.3], [Paz83, Teo. 4]), obtenemos que T'(t) = S(t),t >0

O]

3.6 Problema de Cauchy lineal homogéneo, lineal no homogéneo, no lineal

En esta seccién estudiamos el problema de Cauchy lineal homogéneo, no homogéneo y no lineal,
asociado con el operador pseudo-diferencial A con simbolo g, en la clase de simbolos S;°(R") y

cuyo dominio es el espacio D(A) = H*P(a) (Ver Definicién 3.11). En adelante P; es el nicleo
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fundamental del operador A (ver Definicién 3.12).

Teorema 3.6. (Problema de Cauchy lineal homogéneo: tiempo global) Para cada f € LP(R™), el

problema lineal

d
Zu(t) = Alu(t), >0

u(0) = f
tiene una unica solucion cldsica u € C*((0,00), X) N C(R4, LP(R™)) N C((0,00), D(A))

(3.28)

Demostracion. Por Teorema 3.4 y Teorema 3.5, el operador A genera un semigrupo fuertemente

continuo y holomorfo; luego, el resultado sigue del Corolario 3.7.21 de la referencia [ABHN11]. O

Teorema 3.7. (Problema de Cauchy lineal no homogéneo: tiempo local) Sea g € L*((0,T), LP(R™))
para algin T >0 y f € LP(R™). Entonces el problema de Cauchy no homogéneo

Jult) = Au(t) + g(t), t€[0,T] (3.29)
u(0) = f

tiene una unica solucion débil (mild) dada por la formula de variacion de pardmetros

u(t) =T(t)f —i—/o T(t—s)g(s)ds, t>0 (3.30)

donde {T'(t)},> es el semigrupo generado por el operador A.

Demostracion. El operador A es el generador de un semigrupo holomorfo {T' (t)}tzo sobre el espacio
LP(R™) (Teorema 3.5) y el dominio D(A) es denso en LP(R"™) (Proposicién 3.10) Por lo tanto, el
resultado sigue de la Proposicién 3.7.22 en [ABHN11]. O

Corolario 3.2. (Continuidad de la solucion débil (mild)) Sea g € L'([0,T]; LP(R™)). Si f €

LP(R™), entonces la solucion débil (mild) en (3.30) satisface la siguiente estimacion
lulleqomr@ny) < L1 o@ny + 1191 L1 0,770 ) (3.31)

Demostracion. A partir de la solucién débil (mild) (3.30), de las propiedades del nicleo fundamen-
tal P junto con el semigrupo {7T'(t)},~, y notando que T'(t)f = P, * f, T(t — r)g(r) = Pi—rg(r)

tenemos que
t
M@Mmmﬂ%*ﬂmm+AHﬂ4w®hme
t
SWmeﬂﬂmm+AHﬂﬂmwﬂWmeW

t
swmmﬂﬁéwmmm@w
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Por lo tanto,

t
ey < 1Ny + | N0 oy (3:32)
Por definicién, una solucién débil (mild) tiene la regularidad v € C'(R4; LP(R™)) ( [ABHN11, Pt.
1, Cap. 3, Def. 3.1.1]), entonces se sigue de (3.36) que
lulleqome@nyy < N lpe@ny + 191 L1 jo,77;0 ®n)

O]

Definicién 3.14. (Condicion de Lipchitz local) El operador de Nemytskii u — V(u) (la no linea-
lidad) satisface la condicion de Lipchitz local si para cada bola B C LP(R™) existe una constante

Lp > 0 de modo que se satisface la estimacion
1V (u1) = V(u2)llpony < L lur — vallppgny, w1, uz € B (3.33)
Junto con el supuesto V(0) = 0.

Teorema 3.8. (Problema no lineal: tiempo local) Sea uw — V el operador de Nemytskii bajo la

condicion de Lipschitz local (3.35). Para cada f € LP(R™), el problema de Cauchy no lineal

d
%v(t) = Av(t) + V(u(t)), t>0

u(0) = f
tiene una dnica solucion débil (mild) u € C([0,T]; LP(R™)) para algin T > 0.

(3.34)

Demostracion. Como primer paso en la demostracion, probaremos que para cada bola B C LP(R"™),
el operador de Nemytskii B — LP(R™): u +— V(u) esta bien definido. Sea u € B. Por condicién de

Lipchitz local (3.35) junto con la desigualdad triangular tenemos que
IV ()l o @ny < IV () = V(O Logny + 1V (O] Lo gn)
<Lp ||UHLP(R”)
Por lo tanto,
IV ()l oy < L5 [l gy € B (3.35)

es decir, V(u) € LP(R") cuando u € B.

Como segundo paso en la demostraciéon, dado 7" > 0 fijo pero arbitrario (un tiempo local),

probaremos que el operador R: By — Bp donde

Br = {U € C([0,T]; LP(R")): HUHC([O,T];LP(]RW)) <4 Hf“LP(]R")}

definido por R(u) = v, donde v, es la tnica solucién débil (mild) del problema de Cauchy lineal
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no homogéneo

v = A@(®) +V(u), >0 (3.36)

v(0) = f,

est4 bien definido. Para verificar este hecho notemos que V' (u) € L([0, T]; LP(R")) cuando u € Br:

sea u € Brp, entonces

T
||V(U)HL1([0,T);LP(R")) :/O ||V(u(r))||LP(R") dr

T
< [ Lol logary dr (3.37)
< LT HUHC([o,T];Lp(Rn)) (3.38)

donde (3.37) sigue de (3.35) y (3.38) del supuesto u € Bp. Por Teorema 3.7 el problema de Cauchy
lineal no homogéneo (3.38) tiene una unica solucién débil (mild) v, € C([0,T]; LP(R™)) dada por
la féormula de variacion de parametros

v (t) =T f + /0 Tt —s)V(u(r))dr, t>0

Por lo tanto, la definicién R(u) = v, esta bien definida.

Como tercer paso en la demostracién probaremos que R estd bien definido como operador de

Br en By para algun tiempo 7' > 0. Por la estimacién (3.32) en Corolario 3.2, tenemos que

IRl o, r1:2e@ny) < ULf I Lo@ny + IV 2207720 1)
< N fllpp@ny + 2LBT |lull oo,y 0 (mn )
< N fllpeo@ny + 2LBT || f1] o me)
= (1+2LT) || fll o &)
< 2| f1l oy (3.39)

donde (3.39) se cumple con el tiempo T = ﬁ. Por lo tanto, el operador R estéd bien definido.

Como cuarto paso en la demostracién, probaremos que el operador R es una contracciéon con
el tiempo T = ﬁ. En efecto,
[R(u1) = R(u2)ll oo, 07,0 ) < 1V (W) = V(w2)ll L1 0,790 )
< LT [Jur — 2|l ¢ o.75;10 ()
1
< g Il = w2llogoryzomny)

Por lo tanto, por el Teorema del punto fijo de Banach, existe una tnica funcién u € Br tal que

R(u) = u, es decir, el problema de Cauchy no lineal (3.34) tiene una tnica solucién débil (mild)
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u € C([0,T]; LP(R™)) dada por
u(t) =T(t)f + /0 T(t—s)V(u(s))ds, t>0
O

Corolario 3.3. (Continuidad de la solucién débil (mild)) Sea g € L*([0,T); H*P(a)). Si f €

H*®P(a) entonces la solucion débil (mild) satisface la siguiente estimacion
lulleo,rp s ey < I sw@ + 191 L1 o) 000 (3.40)

Demostracion. A partir de la solucién débil (mild), y por propiedades del niicleo fundamental P

junto con el semigrupo T'(t), tenemos que T'(¢t)f = Py x f, T(t — r)g(r) = P;—, * g(r). Entonces

t
I teotay < 1P Flieogey + [ WP 90 gy (3.41)
Para estimar la primera norma en (3.41)

1Pt Fll ey = [F7 (4 alle) 2P 7€)

LP(R™)
= |7 (@ +ate P f©)|),, 0,
[ (Ri0) + 7 (0 ),
= |[B 7 (0 + alleP)2F©)],
< WPl |77 (0 + PR |, o
= 1Pl Lr ey 11| 250 a)
<l o)
Por lo tanto,
1P fl ey < W lszenia) (342)
y para la segunda norma,
t B T 2\\/2p " Lo
/0 1P+ g ()| o0 ) dr—/o F ((1+a(\§| ) Ptfy«*g(r)(ﬁ))’m’p(a) dr
t o
_ /0 F (0 + ale) PR ©a@) |, .0 o
t ~
- [|7 (Big) 7 ((1+a(|£\ N9) |, gy
t
t
/Hpt N (1+a(|€\ DRETOIG)] .
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t
= [ 1P 90y

t
< /0 190 ey

Por lo tanto
t t
L 0P 80 ey @ < [0 iy (3.43)
Se sigue de (3.41), (3.42) y (3.43) que

t
oty < WMy + | Ny
Por definicién, una solucién débil (mild) tiene la regularidad w € C([0,T]; LP(R™)) y H%P(a) C
LP(R™). Por lo tanto,
lulleqoryserrayy < W lmsn @ + 19l L1 o,r)m00 ) -

d

Definicién 3.15. (Condicion de Lipchitz local sobre H*P(a)) El operador de Nemytskii (la no
linealidad) satisface la condicion de Lipchitz local (sobre H*P(a)) si para cada bola B C H*P(a)

existe una constante Lp > 0 de modo que se satisface la estimacion
1V (u1) = V(u2)ll gen) < Lo llur — u2llgeni), w1, u2 € B (3.44)
y ademds V(0) = 0.

Teorema 3.9. (Problema no lineal: solucion en tiempo local) Sea uw — V el operador de Nemytskii

bajo la condicion de Lipschitz local (3.44). Para cada f € H%P(a), el problema de Cauchy no lineal

d
%v(t) = Av(t) + V(u(t)), t>0

u(0) = f

tiene una tunica solucion débil (mild) w € C([0,T]; H¥P(a)) para algin T > 0.

(3.45)

Demostracion. Como primer paso en la demostracion, probaremos que, para cada bola B C
H*®P(a), el operador de Nemytskii B — LP(R™): u — V(u) estd bien definido, es decir, que
V(u) € LP(R™) cuando u € B. Sea u € B. Por condicién de Lipschitz local sobre H*P(a) ((3.44))

junto con la desigualdad triangular tenemos que

IV (@l Loy < 1V (@) = VOl Loy + VO 1oy
<Lp HUHLP(R")

Por lo tanto,

IV (@)l o@ny < llullpp@ny, w€B (3.46)
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es decir, V(u) € LP(R"™) cuando u € B.

Como segundo paso en la demostracién, dado T' > 0 fijo pero arbitrario (un tiempo local),

probaremos que el operador R: Br — Br donde

Br = {U € C([0,T]; H*P(a)): llull oo mrsm(ay) < 2 HfHHSvP(a)}

definido por R(u) = v, donde v, es la tnica solucién débil (mild) del problema de Cauchy lineal
no homogéneo

d
%v(t) =A(v(t)) + V(u(t)), t>0

v(0) = f,

est4 bien definido. Para verificar este hecho, notemos que V (u) € L'([0,T]; H¥P(a)) cuando u € Br:

(3.47)

T
V@)l 10,7y, 0 (re)) :/0 IV ()l Loy dr

T
< [ Loy dr (3.48)
< LT [lullo(o,); 0 () (3.49)

donde (3.48) sigue de (3.46) y (3.49) del hecho de que u € By. Por Teorema 3.7, el problema de
Cauchy lineal no homogéneo (3.47) tiene una tunica solucién débil (mild) v, € C([0,T]; LP(R™))
dada por la férmula de variaciéon de pardametros

v, () =T ) f + /0 Tt —s)V(u(r))dr, t>0 (3.50)

Por lo tanto, la definicién R(u) = v, estd bien definida.

Como tercer paso, probaremos que R estd bien definido como operador de By en B para algtin

tiempo T > 0. Por la estimacién (3.32) en Corolario 3.2, tenemos que
IRl co,r1:00@ny) < Ul pe@ny + 1V @) £1 o 17;20 R0y
< fllpp@ny + 2LBT |l oo 9,0 (rn )
< 1fll zeeny + 2LBT (1 f1] o rn)
= (1+2LBT) [[fll o @n
<20l o ey (3.51)
1

donde (3.51) se cumple con el tiempo T' = 315 Por lo tanto, el operador R estd bien definido.

Como cuarto paso en la demostracion, probaremos que el operador R es una contraccion con
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el tiempo T = ﬁ. En efecto,

[1R(u1) — R(u2)ll oo,y comyy < 1V (wa) = V() ll 10,070 ey
< LT |lv1 — w2l ¢ o, 1700 rr)
1
< g Il = w2llogoryzr@ny)
Por lo tanto, por el Teorema del punto fijo de Banach, existe una unica funcién v € Bp tal que
R(u) = u, es decir, el problema de Cauchy no lineal (3.53) tiene una tnica solucién débil (mild)
u € C([0,T]; LP(R™) dada por
t
Mﬂ:T@f+/1ﬁ—$Vm@»w,t>0 (3.52)
0
O

Teorema 3.10. (Problema no lineal: solucion en tiempo local) Sea u — V' el operador de Nemytskii

bajo la condicion de Lipschitz local. Para cada f € H*P(a), el problema de Cauchy no lineal

d
V) = Av(t) + V(u(t), t>0 (3.53)
u(0) = f

tiene una unica solucion débil (mild) w € C([0,T]; H¥P(a)) para algin T > 0.

Demostracion. Como primer paso en la demostracién, probaremos que, para cada bola B C
H*®P(a), se cumple que V(u) € H®P(a) cuando u € B. Por la desigualdad triangular con el
supuesto V(0) = 0,

IV (@)l remay < NV (@) = VOl ganayy + VO oo
< L [ull s (q)
Por lo tanto,
IVl gsw@) < lullgsr@y, weB (3.54)

es decir, V(u) € H¥P(a) cuando u € B

Como segundo paso en la demostracién, dado T' > 0 fijo pero arbitrario (un tiempo local),

probaremos que el operador R: Br — Br donde

Br = {U € C([0,T]; H*P(a)): ”UHC([O,T];Hsm(a)) <2 HfHHsvp(a)}

definido por R(u) = v, donde v, es una solucién del problema lineal (con V(u), f € H*P(a))

d
SV =A@) +V(u), t>0 (3.55)

v(0) = f

estd bien definido. Para verificar este hecho, primero, notemos que V (u) € L'([0,T]; H*P(a)). En
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efecto,
T
(O Ee— A V0 P

T
< /0 L [[6(3) o) dr

< LpT ||U||c([0,T];Hs,p(a)

Por (), el problema (3.55) tiene una tnica solucién débil (mild) v € C([0,T]; H*P(a)) dada por

u(t) =T()f + /0 T(t—s)V(u(s,x))ds, t>0

Sea u € Bp, entonces

HR(U)HC([O,T];LP(R") < (Hf”LP(R") + HV(U)HLl([O,T];LP(R")
< fll o @ny + LBT lull oo, o mm)
< fllpp@ny + LBT || fll o me)
=1+ LeD) [l 1o@n
< 40 f e (3.56)

donde (3.56) se satisface con el tiempo T' = ﬁ. Por lo tanto, el operador R estd bien definido.

Como tercer paso en la demostraciéon probaremos que el operador R es una contraccion:

[R(u1) = R(u2)ll ¢ o, 73;00 mry) < IV (W) = V(w2)ll 10,7900 )
< LT [lur — vzl o,y ey

< Jur = walloqo,ry;0 mn)) (3.57)

donde (3.57) se satisface con el tiempo T = ﬁ. Por lo tanto, por el Teorema del punto fijo de
Banach, existe una tnica funcién v € Br tal que R(u) = u, es decir, el problema de Cauchy no
lineal (3.53) tiene una tnica funcién v € C([0,T]; LP(R™) dada por

u(t)y=T)f + /0 Tt —s)V(u(s))ds, t>0
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Capitulo 4

Problemas o preguntas abiertas

Estudiar un operador de coeficiente variable cuyo simbolo no sea de variables separadas.

Sobre el Capitulo 1:

1. Conocida es la inclusion de Sobolev acerca de la regularidad,
H3P(R™) — CY(R™) N L>=(R")

donde o = s — n/p.

Si w € Ap(R™) es un peso de Muckenhoupt. ;La inclusién
HP(R™) — CYR™) N L>=(R")
también es valida?
2. (Es posible desprenderse del supuesto 0 < C' < w para obtener resultados similares?

|25/2
)

3. (Es posible desarrollar una teoria similar con simbolos de la forma o, , = w'/Pa(|¢ en

vez de w'/P(1 + a(|€|?))*/2?. Més atn, ;para simbolos no radiales?

4. ;Es posible estudiar el caso con p = 2 con algun resultado de tipo “Teorema de Plancherel

con peso”?

5. (Es posible realizar el estudio con simbolos mas generales?, es decir, con simbolos no nece-

sariamente de variables separadas.
Sobre el Capitulo 2:

1. Mismas preguntas del Capitulo 1 adaptadas al caso peridédico.

2. ;Es posible realizar un estudio sin el uso del método de transferencia?

Sobre el Capitulo 3:
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. Es posible estudiar el problema de evolucién

d

au(t) = A(u(t)), t>0
u(0) = f

para un operador A de coeficiente variable?
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