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Introducción

El objetivo principal en los dos primeros caṕıtulos de esta tesis, consiste en el estudio de exis-

tencia, unicidad, regularidad y representación de soluciones para una clase de ecuaciones pseudo-

diferenciales de coeficiente variable donde el śımbolo de cada operador pseudo-diferencial es de

variables separadas. En el tercer caṕıtulo, estudiamos el problema de Cauchy determinado a par-

tir de un operador pseudo-diferencial de coeficientes constantes. La tesis está compuesta por los

siguientes cuatro caṕıtulos:

En el Caṕıtulo 1 estudiamos una clase de operadores pseudo-diferenciales definidos sobre espa-

cios Lp con peso. En este caṕıtulo estudiamos la solubilidad del problema lineal

A(u) = f

donde f ∈ Lp(Rn) y A es un operador-pseudo diferencial (de coeficientes variables y de variables

separadas) cuyo śımbolo pertenece a una clase de śımbolos que denotamos por Sβ
s,p(Rn × Rn). El

dominio del operador está definido en un espacio Lp con una medida con peso de Muckenhoupt. En

este dominio, el operador A está definido v́ıa transformada de Fourier. Interpretamos el coeficiente

variable a partir de pesos de Muckenhoupt. Posteriormente, estudiamos problemas no lineales

A(u) = V (·, u)

con métodos de punto fijo. Este trabajo está fuertemente inspirado en el art́ıculo [BPR19] en el

cual se estudian ecuaciones pseudo-diferenciales (de coeficientes constantes) de la forma

(1 + a(−∆))s/2)u = V (·, u)

donde a es un ”śımbolo”perteneciente a una clase denotada por Gβ
s (Rn).

El Caṕıtulo 2 es una adaptación del caṕıtulo 1 a un contexto periódico.

En el Caṕıtulo 3 estudiamos el problema de evolución definido a partir de un operador A pseudo-

diferencial (coeficientes constantes). Este trabajo está inspirado en el art́ıculo [PR16] y [GKLP14]

En el Caṕıtulo 4 presentamos preguntas abiertas surgidas en este trabajo.
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Caṕıtulo 1

Ecuaciones pseudo-diferenciales de coeficiente variable sobre espa-

cios Lp(Rn) con peso

En este caṕıtulo estudiamos el problema lineal asociado a un operador pseudo-diferencial A de

coeficiente variable (caso de variables separadas). Posteriormente estudiamos problemas no lineales

con métodos de punto fijo. La estrategia es la siguiente: mediante supuestos sobre el śımbolo del

operador A, interpretamos al operador v́ıa transformada de Fourier. La parte espacial del śımbolo

del operador A es interpretada como un peso de Muckenhoupt (Definición 1.2) y la parte de

frecuencia se estudia mediante supuestos naturales de elipticidad y de control sobre el crecimiento

de derivadas de forma asintótica Definición 1.12.

Estudiamos el problema lineal

A(u) = f

donde f ∈ Lp(Rn) y A es un operador-pseudo diferencial cuyo śımbolo pertenece a una clase

de śımbolos que denotamos por Sβ
s,p(Rn × Rn). El dominio del operador está definido dentro de

un espacio Lp con peso. En este dominio, el operador A se define v́ıa transformada de Fourier

periódica. Lo relevante de este trabajo consiste en el hecho de que A es un operador de coeficiente

variable. Estudiamos el caso cuando el śımbolo del operador es de variables separadas, interpretando

el coeficiente variable como un peso de Muckenhoupt. Posteriormente, estudiamos problemas no

lineales

A(u) = V (·, u)

con métodos de punto fijo.

1.1 Preliminares

En esta sección presentamos los preliminares para el presente caṕıtulo. En adelante 1 < p < ∞
y todas las funciones son medibles en el sentido de Lebesgue. La medida de Lebesgue es denotada

de manera usual por dx y también por dξ. La transformada de Fourier es utilizada en el sentido

distribucional y es denotada por F o también por .̂ La transformada de Fourier inversa es denotada

por F−1.
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Definición 1.1. (Peso) [Gra09, Cap. 9, Sec. 9.1] Un peso (o función peso) es una función

w : Rn → R positiva (casi en todas partes) y localmente integrable sobre Rn. Notacionalmente

w ∈ L1
loc(Rn) y w > 0 (casi en todas partes).

Definición 1.2. (Clase de Muckenhoupt) [Kur80,NOS16] La clase de Muckenhoupt, denotada por

Ap(Rn), es el conjunto de todos los pesos w que satisfacen

Ap(w) := sup
B

(
1

|B|

∫
B
w(x) dx

)(
1

|B|

∫
B
w(x)1/(1−p) dx

)p−1

< ∞

donde el supremo es considerado sobre todas las bolas B del espacio Rn. La constante Ap(w) se

denomina la constante caracteŕıstica del peso w. La notación |B| denota la medida de Lebesgue de

cada bola B. Un peso en la clase de Muckenhoupt se denomina un peso de Muckenhoupt.

Observación 1.1. De manera equivalente, la Definición 1.2 también es posible con cubos (con

lados paralelos a los ejes) en vez de bolas [Gra09, Cap. 9, Obs. 9.1.2]. Esto se debe a que∫
Qa,R′

u(x) dx ≤
∫
B(a,R)

u(x) dx ≤
∫
Qa,R

u(x) dx, R > 0 (1.1)

se cumple para cualquier función u no negativa y localmente integrable. Aqúı Qa,R′ es un cubo con

centro en el punto a ∈ Rn y lado de largo R′ = R/
√
n y B(a,R) es la bola abierta con centro en a

y radio R.

Las funciones

x 7→ |x|γ , −n < γ < n(p− 1).

x 7→ (1 + |x|)γ , −n < γ < n(p− 1).

x 7→ logγ(2 + |x|), α ∈ R.

x 7→ logγ(2 + |x|−1), γ ∈ R.

x 7→ dist(x,M)α, −(n − k) < γ < (n − k)(p − 1) donde M es una variedad compacta de

dimensión k

donde x ∈ Rn, son ejemplos de pesos de Muckenhoupt [FS97,Sch07]. Adicionalmente a los ejemplos

anteriores, translaciones y dilataciones isotrópicas aplicadas a pesos de Muckenhoupt, siguen siendo

pesos de Muckenhoupt [NOS16, Prop. 2.1 (v)].

Proposición 1.1. (Relación de inclusión en la clase de Muckenhoupt) [DI19, Sec. 2, Eq. (2.1)]

Si 1 < p ≤ q < ∞, entonces se cumple la inclusión Ap(Rn) ⊂ Aq(Rn)

A continuación, definimos un espacio importante en este trabajo:

Definición 1.3. (Espacio Lp con peso) Sea w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt. El espacio Lp

con peso, denotado por Lp
w(Rn), es definido por

Lp
w(Rn) :=

{
u : Rn → C medible : ∥u∥Lp

w(Rn) =
∥∥∥w1/pu

∥∥∥
Lp(Rn)

< ∞
}
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Observación 1.2. El espacio Lp
w(Rn) es un espacio de Banach con la norma ∥·∥Lp

w(Rn).

El espacio Lp con peso es isomorfo con el espacio Lp(Rn) usual.

Proposición 1.2. (Espacio Lp con peso isomorfo a Lp) Sea w un peso (no necesariamente de

Muckenhoupt). El espacio Lp
w(Rn) es isomorfo con el espacio Lp(Rn).

Demostración. La aplicación lineal T : Lp
w(Rn) → Lp(Rn) definida por T (u) = w1/pu es un isomor-

fismo. La aplicación inversa es T−1(u) = u
w1/p .

En los siguientes resultados presentamos algunos espacios de funciones que son densos en el

espacio Lp con peso:

Proposición 1.3. (Densidad del espacio de Schwartz en el espacio Lp con peso) [Mil82, Lem.

2.1], [HMW73] Sea w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt. El espacio de Schwartz es denso en

Lp
w(Rn) con la norma ∥·∥Lp

w(Rn).

Proposición 1.4. (Densidad del espacio de funciones suaves con soporte compacto en el espacio

Lp con peso) [Sam02, Cap. 7, Lem. 7.32] Sea w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt. El espacio

C∞
c (Rn) de funciones suaves con soporte compacto es denso en Lp

w(Rn) con la norma ∥·∥Lp
w(Rn).

También es posible tener resultados de densidad cuando el peso no es necesariamente de Muc-

kenhoupt:

Proposición 1.5. Sea 1 ≤ p < ∞ y w un peso. El espacio L2
w(Rn)∩Lp

w(Rn) es denso en Lp
w(Rn)

con la norma ∥·∥Lp
w(Rn).

Demostración. Sea u ∈ Lp
w(Rn), por definición, w1/pu ∈ Lp(Rn). La intersección de espacios

L2(Rn) ∩ Lp(Rn) es denso en Lp(Rn) (1 ≤ p < ∞) [SS11, p. 66], luego, existe una sucesión

{uk}k∈N ⊂ L2(Rn) ∩ Lp(Rn) de modo que uk → w1/pu en Lp(Rn). Se sigue que, uk

w1/p → u en

Lp
w(Rn) con

{
uk

w1/p

}
k∈N

⊂ L2
w(Rn) ∩ Lp

w(Rn).

Proposición 1.6. [BT92, Lem. 1]. Sea w una función continua y positiva sobre Rn. El espacio

C∞
c (Rn) de funciones suaves y de soporte compacto es denso en Lp

w(Rn) con la norma ∥·∥Lp
w(Rn).

El siguiente resultado es clave para el trabajo ya que permite identificar el espacio Lp con peso,

con distribuciones temperadas. Esto permite aplicar la transformada de Fourier sobre funciones en

Lp
w(Rn) en un sentido distribucional.

Proposición 1.7. (El espacio Lp con peso se identifica con distribuciones temperadas) [Mil82, Sec.

3], [DG24, Sec. 8, Prop 8.1] Sea w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt. Una función en el espacio

Lp
w(Rn) puede ser identificada con una distribución temperada.
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Observación 1.3. Sea w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt. La medida w dx es una medida

doble, es decir, dado λ > 0, se cumple que w(λB) ≤ λnpAp(w)w(B) para toda bola B de Rn

[DG24], [Gra09, Cap 9. Prop. 9.1.5 (9)]

En [Sch07, Sch09], el espacio potencial de Bessel es definido a partir de distribuciones tempe-

radas. En [Mil82, Sec. 3], dicho espacio es definido, identificando a cada función en el espacio Lp

con peso (con peso de Muckenhoupt), con una distribución temperada (Proposición 1.7). En este

trabajo, seguimos este último modo de definir tal espacio:

Definición 1.4. (Espacio potencial de Bessel con peso) Sea s ∈ R un parámetro y w ∈ Ap(Rn)

un peso de Muckenhoupt. El espacio potencial de Bessel con peso (también espacio de Sobolev

fraccionario con peso), denotado por Hs,p
w (Rn), es definido por

Hs,p
w (Rn) =

{
u ∈ Lp

w(Rn) : ∥u∥Hs,p
w (Rn) :=

∥∥∥F−1
(
(1 + |ξ|2)s/2û(ξ)

)∥∥∥
Lp
w(Rn)

< ∞
}

Observación 1.4. El espacio potencial de Bessel con peso Hs,p
w (Rn) con la norma ∥·∥Hs,p

w (Rn), es

un espacio de Banach [Mil82, Sec. 3, (f)].

La siguiente definición es formal pues no se precisa el espacio de funciones donde el operador

actúa, pero es útil entregar esta definición para desarrollar cierta terminoloǵıa cuando hablemos

de multiplicadores de Fourier.

Definición 1.5. (Operador multiplicador de Fourier) [FHL20] Sea m : Rn → C una función. Un

operador multiplicador de Fourier es un operador Tm de la forma

Tm(u) = F−1 (m(ξ)û(ξ))

Definición 1.6. (Multiplicador de Fourier para espacios Lp con peso) [AM08] Sea w ∈ Ap(Rn) un

peso de Muckenhoupt. Una función m : Rn → C se denomina un multiplicador de Fourier para el

espacio Lp
w(Rn) si el operador multiplicador de Fourier Tm : S(Rn) ⊂ Lp

w(Rn) → Lp
w(Rn), definido

por

Tm(u) = F−1 (m(ξ)û(ξ)) ,

donde S(Rn) es el espacio de Schwartz, se extiende a un operador acotado sobre Lp
w(Rn). Más

precisamente (usando la misma notación Tm para la extensión),

∥Tm(u)∥Lp
w(Rn) ≤ Cp,w ∥u∥Lp

w(Rn) , u ∈ Lp
w(Rn) (1.2)

para alguna constante Cp,w > 0. El espacio de multiplicadores de Fourier es un espacio de Banach

con la norma ∥m∥ := ∥Tm∥Lp
w(Rn)→Lp

w(Rn)

Observación 1.5. Notemos que si m es un multiplicador de Fourier para Lp
w(Rn) también es un

multiplicador de Fourier para Lp
w(Ω) con Ω ⊂ Rn. Más precisamente,

∥Tm(u)∥Lp
w(Ω) ≤ Cp,w ∥u∥Lp

w(Ω) , u ∈ Lp
w(Ω).
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En efecto, dado u ∈ Lp(Ω), su extensión ũ definida por

ũ =

u sobre Ω

0 sobre Rn \ Ω

está en Lp(Rn). Como m es un multiplicador de Fourier para Lp
w(Rn),

∥Tm(u)∥Lp
w(Ω) = ∥Tm(ũ)∥Lp

w(Rn)

≤ Cp,w ∥ũ∥Lp
w(Rn)

= Cp,w ∥u∥Lp
w(Ω)

Por lo tanto, la función m es un multiplicador de Fourier para Lp
w(Ω).

Observación 1.6. La Definición 1.6 también es posible cuando w solo es un peso (no necesa-

riamente de Muckenhoupt). Dentro de la literatura también es posible encontrar la definición de

multiplicador de Fourier con pesos de forma exponencial (ver [Nik94], [BT92]).

Las siguientes definiciones son ingredientes para un resultado de condiciones suficientes para la

obtención de multiplicadores de Fourier para espacios Lp con pesos de Muckenhoupt (Teorema 1.1).

Definición 1.7. (Cuadrante) Los intervalos ]−∞, 0[, ]0,∞[ se denominan cuadrantes del espacio

R. Análogamente, los conjuntos{
x ∈ R2 : x1 < 0, x2 > 0

}
,
{
x ∈ R2 : x1 > 0, x2 > 0

}{
x ∈ R2 : x1 < 0, x2 < 0

}
,
{
x ∈ R2 : x2 < 0, x2 < 0

}
se denominan cuadrantes del espacio R2. De manera similar, se definen cuadrantes en Rn, por

ejemplo, {x ∈ Rn : x1, . . . , xn > 0} es un cuadrante en Rn.

Definición 1.8. (Descomposición diádica)( [Ste70, Cap. 4, Sec. 5], [Hao16, Cap. 6, Sec. 6.4],

[Hao20, Cap. 5, Sec. 5.4]) La recta R puede ser descompuesta (1) mediante la unión de los intervalos

[2k, 2k+1], k ∈ Z, [−2k+1,−2k], k ∈ Z. El espacio Rn se descompone como la unión de productos

de los intervalos anteriores por cada eje. Cada uno de estos productos de intervalos se denomina

un intervalo diádico.

El siguiente resultado suele ser llamado el Teorema de Marcinkiewicz para multiplicadores

( [Gra14, Cap. 6, Teo. 6.2.2], [Hao16, Cap. 6, Sec. 6.5, Teo. 6.28]), [Hao20, Cap. 5, Sec. 5.5, Teo.

5.5.2]):

Teorema 1.1. (Teorema de Marcinkiewicz para multiplicadores con peso) [Kur80, Sec. 1, Teo.

3] Sea m : Rn → C una función de clase Cn en cada cuadrante de Rn, esencialmente acotada

m ∈ L∞(Rn), es decir, ∥m∥L∞(Rn) ≤ C para alguna constante C y satisfaciendo la estimación

sup
ξk+1,...,ξn

∫
ρ
|∂ξ1 . . . ∂ξkm(ξ)| dξ1 . . . dξk ≤ C (1.3)

(1)La descomposición deja al origen fuera del proceso (Ver [Ste70, Cap. 4, Sec. 5])
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para 0 < k ≤ n, ρ cualquier intervalo diádico en Rk, y cualquier permutación de (x1, . . . , xn). Si

w ∈ Ap(Rn) es un peso de Muckenhoupt, entonces la función m es un multiplicador de Fourier

para Lp
w(Rn).

Observación 1.7. Considerando el peso de Muckenhoupt constante w ≡ 1, el Teorema 1.1 coincide

con el Teorema 6’ en [Ste70]. En otras palabras, el Teorema 1.1 corresponde a una versión con

peso del Teorema 6’ de la referencia [Ste70, p. 109].

La condición en la siguiente definición suele ser llamada la condición de Lizorkin [KKOS21,

Teo. 3.22 (ii)], [NS04, Teo. 1.57]. Esta permite tener un resultado suficiente para la obtención de

multiplicadores de Fourier para espacios Lp con peso (Ver Teorema 1.2).

Definición 1.9. (Condición de Lizorkin) Una función m : Rn → C de clase Cn(Rn \{0}) satisface
la condición de Lizorkin si para todo multi-́ındice α = (α1, . . . , αn) con αi = 0 ó αi = 1, para todo

i = 1, . . . , n, satisface la estimación∣∣ξα∂α
ξ m(ξ)

∣∣ ≤ C, ξ ∈ Rn \ {0} (1.4)

para alguna constante C > 0.

Cuando una función es radial, es posible dar la siguiente definición, que en este trabajo deno-

minamos “condición de Lizorkin radial”

Definición 1.10. (Condición de Lizorkin radial) Una función m : [0,∞[→ C de clase Cn([0,∞[)

satisface la condición de Lizorkin radial si para todo 1 ≤ k ≤ n satisface la estimación

(1 + |ξ|2)k
∣∣∣∣∂k

t

∣∣∣
t=|ξ|2

m(t)

∣∣∣∣ ≤ C, ξ ∈ Rn \ {0} (1.5)

para alguna constante C > 0.

Observación 1.8. Por la regularidad de la función m, es suficiente probar las estimaciones (1.4),

(1.5) para valores suficientemente grandes, es decir, para |ξ| > R para algún R > 0. En adelante,

consideramos esta observación al momento de verificar que una función satisface las estimaciones

nombradas.

Proposición 1.8. (Condición de Lizorkin radial implica condición de Lizorkin) Si m : [0,∞[→ C
es una función de clase Cn([0,∞[) satisfaciendo la condición de Lizorkin radial, entonces la función

radial m(| · |2) : Rn → C satisface la condición de Lizorkin.

Demostración. Sea 1 ≤ k ≤ n. Por la regularidad de la función, es posible suponer, sin pérdida de

generalidad, un multi-́ındice α = (1, . . . , 1, 0, . . . 0) con un 1 en las primeras k-ésimas coordenadas.

Entonces

ξα = ξ1 . . . ξk

∂α
ξ = ∂ξ1 . . . ∂ξk
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Por regla de la cadena,

∂α
ξ m(|ξ|2) = ∂k

t

∣∣∣
t=|ξ|2

m(t)2kξ1 . . . ξk

luego, con uso de la desigualdad elemental ξ21 . . . ξ
2
k ≤ (1 + |ξ|2)k, se sigue que

|ξα∂α
ξ m(|ξ|2)| ≤ 2k(1 + |ξ|2)k| ∂k

t

∣∣∣
t=|ξ|2

m(t)|

≤ C (1.6)

donde (1.6) sigue del supuesto que la función m satisface la condición de Lizorkin radial (Defini-

ción 3.3).

El siguiente teorema es una adaptación, para espacios Lp con peso, del Teorema 2 en la referencia

[Gui10]. Es importante mencionar que el Teorema 2 en [Gui10] es un caso particular del Teorema

6’ en [Ste70] y que el siguiente teorema es un caso particular del Teorema 1.1.

Teorema 1.2. (Teorema de Mikhlin-Hörmander-Lizorkin con peso) Sea w ∈ Ap(Rn) un peso de

Muckenhoupt y m : Rn → C una función de clase Cn(Rn \ {0}) satisfaciendo la condición de

Lizorkin. Entonces m es un multiplicador de Fourier para Lp
w(Rn).

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supongamos un multi-́ındice α = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) con

1 hasta la coordenada k-ésima, aśı, ξα∂α
ξ = ξ1 . . . , ξk∂ξ1 . . . ∂xk

. Entonces∫
ρ
|∂ξ1 . . . ∂ξkm(ξ)| dξ1 . . . dξk ≤

∫
ρ

1

ξ1
· · · 1

ξk
dξ1 · · · dξk < C

donde la integración nunca ocurre sobre el origen al ser cada ρ un intervalo diádico. Por lo tanto,

la función m satisface la estimación (1.3) en el Teorema 1.1. Por lo tanto, la función m es un

multiplicador de Fourier para Lp
w(Rn)

Corolario 1.1. (Funciones radiales con condición de Lizorkin son multiplicadores) Sea w ∈
Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt y m : [0,∞[→ C una función de clase Cn([0,∞[) satisfacien-

do la condición de Lizorkin radial. Entonces, la función m(| · |2) : Rn → C es un multiplicador de

Fourier para Lp
w(Rn).

Observación 1.9. Por Teorema 1.2, el operador multiplicador de Fourier Tm : Lp
w(Rn) → Lp

w(Rn)

definido por

Tm(u) = F−1 (m(ξ)û(ξ))

satisface

∥Tm(u)∥Lp
w(Rn) ≤ Cp,w ∥u∥Lp

w(Rn) , u ∈ Lp
w(Rn),

para alguna constante Cp,w > 0. En principio, esta constante depende del peso w, pero, es acotada

de manera uniforme para todo w peso de Muckenhoupt al ser Cp,w una constante Ap-consistente

(Ver Definición 1.11).
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Definición 1.11. (Ap-consistencia) [Sch07, Sch09] Una constante C = Cw se denomina Ap-

consistente (para la clase Ap(Rn)) si para todo C0 > 0, esta puede ser escogida uniformemente

para todo peso w ∈ Ap(Rn) de Muckenhoupt con Ap(w) < C0, es decir, existe una constante

M = MC0 de modo que Cw < M para todo w ∈ Ap(Rn) con Ap(w) < C0.

1.2 Clase de funciones y multiplicadores de Fourier para Lp
w(Rn)

Definición 1.12. (Clase de funciones) Sea β, s ≥ 0 con βs ≥ 4n parámetros. Denotamos por

J β
s (Rn) al conjunto de todas las funciones medibles a : R → R bajo los siguientes supuestos:

J1 La función a : R → R es de clase Cn([0,∞[) y la función t 7→ a(t2), t ∈ R es no negativa.

J2 Existen constantes M, R0 > 0 de modo que se satisface la estimación

M(1 + |ξ|2)β/2 ≤ a(|ξ|2), |ξ| > R0

J3 Para cada número natural 1 ≤ k ≤ n, existen constantes Mk,s, Rk > 0 de modo que se satisface

la estimación ∣∣∣∣∂k
t

∣∣∣
t=|ξ|2

a(t)

∣∣∣∣ ≤ Mk,sa(|ξ|2)
kN+1

, |ξ| > Rk

donde N =
(

s
2n − 2

β

)
.

La condición J2 suele ser denominada una condición de elipticidad [Won14, Cap. 10]. Por otro

lado, J3 es un supuesto de control sobre cada derivada de la función a lo que permite la obtención de

multiplicadores (ver Proposición 1.15). El supuesto βs ≥ 4n se vuelve necesario cuando estudiamos

inclusiones del espacio Hs,p
w (a) con los espacios potenciales de Bessel (ver Sección 1.3.1).

En adelante, las constantes M, Mk,s son omitidas por ser irrelevantes en los resultados y con-

sideramos R = máx(R0, R1, . . . , Rn) a lo largo de las distintas estimaciones en cada resultado.

Observación 1.10. En principio, los parámetros β, s ≥ 0 no tienen restricción, pero dependiendo

de la función a estudiar, estos adquieren restricciones naturales. En las siguientes proposiciones,

observamos algunos ejemplos de funciones en la clase J β
s (Rn).

Proposición 1.9. La función a : R → R definida por a(t) = t está en la clase J β
s (Rn) para todo

s ≥ 0 con β = 2.

Demostración. Es directo ver que la función a(t) = t satisface el supuesto J1 y J2 con β = 2. Para

verificar el supuesto J3, la k-ésima derivada de la función a evaluada en el punto t = |ξ|2 viene

dada por

∂k
t

∣∣∣
t=|ξ|2

(t) =

1 k = 1

0 k > 1
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Para el caso k = 1, ∣∣∣∣∂k=1
t

∣∣∣
t=|ξ|2

(t)

∣∣∣∣ = 1

≤ (|ξ|2)(
s
2n

−1)+1

≤ (|ξ|2)
s
2n .

para todo s ≥ 0 y para todo ξ ∈ Rn. Por lo tanto,∣∣∣∣∂k=1
t

∣∣∣
t=|ξ|2

(t)

∣∣∣∣ ≤ (|ξ|2)
s
2n , s ≥ 0, ξ ∈ Rn,

es decir, la condición J3 se verifica para el caso k = 1.

Para el caso k > 1, ∣∣∣∣∂k>1
t

∣∣∣
t=|ξ|2

(t)

∣∣∣∣ = 0

≤ (|ξ|2)2(
s
2n

−1)+1

≤ (|ξ|2)
s
n
−1.

para todo s ≥ 0 y todo ξ ∈ Rn. Por lo tanto,∣∣∣∣∂k>1
t

∣∣∣
t=|ξ|2

(t)

∣∣∣∣ ≤ (|ξ|2)
s
n
−1, s ≥ 0, ξ ∈ Rn, (1.7)

es decir, la condición J3 se verifica para el caso k > 1 (observemos que (1.7) se satisface incluso

cuando s
2n − 1 < 0).

Por lo tanto, para cada k ≥ 1, se cumple que∣∣∣∣∂k
t

∣∣∣
t=|ξ|2

(t)

∣∣∣∣ ≤ (|ξ|2)k(
s
2n

−1)+1,

para todo s ≥ 0 y todo ξ ∈ Rn, es decir, se verifica la condición J3 para todo s ≥ 0 con β = 2.

Un ejemplo más general que el anterior es el siguiente:

Proposición 1.10. La función a : R → R definida por a(t) = tβ/2 está en la clase J β
s (Rn) para

todo β, s ≥ 0

Demostración. Es directo ver que la función a(t) = tβ/2 satisface el supuesto J1 y que verifica J2

con β = β. Para verificar el supuesto J3 observemos que la k-ésima derivada (1 ≤ k ≤ n) de la

función a viene dada por

∂k
t

∣∣∣
t=|ξ|2

(tβ/2) = Cβ,k(|ξ|2)β/2−k,

con Cβ,k = (β/2)(β/2− 1) · · · (β/2− (k − 1)) una constante. Entonces,∣∣∣∣∂k
t

∣∣∣
t=|ξ|2

(tβ/2)

∣∣∣∣ = Cβ,k(|ξ|2)β/2−k
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≤ Cβ,k

(
(|ξ|2)β/2

)k( s
2n

− 2
β

)
+1

(1.8)

para todo |ξ| > R para algúnR > 0, donde (1.10) se cumple debido a que β
2−k ≤ β

2

(
k
(

s
2n − 2

β

)
+ 1
)

para todo 1 ≤ k ≤ n y para todo β, s ≥ 0

Por lo tanto, 1 ≤ k ≤ n∣∣∣∣∂k
t

∣∣∣
t=|ξ|2

(tβ/2)

∣∣∣∣ ≤ Cβ,k

(
(|ξ|2)β/2

)k( s
2n

− 2
β

)
+1

, |ξ| > R,

es decir, la función a(t) = tβ/2 verifica la condición J3 para todo β, s ≥ 0.

En el siguiente ejemplo, observamos que necesitamos restricciones sobre los parámetros β, s.

Proposición 1.11. Una función a : R → R de clase Cn([0,∞]) con derivadas acotadas en el

infinito y que satisface los supuestos J1 − J2 está en la clase J β
s (Rn) para todo β, s ≥ 0 con

βs ≥ 4n.

Demostración. Sea a función satisfaciendo las hipótesis del enunciado. Para 1 ≤ k ≤ n,∣∣∣∣∂k
t

∣∣∣
t=|ξ|2

a(t)

∣∣∣∣ ≤ Ck (1.9)

≤ Ck(1 + |ξ|2)β/2

≤ Cka(|ξ|2) (1.10)

≤ Ck(a(|ξ|2))
k
(

s
2n

− 2
β

)
+1

(1.11)

para todo |ξ| > R, donde (1.9) se cumple por el supuesto de derivadas acotadas, (1.10) por el

supuesto de elipticidad J2 y (1.11) se cumple por el supuesto βs ≥ 4n. Por lo tanto,∣∣∣∣∂k
t

∣∣∣
t=|ξ|2

a(t)

∣∣∣∣ ≤ Ck(a(|ξ|2))
k
(

s
2n

− 2
β

)
+1

, |ξ| > R,

es decir, se verifica el supuesto J3.

La siguiente proposición nos dice que una función de tipo exponencial está en la clase J β
s (Rn).

Proposición 1.12. La función a : R → R definida por a(t) = tect, donde c > 0 es una constante,

está en la clase J β
s (Rn) para todo β, s ≥ 0 con βs ≥ 4n.

Demostración. Es directo ver que la función a(t) = ect satisface la condición J1−J2. Para verificar

la condición J3, (1 < k) tenemos que∣∣∣∣∂k
t

∣∣∣
t=|ξ|2

a(t)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(kck−1 + ckt)ect
∣∣∣
t=|ξ|2

∣∣∣∣
≤ Ck|ξ|2ec|ξ|

2
(1.12)
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= Cka(|ξ|2)

= Cka(|ξ|2)
k
(

s
2n

− 2
β

)
+1

(1.13)

para todo |ξ| > R, donde (1.12) se cumple para |ξ| > R y (1.13) se cumple cuando βs ≥ 4n. Por

lo tanto, ∣∣∣∣∂k
t

∣∣∣
t=|ξ|2

a(t)

∣∣∣∣ = Cka(|ξ|2)
k
(

s
2n

− 2
β

)
+1

, |ξ| > R,

es decir, se verifica el supuesto J3.

En [BPR19] se define una clase de śımbolos, denotada por Gβ
s (Rn), que permite el estudio de

diversos śımbolos para operadores pseudo-diferenciales, entre ellos, el śımbolo (1 + |ξ|2)s/2 que en

la literatura es conocido como el potencial de Bessel. En la siguiente proposición, mostramos que

la clase

Proposición 1.13. La clase de śımbolos Gβ
s (Rn) definida en la referencia [BPR19] está contenida

de manera estricta en la clase J β
s (Rn).

Demostración. Sea a ∈ Gβ
s (Rn). El supuesto βs ≥ 4n es común para ambas clases. Por otro lado,

notemos que los supuestos G1 −G2 y J1 − J2 coinciden, luego es suficiente probar que el supuesto

J3 se satisface a partir del supuesto G3. Por condiciones G2 −G3 (omitiendo constantes),∣∣∣∣∂k
t

∣∣∣
t=|ξ|2

a(t)

∣∣∣∣ ≤ (1 + |ξ|2)k(
βs
4n

−1)+β
2

≤ a(|ξ|2)k(
s
2n

− 2
β
)+1

para todo |ξ| > R para algún R > 0. Por lo tanto,∣∣∣∣∂k
t

∣∣∣
t=|ξ|2

a(t)

∣∣∣∣ ≤ a(|ξ|2)k(
s
2n

− 2
β
)+1

, |ξ| > R,

es decir, se cumple el supuesto J3.

Aśı, Gβ
s (Rn) ⊂ J β

s (Rn). Más aún, la inclusión es estricta ya que la función a(t) = tect está

en la clase J β
s (Rn) (Proposición 1.12) pero no satisface las condiciones de la clase Gβ

s (Rn). Más

precisamente, no satisface la condición G3 de derivadas polinomialmente acotadas.

La clase J β
s (Rn) satisface la siguiente relación de inclusión con respecto al parámetro s:

Proposición 1.14. (Relación de inclusión) Sea β, s1, s2 ≥ 0 parámetros con βs1 ≥ 4n y s1 ≤ s2.

Entonces se cumple la inclusión

J β
s1(R

n) ⊂ J β
s2(R

n).

Demostración. Primero que todo, es directo observar que βs2 ≥ 4n cuando βs1 ≥ 4n y s1 ≤ s2.

Sea a ∈ J β
s1(Rn). Es directo ver que los supuestos J1 − J2 se verifican en la clase J β

s2(Rn) al no
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depender del parámetro s2. El supuesto J3 sigue del hecho que la función

s 7→ a(|ξ|2)k(s/2n−2/β)+1
, |ξ| > R

(para algún R > 0 de modo que se cumpla que 1 ≤ a(|ξ|2)) es creciente.

El siguiente lema es técnico y será usado en la Proposición 1.15.

Lema 1.1. (Fórmula de derivadas) Sea [0,∞[→ R : t 7→ a(t) función de clase Cn([0,∞[). La

k-ésima (1 ≤ k ≤ n) derivada de la función [0,∞[→ R : t 7→ 1
(1+a(t))r/2

satisface la siguiente

igualdad

∂k
t

(
1

(1 + a(t))r/2

)
=

k∑
j=1

Cj,r
1

(1 + a(t))r/2+j

∑
(P1,j ,...,Pn,j)

C(P1,j ,...,Pn,j)a
(1)(t)

P1,j
. . . a(n)(t)

Pn,j

(1.14)

para algunas constantes Cj,r, C(P1,j ,...,Pn,j) no necesariamente positivas. En la igualdad (1.14),

a(k)(t) = ∂k
t a(t) y los exponentes Pi,j cumplen las siguientes relaciones patrónicas

Pi,j = 0 si i > k

∑n
i=1 iPi,j = k

∑n
i=1 Pi,j = j

Demostración. Demostraremos la proposición mediante el principio de inducción sobre la dimen-

sión n del espacio Rn. En el caso n = 1, (1 ≤ k ≤ 1), tenemos que

∂k=1
t

(
1

(1 + a(t))r/2

)
= Cr

1

(1 + a(t))r/2+1
a(1)(t)

P1,1

donde el resultado se cumple para el primer caso con n = 1 con el exponente Pi=1,j=1 = 1.

Ahora, supongamos que la igualdad (1.14) es válida para funciones de clase Cn([0,∞[). Sea a

una función de clase Cn+1([0,∞[). A partir de la inclusión Cn+1([0,∞[) ⊂ Cn([0,∞[), la igualdad

(1.14) (1 ≤ k ≤ n) se cumple para la función a. Además notemos que

∂k
t

(
1

(1 + a(t))r/2

)
=

k∑
j=1

1

(1 + a(t))r/2+j

∑
(P1,j ,...,Pn,j)

(a(1)(t))P1,j · · · (a(n)(t))Pn,j (a(n+1)(t))Pn+1,j

con exponente Pn+1,j = 0. (Hemos omitido las constantes Cj,r, C(P1,j ,...,Pn,j) por simplicidad en la

escritura). Probaremos que la (n+ 1)-ésima derivada de la función 1
(1+a(t))r/2

también satisface el

enunciado (nuevamente, por simplicidad en la escritura, omitimos las constantes).

∂n+1
t

(
1

(1 + a(t))r/2

)
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=

n∑
j=1

[(−r/2− j)(1 + a(t))−r/2−ja(1)(t)
∑

(P1,j ,...,Pn,j)

(a(1)(t))P1,j · · · (a(n)(t))Pn,j (a(n+1)(t))0

+
n∑

j=1

(1 + a(t))−r/2−j
∑

(P1,j ,...,Pn,j)

[ P1,j(a
(1)(t))P1,j−1(a(2)(t))P2,j+1(a(3)(t))Pe,j · · · (a(n)(t))Pn,j (a(n+1)(t))0

+ · · ·+ Pn,j(a
(1)(t))P1,j (a(2)(t))P2,j · · · (a(n)(t))Pn,j−1(a(n+1)(t))Pn+1,j=1 ]

=

n∑
j=1

[(−r/2− j)(1 + a(t))−r/2−(j+1)
∑

(P1,j ,...,Pn,j ,Pn+1,j)

(a(1)(t))P1,j+1 · · · (a(n)(t))Pn,j (a(n+1)(t))Pn+1,j

+
n∑

j=1

(1 + a(t))−r/2−j
∑

(P1,j ,...,Pn,j ,Pn+1,j)

n∑
l=1

Pl,j(a
(1)(t))P

l
1,j · · · (a(n+1)(t))P

l
n+1,j

=

n∑
j=1

[(−r/2− j)(1 + a(t))−r/2−(j+1)
∑

(P1,j ,...,Pn,j ,Pn+1,j)

[(a(1)(t))P
∗
1,j · · · (a(n)(t))P

∗
n,j (a(n+1)(t))P

∗
n+1,j ]

+ (1 + a(t))−r/2−j
∑

(P1,j ,...,Pn,j ,Pn+1,j)

n∑
l=1

Pl,j(a
(1)(t))P

l
1,j · · · (a(n+1)(t))P

l
n+1,j

donde P ∗
n+1,j = 0, Pn+1,j = 1, P ∗

1,j = P1,j + 1, P ∗
i,j = Pi,j (i = 2, . . . , n), y,

P l
i,j =


Pi,j − 1 si l = i

Pi,j + 1 si l = i− 1

Pi,j otro caso

.

Para cada j se satisface que

n+1∑
i=1

P ∗
i,j = P ∗

1,j +
n+1∑
i=2

P ∗
i,j = (P1,j + 1) +

n∑
i=2

Pi,j + P ∗
n+1,j = 1 +

n∑
i=1

Pi,j + 0 = j + 1

y de forma análoga obtenemos que

n+1∑
i=1

iP ∗
i,j = 1P ∗

i,j +
n+1∑
i=2

iP ∗
i,j = (P1,j +1)+

n∑
i=2

iPi,j +(n+1)P ∗
n+1,j = 1+

n∑
i=1

iPi,j +(n+1)0 = k+1.

Análogamente, para cada j, l,

n+1∑
i=1

P l
i,j = P l

1,j + P l
2,j + · · ·+ P l

l,j + P l
l+1,j + · · ·+ P l

n,j + P l
n+1,j

= P1,j + P2,j + · · ·+ Pl,j − 1 + Pl+1,j + 1 + · · ·+ Pn,j + 1

=
n∑

i=1

Pi,j + 1 = j + 1

además de

n+1∑
i=1

iP l
i,j =

n+1∑
i=1, i ̸=l, i ̸=l+1

iP l
i,j + lP l

l,j + (l + 1)P l
l+1,j
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=

n+1∑
i=1, i ̸=l, i ̸=l+1

iP l
i,j + l(Pl,j − 1) + (l + 1)(Pl+1,j + 1)

=
n+1∑

i=1, i ̸=l, i ̸=l+1

iPi,j + lPl,j + (l + 1)Pl+1,j + 1

=

n∑
i=1

iPi,j + 1 = k + 1

Por lo tanto, la igualdad (1.14) también es válida en el caso de dimensión n+ 1. Por principio

de inducción, lo es para cualquier n ∈ N número natural.

En las dos siguientes proposiciones, obtenemos multiplicadores de Fourier para espacios Lp con

peso a partir de funciones en la clase J β
s (Rn).

Proposición 1.15. (Primer multiplicador) Sea w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt y una fun-

ción a ∈ J β
s (Rn). Para cada r ≥ s, la función

Rn → R : ξ 7→ 1

(1 + a(|ξ|2))r/2

es un multiplicador de Fourier para Lp
w(Rn).

Demostración. Sea r ≥ s. Probaremos que la función

[0,∞[→ R : t 7→ 1

(1 + a(t))r/2

satisface la condición de Lizorkin radial. Por la fórmula de derivadas (Lema 1.1) junto con las

relaciones sobre los exponentes Pi,j , tenemos que (omitiendo constantes y también la suma sobre

j), ∣∣∣∣∂k
t

∣∣∣
t=|ξ|2

(
1

(1 + a(t))r/2

)∣∣∣∣ ≤ 1

(1 + a(|ξ|2))r/2+j

∣∣∣a(1)(|ξ|2)P1,j · · · a(n)(|ξ|2)Pn,j
∣∣∣

≤ 1

(1 + a(|ξ|2))r/2+j
a(|ξ|2)(1N+1)P1,j · · · a(|ξ|2)(nN+1)Pn,j

=
1

(1 + a(|ξ|2))r/2+j
a(|ξ|2)

∑n
i=1(iN+1)Pi,j

=
1

(1 + a(|ξ|2))r/2+j
a(|ξ|2)kN+j

≤ 1

(1 + a(|ξ|2))r/2+j
(1 + a(|ξ|2))kN+j

= (1 + a(|ξ|2))kN+j−r/2−j

= (1 + a(|ξ|2))kN−r/2

para todo |ξ| > R. Por lo tanto,∣∣∣∣∂k
t

∣∣∣
t=|ξ|2

(
1

(1 + a(t))r/2

)∣∣∣∣ ≤ (1 + a(|ξ|2))kN−r/2, |ξ| > R. (1.15)
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Por otro lado, por el supuesto de elipticidad sobre la función a (supuesto J2),

(1 + |ξ|2)k ≤ (1 + a(|ξ|2))
2
β
k
, |ξ| > R, (1.16)

entonces por (1.15) y (1.16),

(1 + |ξ|2)k
∣∣∣∣∂k

t

∣∣∣
t=|ξ|2

(
1

(1 + a(t))r/2

)∣∣∣∣ ≤ (1 + a(|ξ|2))
2
β
k
(1 + a(|ξ|2))kN−r/2

= (1 + a(|ξ|2))
2
β
k+kN−r/2

≤ (1 + a(|ξ|2))
ks
2n

− r
2 (1.17)

= (1 + a(|ξ|2))
s
2
− r

2 (1.18)

≤ 1 (1.19)

donde (1.17) sigue de la definición de N = s
2n − 2

β , (1.18) de los valores 1 ≤ k ≤ n y (1.19) del

supuesto r ≥ s. Por lo tanto,

(1 + |ξ|2)k
∣∣∣∣∂k

t

∣∣∣
t=|ξ|2

(
1

(1 + a(t))r/2

)∣∣∣∣ ≤ 1, |ξ| > R,

es decir, la función t 7→ 1
(1+a(t))r/2

satisface la condición de Lizorkin radial, luego por Corolario 1.1,

la función radial ξ 7→ 1
(1+a(|ξ|2))r/2 es un multiplicador de Fourier para el espacio Lp

w(Rn).

Proposición 1.16. (Segundo multiplicador) Sea w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt y una

función a ∈ J β
s (Rn). Para cada r ≥ 0, la función

Rn → R : ξ 7→ (1 + |ξ|2)r/2

(1 + a(|ξ|2))
1
2

(
s+ 2r

β

)
es un multiplicador de Fourier para Lp

w(Rn).

Demostración. La demostración es análoga a la Proposición 1.15 junto con la regla de Leibniz. Sea

s0 = s+ 2r
β . Probaremos que la función

[0,∞[→ R : t 7→ (1 + t)r/2

(1 + a(t))s0/2

satisface la condición de Lizorkin. Por regla de Leibniz se cumple que (omitiendo constantes),

∂k
t

(
(1 + t)r/2

(1 + a(t))s0/2

)
=

k∑
m=0

(1 + t)r/2−(k−m)
m∑
j=0

1

(1 + a(t))s0/2+j

m∏
i=1

(a(i)(t))Pi,j ,

(donde a(i)(t) = ∂i
ta(t)), luego∣∣∣∣∣(1 + |ξ|2)k ∂k

t

∣∣∣
t=|ξ|2

(
(1 + t2)r/2

(1 + a(t2))s0/2

)∣∣∣∣∣ ≤ (1 + |ξ|2)k(1 + |ξ|2)r/2−(k−m) 1

(1 + a(|ξ|2)))s0/2+j
(1 + a(|ξ|2))mN+j

= (1 + |ξ|2)r/2+m(1 + a(|ξ|2))mN−s0/2

≤ (1 + a(|ξ|2))
2
β
(r/2−m)

(1 + a(|ξ|2))mN−s0/2 (1.20)



1.2. Clase de funciones y multiplicadores de Fourier para Lp
w(Rn) 16

= (1 + a(|ξ|2))
2
β
(r/2+m)+mN−s0/2

= (1 + a(|ξ|2))
m
n

s
2
− s

2 (1.21)

≤ 1 (1.22)

para todo |ξ| > R, donde (1.20) sigue del supuesto de elipticidad de la función a (supuesto J2),

(1.21) de la definición de N = s
2n − 2

β y (1.22) de los valores 1 ≤ m ≤ k ≤ n. Por lo tanto, para

cada 1 ≤ k ≤ n (omitiendo constantes),∣∣∣∣∣(1 + |ξ|2)k ∂k
t

∣∣∣
t=|ξ|2

(
(1 + t2)r/2

(1 + a(t2))s0/2

)∣∣∣∣∣ ≤ 1, |ξ| > R,

para todo |ξ| > R, es decir, la función t 7→ (1+t)r/2

(1+a(t))s0/2
, satisface la condición de Lizorkin radial, luego

por Corolario 1.1, la función ξ 7→ (1+|ξ|2)r/2
(1+a(|ξ|2))s0/2 es un multiplicador de Fourier para Lp

w(Rn).

Teorema 1.3. Sea w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt y una función a ∈ J β
s (Rn). El operador

T : Lp(Rn) → Lp
w(Rn) definido por

T (u) = F−1

(
1

(1 + a(|ξ|2))s/2
̂( u

w1/p

))
es lineal, inyectivo y acotado.

Demostración. Sea u ∈ Lp(Rn), luego u
w1/p ∈ Lp

w(Rn). Entonces

∥T (u)∥Lp
w(Rn) =

∥∥∥∥F−1

(
1

(1 + a(|ξ|2))s/2
̂( u

w1/p

))∥∥∥∥
Lp
w(Rn)

≤ Cp,w

∥∥∥ u

w1/p

∥∥∥
Lp
w(Rn)

(1.23)

= Cp,w

∥∥∥w1/p u

w1/p

∥∥∥
Lp(Rn)

= Cp,w ∥u∥Lp(Rn)

donde (1.23) sigue del hecho de que la función ξ 7→ 1
(1+a(|ξ|2))s/2 es un multiplicador de Fourier

para el espacio Lp
w(Rn) (Proposición 1.15). Por lo tanto,

∥T (u)∥Lp
w(Rn) ≤ Cp,w ∥u∥Lp(Rn) ,

es decir, el operador T es acotado. La linealidad del operador T es consecuencia de la linealidad de

la transformada de Fourier. La inyectividad se obtiene del hecho de que la transformada de Fourier

es un isomorfismo sobre el espacio de distribuciones temperadas [Won14, Teo. 5.9].

Corolario 1.2. El operador T : Lp(Rn) → Rango(T ) es un isomorfismo. Su operador inverso es

T−1(u) = w1/pF−1
(
(1 + a(|ξ|2))s/2û(ξ)

)
Observación 1.11. A partir de la propiedad de isomorfismo, el rango del operador T puede ser
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escrito por

Rango(T ) =
{
u ∈ Lp

w(Rn) : T−1(u) ∈ Lp(Rn)
}

1.3 El espacio Hs,p
w (a)

La Observación 1.11 motiva la definición del siguiente subespacio de Lp
w(Rn):

Definición 1.13. (El espacio) Sea w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt y una función a ∈
J β
s (Rn). Denotamos por Hs,p

w (a) al espacio definido por

Hs,p
w (a) :=

{
u ∈ Lp

w(Rn) : w1/pF−1
(
(1 + a(|ξ|2))s/2û(ξ)

)
∈ Lp(Rn)

}
Observación 1.12. Por construcción, el espacio Hs,p

w (a) es no trivial: una función u ∈ Lp
w(Rn)

está en Hs,p
w (a) si y solo si u = T (f) para algún f ∈ Lp(Rn).

Observación 1.13. Sea a ∈ J β
s1(Rn). El espacio Hs2,p

w (a) también está bien definido para s2 ≥ s1

por la inclusión de las clases J β
s1(Rn) ⊂ J β

s2(Rn) (Proposición 1.14).

Teorema 1.4. (Espacio de Banach) El espacio Hs,p
w (a) es un espacio de Banach isométricamente

isomorfo a Lp(Rn).

Demostración. Por construcción, el espacio Hs,p
w (a) es el rango del isomorfismo dado por la apli-

cación T : Lp(Rn) → Rango(T ) del Corolario 1.2. Una isometŕıa preserva la propiedad de comple-

titud [NS00, Teo. 3.13.6] y Lp(Rn) es un espacio de Banach. Por lo tanto, Hs,p
w (a) es un espacio de

Banach. Naturalmente, la norma es

∥u∥Hs,p
w (a) :=

∥∥T−1(u)
∥∥
Lp(Rn)

=
∥∥∥w1/pF−1

(
(1 + a(|ξ|2))s/2û(ξ)

)∥∥∥
Lp(Rn)

.

Observación 1.14. En el caso p = 2, el espacio Hs,2
w (a) es un espacio de Hilbert isométricamente

isomorfo a L2(Rn). El producto interno ⟨·, ·⟩
Hs,2

w (a)
: Hs,2

w (a)×Hs,2
w (a) → C es

⟨u, v⟩
Hs,2

w (a)
= ⟨T−1(u), T−1(v)⟩L2(Rn)

=

∫
Rn

w(x)2F−1
(
(1 + a(|ξ|2))s/2û(ξ)

)
(x)F−1

(
(1 + a(|ξ|2))s/2û(ξ)

)
(x) dx

1.3.1 Relaciones de inclusión del espacio Hs,p
w (a)

En esta sección presentamos algunas inclusiones del espacio Hs,p
w (a) sobre algunos espacios de

funciones. Primero presentamos algunos resultados preliminares de inclusiones del espacio potencial

de Bessel con peso, el espacio Lp con peso, etc. Posteriormente presentamos las inclusiones del

espacio Hs,p
w (a). Como es usual, si X, Y son espacios de Banach, la notación X ↪→ Y significa una

inclusión continua del espacio X en Y . Más precisamente, ∥u∥Y ≤ C ∥u∥X para alguna constante

C > 0.
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Relaciones de inclusión preliminares

Los siguientes resultados son preliminares. Se presentan relaciones de inclusión de los espacios

potenciales de Bessel con peso cuando el peso satisface una condición técnica que en este trabajo

denominamos “condición diádica”.

Definición 1.14. (Cubo diádico) Sea η ∈ N0 un número entero no negativo y m ∈ Zn una n-upla.

Denotamos por Qη,m al n-cubo (con lados paralelos a los ejes de coordenadas) con centro 2−ηm y

lados de longitud 2−η.

Definición 1.15. (Condición diádica) Sea s1, s2 ∈ R, 1 < p1, p2 < ∞ parámetros, w1 ∈ Ap1(Rn), w2 ∈
Ap2(Rn) pesos de Muckenhoupt. Decimos que los pesos w1, w2 satisfacen la condición diádica

Cs1,p1,s2,p2 si se cumple que

sup
η∈N0,m∈Zn

2−η(s2−s1) 1(∫
Qη,m

w1(x) dx

)1/p1

(∫
Qη,m

w2(x) dx

)1/p2

< ∞.

En las siguientes proposiciones mostramos algunas caracterizaciones de pesos satisfaciendo

condiciones del tipo Cs1,p1,s2,p2 . También presentamos algunos ejemplos concretos.

Proposición 1.17. Sea w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt. Los pesos w1 = w2 = w satisfacen

la condición diádica Cs1,p,s2,p para cualquier s1 ≤ s2.

Demostración. Basta observar que

2−η(s2−s1) 1(∫
Qη,m

w(x) dx
)1/p

(∫
Qη,m

w(x) dx

)1/p

= 2−η(s2−s1) ≤ 1

para todo η ∈ N0 y para todo cubo diádico Qη,m, es decir, la condición diádica Cs1,p,s2,p se

satisface.

Proposición 1.18. Sea 1 < p1 ≤ p2 < ∞ y w1 ∈ Ap1(Rn) un peso de Muckenhoupt con 0 <

C ≤ w1 para alguna constante C y w2 ∈ Ap2(Rn) el peso de Muckenhoupt constante definido por

w2 ≡ 1. Los pesos w1, w2 satisfacen la condición diádica Cs1,p1,s2,p2 cuando s1+n/p1 ≤ s2+n/p2.

Demostración. Por el supuesto 0 < C ≤ w1 se cumple que

C2−ηn = C

∫
Qη,m

≤
∫
Qη,m

w1(x) dx.

Por el peso constante w2 tenemos que∫
Qη,m

w2(x) dx = 2−ηn,
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luego

2−η(s2−s1) 1(∫
Qη,m

w1(x) dx
)1/p1

(∫
Qη,m

dx

)1/p2

≤ 2−η(s2−s1) 1

C1/p12
− ηn

p1

2
−ηn
p2

=
1

C1/p1
2−η(s2−s1)2−ηn(1/p2−1/p1)

=
1

C1/p1
2−η[(s2+n/p2)−(s1+n/p1)]

≤ 1

C1/p1

Por lo tanto,

sup
η∈N0,m∈Z

2−η(s2−s1) 1(∫
Qη,m

w(x) dx
)1/p1

(∫
Qη,m

dx

)1/p2

< ∞

es decir, los pesos w1 = w, w2 ≡ 1 satisfacen la condición diádica Cs1,p1,s2,p2 .

Corolario 1.3. Sea 1 < p1 ≤ p2 < ∞ parámetros, w1 ∈ Ap1(Rn) el peso de Muckenhoupt definido

por w1(x) = (1+ |x|)γ donde 0 ≤ γ < n(p1 − 1) y w2 ∈ Ap2(Rn) el peso de Muckenhoupt constante

w2 ≡ 1. Entonces los pesos w1, w2 satisfacen la condición diádica Cs1,p1,s2,p2 para cualquier s1 ≤ s2.

Demostración. Se sigue de la Proposición 1.18 junto al hecho de que 1 ≤ (1 + |x|)γ .

Proposición 1.19. Sea s1 ≤ s2, 1 < p1 ≤ p2 < ∞ parámetros, w1 ∈ Ap1(Rn) el peso de Muc-

kenhoupt definido por w1(x) = |x|γ donde −n ≤ γ < n(p1 − 1) y w2 ∈ Ap2(Rn) el peso de

Muckenhoupt constante definido por w2 ≡ 1. Los pesos w1, w2 satisfacen la condición diádica

Cs1,p1,s2,p2 si y sólo si s1 + (n+ γ)/p1 ≤ s2 + n/p2, s1 + n/p1 ≤ s2 + n/p2.

Demostración. La proposición es un caso particular de la proposición 4.1 en [MV14].

En los siguientes resultados presentamos diversas relaciones de inclusión de espacios potenciales

de Bessel relacionadas con condiciones diádicas.

Teorema 1.5. (Inclusión entre los espacios potenciales de Bessel con peso) Sea s1 < s2, 1 <

p1 ≤ p2 < ∞ parámetros, w1 ∈ Ap1(Rn), w2 ∈ Ap2(Rn) pesos de Muckenhoupt. Los pesos w1, w2

satisfacen la condición diádica Cs1,p1,s2,p2 si y sólo si

Hs2,p1
w1

(Rn) ↪→ Hs1,p2
w2

(Rn).

Demostración. La proposición es un caso particular (con funciones de valor escalar) del Teorema

1.3 en [MV14]

Corolario 1.4. Sea s > 0, 1 < p1 ≤ p2 < ∞ parámetros, w1 ∈ Ap1(Rn), w2 ∈ Ap2(Rn) pesos de

Muckenhoupt. Los pesos w1, w2 satisfacen la condición diádica C0,p1,s,p2 si y sólo si

Hs,p1
w1

(Rn) ↪→ Lp2
w2
(Rn) (1.24)
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Demostración. La inclusión es un caso particular del Teorema 1.5 con s1 = 0, s2 = s (Ver también

Teorema 8.2 en [DG24]).

Proposición 1.20. Sea s1 ≤ s2, w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt. Entonces

Hs2,p
w (Rn) ↪→ Hs1,p

w (Rn)

Demostración. La inclusión es un caso particular de la Proposición 1.8 en [HS08]

Relaciones de inclusión del espacio Hs,p
w (a)

En esta subsubsección, presentamos las inclusiones del espacio Hs,p
w (a) en distintos espacios de

funciones.

Proposición 1.21. (Inclusión con el espacio Lp con peso) Sea w ∈ Ap(Rn) un peso de Muc-

kenhoupt y una función a ∈ J β
s (Rn). Entonces se cumple la inclusión

Hs,p
w (a) ↪→ Lp

w(Rn)

Demostración. Sea u ∈ Hs,p
w (a), entonces

∥u∥Lp
w(Rn) =

∥∥∥∥F−1

(
1

(1 + a(|ξ|2))s/2
F
[
F−1

(
(1 + a(|ξ|2))s/2û(k)

)])∥∥∥∥
Lp
w(Rn)

≤ Cp,w

∥∥∥F−1
(
(1 + a(|ξ|2))s/2û(k)

)∥∥∥
Lp
w(Rn)

(1.25)

= Cp,w

∥∥∥w1/pF−1
(
(1 + a(|ξ|2))s/2û(k)

)∥∥∥
Lp(Rn)

= Cp,w ∥u∥Hs,p
w (a)

donde (1.25) sigue del hecho que la función ξ 7→ 1
(1+a(|ξ|2))s/2 es un multiplicador de Fourier para

Lp
w(Rn) (Proposición 1.15). Por lo tanto,

∥u∥Lp
w(Rn) ≤ Cp,w ∥u∥Hs,p

w (a) ,

es decir, Hs,p
w (a) ↪→ Lp

w(Rn).

Proposición 1.22. (Inclusión con el espacio potencial de Bessel con peso) Sea w ∈ Ap(Rn) un

peso de Muckenhoupt. Para cada r ≥ 0, se cumple la inclusión

H
s+ 2r

β
,p

w (a) ↪→ Hr,p
w (Rn).

Demostración. Sea s0 := s + 2r
β . Primero que todo, si a ∈ J β

s (Rn), entonces a ∈ J β
s0(Rn) ya que

s ≤ s0 (Observación 1.13), luego el espacio H
s+ 2r

β
,p

w (a) está bien definido. Sea u ∈ H
s+ 2r

β
,p

w (a),

entonces

∥u∥Hr,p
w (Rn) =

∥∥∥F−1
(
(1 + |ξ|2)r/2û(ξ)

)∥∥∥
Lp
w(Rn)
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=

∥∥∥∥∥F−1

(
(1 + |ξ|2)r/2

(1 + a(|ξ|2))s0/2
F
[
F−1

(
(1 + a(|ξ|2))s0/2û(ξ)

)])∥∥∥∥∥
Lp
w(Rn)

≤ Cp,w

∥∥∥F−1
(
(1 + a(|ξ|2))s0/2û(ξ)

)∥∥∥
Lp
w(Rn)

(1.26)

= Cp,w

∥∥∥w1/pF−1
(
(1 + a(|ξ|2))s0/2û(ξ)

)∥∥∥
Lp(Rn)

= Cp,w ∥u∥Hs0,p
w (a)

donde la desigualdad (1.26) sigue del hecho de que la función ξ 7→ (1+|ξ|2)r/2
(1+a(|ξ|2))s0/2 es un multiplicador

de Fourier para Lp
w(Rn) (Proposición 1.16). Por lo tanto,

∥u∥Hr,p
w (Rn) ≤ Cp,w ∥u∥Hs0,p

w (a) ,

es decir, H
s+ 2r

β
,p

w (a) ↪→ Hr,p
w (Rn).

Corolario 1.5. Sea w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt y una función a ∈ J β
s/2(R

n). Entonces

se cumple la inclusión

Hs,p
w (a) ↪→ H

βs
4
,p

w (Rn)

Demostración. Sea r = βs
4 y a ∈ J β

s/2(R
n). Por Proposición 1.22 tenemos que

Hs,p
w (a) = Hs/2+2r/β

w (a) ↪→ Hr,p
w (Rn)

Por lo tanto,

Hs,p
w (a) ↪→ H

βs
4
,p

w (Rn).

Las siguientes dos proposiciones son resultados de regularidad sobre el espacio Hs,p
w (a). En

adelante, para evitar una mayor introducción de parámetros en los diversos resultados, damos la

siguiente convención: la inclusión

Hr,p
w (Rn) ↪→ Hr,p(Rn)

donde w ∈ Ap(Rn) es un peso de Muckenhoupt tal que los pesos w1 = w, w2 ≡ 1 satisfacen la

condición diádica Cr,p,r,p se cumple por el Teorema 1.5 en el sentido de que el parámetro r en el

espacio Hr,p(Rn) es algún número real r− tal que r− < r, es decir, denotamos al parámetro r− por

la misma notación r.

Proposición 1.23. Sea β, s ≥ 0 con βs ≥ 4n, w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt tal que los

pesos w1 = w, w2 ≡ 1 satisfacen la condición diádica Cr,p,r,p. Entonces se cumple la inclusión

H
s+ 2r

β
,p

w (a) ↪→ Cα(Rn) ∩ L∞(Rn)

donde α = r − n/p.
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Demostración. Sea u ∈ H
s+ 2r

β
w (a), entonces

H
s+ 2r

β
w (a) ↪→ Hr,p

w (Rn) ↪→ Hr,p(Rn) ↪→ Cα(Rn) ∩ L∞(Rn)

donde la primera inclusión sigue del Proposición 1.22, la segunda inclusión del Teorema 1.5 y la

tercera inclusión (inclusión de Sobolev) del Teorema 3.4 (v) en [Now20, Sec. 3, Teo. 3.4 (iv)], [BO13,

Sec. 2, Ec. (2.1)]).

Corolario 1.6. Sea β, s ≥ 0 con βs ≥ 4n parámetros, w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt tal que

los pesos w1 = w, w2 ≡ 1 satisfacen la condición diádica Cβs/4,p,βs/4,p y una función a ∈ J β
s/2(R

n)

. Entonces se cumple la inclusión

Hs,p
w (a) ↪→ Cα(Rn) ∩ L∞(Rn) (1.27)

donde α = βs
4 − n

p

Demostración. Sea u ∈ Hs,p
w (a). Entonces

Hs,p
w (a) = H

s/2+ 2r
β
,p

w (a) ↪→ Cα(Rn) ∩ L∞(Rn) (1.28)

donde la inclusión sigue de la Proposición 1.23 con r = βs
4

El siguiente teorema nos dice que los espacios Hs,p
w (a) forman una escala decreciente de espacios

de Banach:

Teorema 1.6. (Escala decreciente de espacios) Sea β, s1, s2 ≥ 0 con β(s2 − s1) ≥ 4n, s1 ≤ s2

parámetros, w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt y una función a ∈ J β
s2−s1(R

n). Entonces se

cumple la inclusión

Hs2,p
w (a) ↪→ Hs1,p

w (a)

Demostración. Sea u ∈ Hs2
w (a), entonces

∥u∥Hs1,p
w (a) =

∥∥∥w1/pF−1
(
(1 + a(|ξ|2))s1/2û(ξ)

)∥∥∥
Lp(Rn)

=

∥∥∥∥∥F−1

(
(1 + a(|ξ|2))s1/2

(1 + a(|ξ|2))s2/2
F
[
F−1(1 + a(|ξ|2))s2/2û(ξ)

])∥∥∥∥∥
Lp
w(Rn)

=

∥∥∥∥F−1

(
1

(1 + a(|ξ|2))(s2−s1)/2
F
[
F−1(1 + a(|ξ|2))s2/2û(ξ)

])∥∥∥∥
Lp
w(Rn)

≤ Cp,w

∥∥∥F−1
(
(1 + a(|ξ|2))s2/2û(ξ)

)∥∥∥
Lp
w(Rn)

(1.29)

= Cp,w

∥∥∥w1/pF−1
(
(1 + a(|ξ|2))s2/2û(ξ)

)∥∥∥
Lp(Rn)

= Cp,w ∥u∥Hs2,p
w (a)
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donde (1.29) sigue del hecho de que la función ξ 7→ 1
(1+a(|ξ|2))(s2−s1)/2

es un multiplicador de Fourier

para Lp
w(Rn) cuando a ∈ J β

s2−s1(R
n) (Proposición 1.15). Por lo tanto,

∥u∥Hs1,p
w (a) ≤ Cp,w ∥u∥Hs2

w (a) ,

es decir, Hs2,p
w (a) ↪→ Hs1,p

w (a).

Proposición 1.24. (Inclusión entre pesos) Sean w1, w2 ∈ Ap(Rn) pesos de Muckenhoupt con

w1 ≤ w2. Entonces se cumple la inclusión

Hs,p
w2

(a) ↪→ Hs,p
w1

(a)

Demostración. Sea u ∈ Hs,p
w2 (a), entonces,

∥u∥p
Hs,p

w1
(a)

=

∫
Rn

w1(x)
∣∣∣F−1

(
(1 + a(|ξ|2))s/2û(ξ)

)
(x)
∣∣∣p dx

≤
∫
Rn

w2(x)
∣∣∣F−1

(
(1 + a(|ξ|2))s/2û(ξ)

)
(x)
∣∣∣p dx (1.30)

= ∥u∥p
Hs,p

w2
(a)

donde (1.30) sigue del supuesto w1 ≤ w2. Por lo tanto,

∥u∥Hs,p
w1

(a) ≤ ∥u∥Hs,p
w2

(a) ,

es decir, Hs,p
w2 (a) ↪→ Hs,p

w1 (a).

Observación 1.15. Las inclusiones en esta sección también son válidas sobre algún subconjunto

abierto convexo Ω ⊂ Rn puesto que la frontera de un conjunto convexo en Rn tiene medida cero.

Más precisamente, Ω \ Ω tiene medida nula.

1.4 Una clase de śımbolos y operadores pseudo-diferenciales

Definición 1.16. (Clase de śımbolos) Denotamos por Sβ
s,p(Rn × Rn) al conjunto de todas las

funciones σw,a : Rn × Rn → R definidas por

σw,a(x, ξ) = w(x)1/p(1 + a(|ξ|2))s/2

donde w ∈ Ap(Rn) y a ∈ J β
s (Rn). El conjunto Sβ

s,p(Rn × Rn) se denomina una clase de śımbolos

y una función σw,a ∈ Sβ
w,p(Rn × Rn) se denomina un śımbolo. La parte espacial del śımbolo σw,a

viene dada por la función x 7→ w(x)1/p y la parte de frecuencia, por ξ 7→ (1 + a(|ξ|2))s/2.

Observación 1.16. Si a ∈ J β
s/2(R

n), entonces a ∈ J β
s (Rn) debido a que s/2 < s (Proposi-

ción 1.14). Esta observación permite considerar un śımbolo σw,a ∈ Sβ
s,p(Rn × Rn) proveniente de

una función a desde la clase J β
s/2(R

n).

En las siguientes proposiciones presentamos ejemplos de śımbolos en la clase Sβ
s,p(Rn × Rn)
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Proposición 1.25. Sea β = 2, s ≥ 2n y −n < γ < n(p − 1). La función σw,a(x, ξ) = |x|γ/p(1 +
|ξ|2)s/2 es un śımbolo en la clase Sβ

s,p(Rn × Rn).

Demostración. Sigue del hecho de que la función a(t) = t está en la clase J β
s (Rn) y el peso

w(x) = |x|γ está en la clase de Muckenhoupt Ap(Rn) cuando −n < γ < n(p− 1).

Proposición 1.26. Sea β, s ≥ 0 con βs ≥ 4n y −n < γ < n(p − 1). La función σw,a(x, ξ) =

|x|γ/p(1 + |ξ|2ec|ξ|2) es un śımbolo en la clase Sβ
s,p(Rn × Rn)

Demostración. Se sigue del hecho de que la función a(t) = ect está en la clase J β
s (Rn) para

βs ≥ 4n (Proposición 1.12) y el peso w(x) = |x|γ está en la clase de Muckenhoupt Ap(Rn) cuando

−n < γ < n(p− 1).

A partir de la clase de śımbolos Sβ
s,p(Rn×Rn) junto con el espacio Hs,p

w (a), podemos definir un

operador pseudo-diferencial como sigue:

Definición 1.17. (El operador) Sea σw,a un śımbolo en la clase Sβ
s,p(Rn × Rn). Definimos el

operador lineal A : D(A) ⊂ Lp
w(Rn) → Lp(Rn) por

A(u) = w1/pF−1
(
(1 + a(|ξ|2))s/2û(ξ)

)
, u ∈ D(A)

con dominio D(A) = Hs,p
w (a). Denominamos al operador A como el operador pseudo-diferencial

asociado al śımbolo σw,a.

Observación 1.17. El operador A es invertible ya que A = T−1 donde T es el operador en el

Corolario 1.2.

La siguiente definición es formal pero es útil para entender el concepto de operador pseudo-

diferencial como una representación integral a partir de un śımbolo:

Definición 1.18. (Operador pseudo-diferencial formal) Sea σ : Rn × Rn → C una función. Un

operador P definido por

(P (u))(x) =

∫
Rn

eix·ξσ(x, ξ)û(ξ) dξ, x ∈ Rn

se denomina (formalmente) un operador pseudo-diferencial. La función σ se denomina el śımbolo

del operador P .

Observación 1.18. El operador A es formalmente un operador pseudo-diferencial:

(A(u))(x) = w(x)1/pF−1
(
(1 + a(|ξ|2))s/2û(ξ)

)
(x)

= w(x)1/p
∫
Rn

eix·ξ(1 + a(|ξ|2))s/2û(ξ) dξ

=

∫
Rn

eix·ξw(x)1/p(1 + a(|ξ|2))s/2û(ξ) dξ

=

∫
Rn

eix·ξσw,a(x, ξ)û(ξ) dξ
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para x ∈ Rn, u ∈ D(A) y donde σw,a es un śımbolo en la clase Sβ
s,p(Rn × Rn). Por lo tanto,

(A(u))(x) =

∫
Rn

eix·ξσw,a(x, ξ)û(ξ) dξ, x ∈ Rn, u ∈ D(A),

es decir, el operador A es un operador pseudo-diferencial con śımbolo σw,a ∈ Sβ
s,p(Rn×Rn) definido

por σw,a(x, ξ) = w(x)1/p(1 + a(|ξ|2))s/2.

1.5 Problema lineal y no lineal

En esta sección estudiamos la solubilidad del problema lineal y no lineal asociado al operador

A. En la primera subsección, estudiamos el problema en un contexto no radial. En la segunda

subsección, en un contexto radial.

1.5.1 Problema lineal y no lineal

En esta subsección, estudiamos la solubilidad del problema lineal A(u) = f . Posteriormente,

estudiamos el problema no lineal A(u) = V (·, u) con métodos de punto fijo.

Teorema 1.7. (Primer problema lineal) Sea σw,a ∈ Sβ
s,p(Rn × Rn) un śımbolo y A el operador

pseudo-diferencial asociado al śımbolo σw,a. Para cada f ∈ Lp(Rn), el problema lineal

A(u) = f (1.31)

tiene una única solución uf ∈ Hs,p
w (a). Adicionalmente, ∥u∥Hs,p

w (a) = ∥f∥Lp(Rn).

Demostración. Sea f ∈ Lp(Rn). El operador A es invertible (Observación 1.17), luego la única

solución del problema (1.31) es

uf = A−1(f) = F−1

(
1

(1 + a(|ξ|2))s/2
̂( f

w1/p

)
(ξ)

)
con uf ∈ D(A) = Hs,p

w (a). Además ∥uf∥Hs,p
w (a) = ∥A(uf )∥Lp(Rn) =

∥∥A(A−1(f))
∥∥
Lp(Rn)

= ∥f∥Lp(Rn).

Teorema 1.8. (Segundo problema lineal) Sea s ≥ r, σw,a ∈ Sβ
r,p(Rn × Rn) con a ∈ J β

s−r(Rn) y A

el operador pseudo-diferencial asociado al śımbolo σw,a. Para cada f = w1/pg con g ∈ Hs−r,p
w (a),

el problema lineal

A(u) = f (1.32)

tiene una única solución uf ∈ Hs,p
w (a).

Demostración. El problema lineal (1.32) es equivalente a

w1/pF−1
(
(1 + a(|ξ|2))r/2û(ξ)

)
= f (1.33)
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la única solución de (1.33) es

uf = F−1

(
1

(1 + a(|ξ|2))r/2
̂( f

w1/p

)
(ξ)

)
donde uf ∈ Hs,p

w (a) ya que

∥uf∥Hs,p
w (a) =

∥∥∥w1/pF−1
(
(1 + a(|ξ|2))s/2ûf (ξ)

)∥∥∥
Lp(Rn

=

∥∥∥∥∥w1/pF−1

(
(1 + a(|ξ|2))(s−r)/2

̂( f

w1/p

)
(ξ)

)∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

=
∥∥∥w1/pF−1

(
(1 + a(|ξ|2))(s−r)/2ĝ(ξ)

)∥∥∥
Lp(Rn)

= ∥g∥Hs−r
w (a) . (1.34)

donde (1.34) es finito por el supuesto g ∈ Hs−r,p
w (a). Por lo tanto,

∥uf∥Hs,p
w (a) = ∥g∥Hs−r

w (a) ,

es decir, uf ∈ Hs,p
w (a).

Observación 1.19. Observemos que con el peso de Muckenhoupt constante w ≡ 1 y la fun-

ción a(t) = t, los espacios Hs,p
w (a), Hs−r,p

w (a) coinciden con los espacios potenciales de Bessel

Hs,p(Rn), Hs−r,p(Rn) respectivamente. Este caso corresponde al hecho conocido que el operador de

Bessel fraccionario (I −∆)r/2 es un isomorfismo (en nuestro caso, para r ≤ s)

(I −∆)r/2 : Hs,p(Rn) → Hs−r,p(Rn)

(ver [Haz12])

A partir de la solubilidad del problema lineal asociado al operador A (Teorema 1.7) estamos

en condiciones de investigar el problema no lineal asociado a este operador mediante métodos de

punto fijo.

La siguiente definición de un operador, conocida en la literatura como un operador de Nemytskii

(ver [Pre13, Cap 9., Sec. 9.1]), es formal, puesto que no se define el dominio de este operador, pero

es útil para desarrollar cierta terminoloǵıa a lo largo del trabajo.

Definición 1.19. (Operador de Nemytskii u operador de superposición) Sea V : Rn ×R → C una

función medible. El operador

u 7→ V (·, u)

se denomina un operador de Nemytskii u operador de superposición asociado a la función V .
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La siguiente condición es usual en el estudio de problemas no lineales:

Definición 1.20. (Condición de Lipschitz global) Una función medible V : Rn × R → C satisface

la condición de Lipschitz global (en la variable y) si satisface

|V (x, y2)− V (x, y2)| ≤ |h(x)||y1 − y2|, x ∈ Rn, y1, y2 ∈ R (1.35)

para alguna función h ∈ L∞(Rn).

Lema 1.2. Sea β, s ≥ 0 con βs ≥ 4n parámetros, w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt tal que

los pesos w1 = w, w2 ≡ 1 satisfacen la condición diádica Cβs/4,p,βs/4,p y una función a ∈ J β
s/2(R

n).

Entonces se cumplen las inclusiones

Hs,p
w (a) ↪→ H

βs
4
,p

w (Rn) ↪→ H
βs
4
,p(Rn) ↪→ Lp(Rn)

.

Demostración. La primera inclusión sigue del Proposición 1.22, la segunda inclusión del Teore-

ma 1.5 y la tercera inclusión de las conocidas inclusiones de potenciales de Bessel [HVW24, Cap.

14, Sec. 14.7, Teo. 14.7.1].

Teorema 1.9. (Primer problema no lineal) Sea β, s ≥ 0 parámetros con βs ≥ 4n , w ∈ Ap(Rn) un

peso de Muckenhoupt tal que los pesos w1 = w, w2 ≡ 1 satisfacen la condición diádica Cβs/4,p,βs/4,p,

una función a ∈ J β
s/2(R

n), y una función medible V : Rn × R → C satisfaciendo la condición de

Lipschitz global con peso (1.35) junto con el supuesto adicional V (·, 0) ∈ Lp(Rn). Entonces para

cada δ > 0 suficientemente pequeño, el problema no lineal

A(u) = δV (·, u) (1.36)

tiene una única solución u ∈ Hs,p
w (a).

Demostración. Como primer paso en la demostración probaremos que el operador de Nemytskii

Lp(Rn) → Lp(Rn) : u 7→ V (·, u)

está bien definido. Más precisamente, que es acotado, es decir, que se cumple

∥V (·, u)∥Lp(Rn) ≤ ∥u∥Lp(Rn) + ∥V (·, 0)∥Lp(Rn) .

Por la condición de Lipschitz global (1.35) junto con la desigualdad triangular,

|V (x, y)| ≤ |V (x, y)− V (x, 0)|+ |V (x, 0)| ≤ |h(x)||y|+ |V (x, 0)|

y por una desigualdad elemental(2) (omitiendo constantes),

|V (x, y)|p ≤ |h(x)|p|y|p + |V (x, 0)|p,

(2)|a+ b|p ≤ 2p(|a|p + |b|p), p ≥ 0, a, b ∈ C, [Gar07, Cap. 5, Sec. 5.1]
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se sigue que,

∥V (·, u)∥pLp(Rn) =

∫
Rn

|V (x, u(x))|p dx

≤
∫
Rn

(|h(x)|p|u(x)|p + |V (x, 0)|p) dx

≤ ∥h∥pL∞(Rn)

∫
Rn

|u(x)|p dx+

∫
Rn

|V (x, 0)|p dx

= ∥h∥pL∞(Rn) ∥u∥
p
Lp(Rn) + ∥V (·, 0)∥pLp(Rn) ,

aśı

∥V (·, u)∥Lp(Rn) ≤ ∥h∥L∞(Rn) ∥u∥Lp(Rn) + ∥V (·, 0)∥Lp(Rn) , (1.37)

es decir, V (·, u) ∈ Lp(Rn) cuando u ∈ Lp(Rn). Por lo tanto, el operador de Nemytskii está bien

definido.

Como segundo paso en la demostración, probaremos que el operador lineal R : Hs,p
w (a) → Hs,p

w

definido por R(u) = vu donde vu es la única solución en Hs,p
w (a) del problema lineal

A(v) = δV (·, u), (1.38)

está bien definido y tiene un punto fijo en el espacio Hs,p
w (a). Sea u ∈ Hs,p

w (a). Por Lema 1.2 se

cumplen las inclusiones Hs,p
w (a) ↪→ H

βs
4
,p

w (Rn) ↪→ H
βs
4
,p(Rn) ↪→ Lp(Rn), luego u ∈ Lp(Rn) y por

(1.37) obtenemos que V (·, u) ∈ Lp(Rn). Se sigue del Teorema 1.7 que el problema lineal (1.38)

tiene una única solución vu ∈ Hs,p
w (a). Por lo tanto, R es un operador bien definido como operador

de Hs,p
w (a) en Hs,p

w (a). Adicionalmente, el operador R es una contracción: sea u1, u2 ∈ Hs,p
w (a),

por la linealidad del operador A tenemos que R(u1) − R(u2) = δ (V (·, u1)− V (·, u2)) es la única

solución del problema no lineal A(v) = δ (V (·, u1)− V (·, u2)), entonces

∥R(u1)−R(u2)∥Hs,p
w (a) = ∥vu1 − vu2∥Hs,p

w (a)

= ∥A(vu1 − vu2)∥Lp(Rn)

= δ ∥V (·, u1)− V (·, u2)∥Lp(Rn)

≤ δ ∥h(u1 − u2)∥Lp(Rn) (1.39)

≤ δ ∥h∥L∞(Rn) ∥u1 − u2∥Lp(Rn) (1.40)

≤ δ ∥h∥L∞(Rn) ∥u1 − u2∥
H

βs
4 ,p(Rn)

(1.41)

≤ δ ∥h∥L∞(Rn) ∥u1 − u2∥
H

βs
4 ,p

w (Rn)
(1.42)

≤ δ ∥h∥L∞(Rn) ∥u1 − u2∥Hs,p
w (a) (1.43)

< ∥u1 − u2∥Hs,p
w (a) (1.44)

donde (1.39) sigue de la condición de Lipschitz global (1.35), (1.40) de la desigualdad de Hölder,

(1.41)-(1.43) de las inclusiones Hs,p
w (a) ↪→ H

βs
4
,p

w (Rn) ↪→ H
βs
4
,p(Rn) ↪→ Lp(Rn) (Lema 1.2) y (1.44)
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se cumple cuando 0 < δ < 1
∥h∥L∞

. Por lo tanto

∥R(u1)−R(u2)∥Hs,p
w (a) < ∥u1 − u2∥Hs,p

w (a) ,

es decir, el operador R es una contracción. Finalmente, por el Teorema del punto fijo de Banach

[Jos05, Cap. 4, Teo. 4.7], existe una única función u ∈ Hs,p
w (a) tal que R(u) = u, es decir, el

problema no lineal (1.36) tiene una única solución en el espacio Hs,p
w (a).

Observación 1.20. Con el peso w ≡ 1 obtenemos solución del problema no lineal (1+a(−∆))s/2(u) =

δV (·, u) en el espacio Hs,p(a).

A continuación presentamos una versión con peso de la condición de Lipschitz global:

Definición 1.21. (Condición de Lipschitz global con peso) Sea w ∈ Ap(Rn) un peso de Muc-

kenhoupt. Una función medible V : Rn × R → C satisface la condición de Lipschitz global (en la

variable y) si satisface

|V (x, y1)− V (x, y2)| ≤ |h(x)|w(x)1/p|y1 − y2|, x ∈ Rn, y1, y2 ∈ R (1.45)

para alguna función h ∈ L∞(Rn).

Observación 1.21. Notemos que con el peso de Muckenhoupt constante w ≡ 1 la Definición 1.21

coincide con la Definición 1.20.

Teorema 1.10. (Variante del primer problema no lineal) Sea w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt

, una función a ∈ J β
s (Rn). y una función medible V : Rn × R → C satisfaciendo la condición de

Lipschitz global con peso (1.45) junto con el supuesto adicional V (·, 0) ∈ Lp(Rn). Entonces, para

cada δ > 0 suficientemente pequeño, el problema no lineal

A(u) = δV (·, u) (1.46)

tiene una única solución u ∈ Hs,p
w (a).

Demostración. Como primer paso en la demostración, probaremos que el operador de Nemytskii

Lp
w(Rn) → Lp(Rn) : u 7→ V (·, u)

está bien definido. Más precisamente, que es acotado es decir,

∥V (·, u)∥Lp(Rn) ≤ ∥u∥Lp
w(Rn) + ∥V (·, 0)∥Lp(Rn) .

Por la condición de Lipschitz global con peso (1.45) junto con la desigualdad triangular,

|V (x, y)| ≤ |V (x, y)− V (x, 0)|+ |V (x, 0)| ≤ |h(x)|w(x)1/p|y|+ |V (x, 0)|,

y por una desigualdad elemental(3) (omitiendo constantes),

|V (x, y)|p ≤ (|h(x)|pw(x)|y|p + |V (x, 0)|p), (1.47)

(3)|a+ b|p ≤ 2p(|a|p + |b|p), p ≥ 0, a, b ∈ C, [Gar07, Cap. 5, Sec. 5.1]
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se sigue que,

∥V (·, u)∥pLp(Rn) =

∫
Rn

|V (x, u(x))|p dx.

≤
∫
Rn

(|h(x)|pw(x)|u(x)|p + |V (x, 0)|p) dx (1.48)

=
∥∥∥hw1/pu

∥∥∥
Lp(Rn)

+ ∥V (·, 0)∥Lp(Rn)

≤ ∥h∥L∞(Rn)

∥∥∥w1/pu
∥∥∥
Lp(Rn)

+ ∥V (·, 0)∥Lp(Rn) (1.49)

= ∥h∥L∞(Rn) ∥u∥Lp
w(Rn) + ∥V (·, 0)∥Lp(Rn)

donde (1.48) sigue de (1.47) y (1.49) de la Desigualdad de Hölder. Por lo tanto,

∥V (·, u)∥Lp(Rn) ≤ ∥h∥L∞(Rn) ∥u∥Lp
w(Rn) + ∥V (·, 0)∥Lp(Rn) , (1.50)

es decir, V (·, u) ∈ Lp(Rn) cuando u ∈ Lp
w(Rn).

Como segundo paso en la demostración, probaremos que el operador lineal R : Hs,p
w (a) →

Hs,p
w (a) definido por R(u) = vu donde vu es la única solución en Hs,p

w (a) del problema lineal

A(v) = δV (·, u), (1.51)

está bien definido. Sea u ∈ Hs,p
w (a), por definición, u ∈ Lp

w(Rn), luego por (1.50) obtenemos que

δV (·, u) ∈ Lp(Rn). Se sigue del Teorema 1.7, que el problema lineal (1.51) tiene una única solución

vu ∈ Hs,p
w (a). Por lo tanto, R es un operador bien definido como operador de Hs,p

w (a) en Hs,p
w (a).

Adicionalmente, el operador R es una contracción: Sea u1, u2 ∈ Hs,p
w (a), entonces

∥R(u1)−R(u2)∥Hs,p
w (a) = ∥vu1 − vu2∥Hs,p

w (a)

= ∥A(vu1 − vu2)∥Lp(Rn)

= δ ∥V (·, u1)− V (·, u2)∥Lp(Rn)

≤ δ
∥∥∥hw1/p(u1 − u2)

∥∥∥
Lp(Rn)

(1.52)

≤ δ ∥h∥L∞

∥∥∥w1/p(u1 − u2)
∥∥∥
Lp(Rn)

= δ ∥h∥L∞(Rn) ∥u1 − u2∥Lp
w(Rn)

≤ δ ∥h∥L∞(Rn) ∥u1 − u2∥Hs,p
w (a) (1.53)

< ∥u1 − u2∥Hs,p
w (a) (1.54)

donde (1.52) sigue de la condición de Lipschitz global con peso w (1.45), (1.53) de la inclusión

Hs,p
w ↪→ Lp

w(Rn) (Proposición 1.21) y (1.54) se cumple cuando 0 < δ < 1
∥h∥L∞

. Por lo tanto

∥R(u1)−R(u2)∥Hs,p
w (a) < ∥u1 − u2∥Lp

w(Rn) ,

es decir, el operador R es una contracción. Finalmente, por el Teorema del punto fijo de Banach

[Jos05, Cap. 4, Teo. 4.7], existe una única función u ∈ Hs,p
w (a) tal que R(u) = u, es decir, el

problema no lineal (1.46) tiene una única solución en el espacio Hs,p
w (a).
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También es posible estudiar el problema no lineal asociado al operador A mediante condiciones

de crecimiento sobre la no linealidad V :

Definición 1.22. (Condiciones de crecimiento) Sea α > 1 un parámetro. Una función medible

V : Rn ×R → C de clase C1(Rn ×R) satisface una condición de crecimiento si existe una función

h ∈ Lp(Rn) de modo que

|V (x, y)|+ |∂xiV (x, y)| ≤ C1(|h(x)|+ |y|α), x ∈ Rn, y ∈ R, i = 1, 2, . . . , n. (1.55)

|∂yV (x, y)| ≤ C2(1 + |y|α), x ∈ Rn, y ∈ R, (1.56)

para algunas constantes C1, C2 > 0.

El siguiente teorema es una adaptación del Teorema 4.4 de la referencia [BPR19] (donde el

espacio ambiente es Lp(Rn)) para el estudio de solubilidad del problema no lineal asociado al

operador A, dentro del espacio Hs,p
w (a). Este resultado tiene su origen (en el espacio ambiente

L2(Rn)) en el Teorema 3.3 de la referencia [GPR13].

Lema 1.3. Sea α > 1, m ≥ 0 parámetros, w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt tal que los pesos

w1 = w, w2 ≡ 1 satisfacen la condición diádica Crα,p,rα+m,p. Entonces se cumplen las inclusiones

Hrα+m,p
w (Rn) ↪→ Hrα,p(Rn) ↪→ Lαp(Rn)

donde rα = n(α−1)
αp .

Demostración. La primera inclusión sigue del Teorema 1.5 donde rα < rα+m y la segunda inclusión

de la Proposición 6.4 en [Tay11].

Lema 1.4. Sea α > 1, 1 < p < ∞, m > n
αp parámetros, w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt tal

que los pesos w1 = w, w2 ≡ 1 satisfacen la condición diádica Crα+m,p,rα+m,p. Entonces se cumplen

las inclusiones

Hrα+m,p
w (Rn) ↪→ Hrα+m,p(Rn) ↪→ C(Rn) ∩ L∞(Rn)

donde rα = n(α−1)
αp .

Demostración. La primera inclusión sigue del Teorema 1.5 y la segunda inclusión sigue de la

Proposición 6.3 en [Tay11] ya que rα +m > n/p.

Lema 1.5. Sea β, s ≥ 0 con βs ≥ 4n, α > 1, m ≤ βs
4α parámetros, w ∈ Ap(Rn) un peso de

Muckenhoupt y una función a ∈ J β
s/2(R

n). Entonces se cumplen las inclusiones.

Hs,p
w (a) ↪→ Hrα+m,p

w (Rn)

donde rα = n(α−1)
αp .

Demostración. La demostración sigue de las inclusiones

Hs,p
w (a) ↪→ H

βs
4
,p

w (Rn) ↪→ Hrα+m,p
w (Rn)
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donde la primera inclusión sigue de Proposición 1.22, la segunda inclusión de la Proposición 1.20

ya que rα +m ≤ βs/4.

Teorema 1.11. (Segundo problema no lineal) Sea β, s ≥ 0 con βs ≥ 4n, α > 1, 1 < p < n,
n
αp ≤ m ≤ βs

4α parámetros, un peso de Muckenhoupt w ∈ Ap(Rn) satisfaciendo las condiciones

diádicas Crα+m,p,rα+m,p, Crα,p,rα+m,p y una función a ∈ J β
s/2(R

n). Sea φ ∈ C∞
c (Rn) una función

suave y de soporte compacto, V una función satisfaciendo las condiciones de crecimiento (1.55)-

(1.56). Entonces para cada δ > 0 suficientemente pequeño, el problema no lineal

A(u) = δφV (·, u) (1.57)

tiene una solución u ∈ Hs,p
w (a).

Demostración. Como primer paso en la demostración, probaremos que el operador de Nemytskii

Hrα+m,p
w (Rn) → Lp(Rn) : u 7→ V (·, u)

está bien definido. Más precisamente, que es acotado, es decir, que

∥V (·, u)∥Lp(Rn) ≤ ∥h∥Lp(Rn) + ∥u∥α
Hrα+m,p

w (Rn)
.

Sea u ∈ Hrα+m,p
w (Rn), entonces

∥V (·, u)∥pLp(Rn) ≤ ∥h∥pLp(Rn) +

∫
Rn

|u(x)|αp dx (1.58)

= ∥h∥pLp(Rn) + ∥u∥αpLαp(Rn)

≤ ∥h∥pLp(Rn) + ∥u∥αpHrα,p(Rn) (1.59)

≤ ∥h∥pLp(Rn) + ∥u∥αp
Hrα+m,p

w (Rn)
(1.60)

donde (1.58) sigue de la condición de crecimiento (1.55) sobre V y (1.59)-(1.60) de las inclusiones

Hrα+m,p
w (Rn) ↪→ Hrα,p(Rn) ↪→ Lαp(Rn) (Lema 1.3).

Por lo tanto,

∥V (·, u)∥Lp(Rn) ≤ ∥h∥Lp(Rn) + ∥u∥α
Hrα+m,p

w (Rn)
, (1.61)

es decir, V (·, u) ∈ Lp(Rn) cuando u ∈ Hrα+m,p
w (Rn) y h ∈ Lp(Rn). Por lo tanto, el operador de

Nemytskii está bien definido.

Como segundo paso en la demostración, probaremos que el operador lineal R : B0 → B0 donde

B0 =
{
u ∈ Hrα+m,p

w (Rn) : ∥u∥Hrα+m,p
w (Rn) ≤ 1

}
.

(la bola unitaria en el espacio Hrα+m,p
w (Rn)) definido por R(u) = vu donde vu es la única solución

en el espacio Hs,p
w (a) para el problema no lineal

A(v) = δφV (·, u). (1.62)
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está bien definido cuando δ es suficientemente pequeño. Sea u ∈ B0, por definición, u ∈ Hrα+m,p
w (Rn)

y por (1.61) obtenemos que δφV (·, u) ∈ Lp(Rn). Se sigue del Teorema 1.7 que el problema no lineal

(1.62) tiene una única solución vu ∈ Hs,p
w (a). Por lo tanto, la definición R(u) = vu es consistente, es

decir, R está bien definido como operador desde el espacio B0 a Hrα,p
w (Rn). Ahora probaremos que

el rango del operador R está en el espacio B0 cuando δ es suficientemente pequeño. Sea u ∈ B0,

entonces (omitiendo constantes)

∥R(u)∥Hrα+m,p
w (Rn) = ∥vu∥Hrα+m,p

w (Rn)

≤ ∥vu∥Hs,p
w (a) (1.63)

= ∥A(vu)∥Lp(Rn)

= ∥δφV (·, u)∥Lp(Rn)

≤ δ ∥φ∥L∞(Rn)

(
∥h∥Lp(Rn) + ∥u∥α

Hrα+m,p
w (Rn)

)
(1.64)

≤ δ ∥φ∥L∞(Rn)

(
∥h∥Lp(Rn) + 1

)
(1.65)

< 1 (1.66)

donde (1.63) sigue de la inclusión Hs,p
w (a) ↪→ Hrα+m

w (Rn) (Lema 1.5) , (1.64) de (1.61), (1.65) del

supuesto u ∈ B0 y (1.66) se cumple cuando δ < 1
∥φ∥L∞(Rn)

(
∥h∥Lp(Rn) + 1

)
.

Por lo tanto,

∥R(u)∥Hrα+m,p
w (Rn) < 1,

es decir, R(u) ∈ B0 cuando u ∈ B0 y δ es suficientemente pequeño. Por lo tanto, el operador R

está bien definido como operador desde el espacio B0 en B0.

Como tercer paso en la demostración, observando que la bola unitaria B0 (que es un subconjunto

del espacio de Banach Hrα+m,p
w (Rn)) es un conjunto no vaćıo, cerrado y convexo, probaremos

mediante el Teorema del punto fijo de Schauder [AGO02, Cap. 1, Teo. 1.2.2] que el operador R

tiene un punto fijo sobre el espacio B0. Para este propósito, probaremos que R es un operador

continuo y compacto (notemos que el rango del operador R será relativamente compacto si el

operador R es compacto). Primero probaremos la continuidad del operador R, es decir, que

∥R(u1)−R(u2)∥Hrα+m,p
w (Rn) → 0 cuando ∥u1 − u2∥Hrα+m,p

w (Rn) → 0.

Sea u1, u2 ∈ B0. Por la linealidad del operador A, tenemos que R(u1) − R(u2) = vu1 − vu2 es

la única solución en Hs,p
w (a) para el problema lineal

A(v) = δφ(V (·, u1)− V (·, u2)),

entonces

∥R(u1)−R(u2)∥Hrα+m,p
w (Rn) = ∥vu1 − vu2∥Hrα+m,p

w (Rn)

≤ ∥vu1 − vu2∥Hs,p
w (a) (1.67)
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= ∥A(vu1 − vu2)∥Lp(Rn)

= ∥δφ(V (·, u1)− V (·, u2))∥Lp(Rn)

donde (1.67) sigue de la inclusión Hs,p
w (a) ↪→ Hrα+m,p

w (Rn). Por lo tanto

∥R(u1)−R(u2)∥Hrα+m,p
w (Rn) ≤ ∥δφ(V (·, u1)− V (·, u2))∥Lp(Rn) (1.68)

Para estimar la expresión de la derecha en (1.68) observemos que (omitiendo constantes)

|V (x, u1(x))− V (x, u2(x))| =
∣∣∣∣∫ 1

0
∂t (V (x, tu1(x) + (1− t)u2(x))) dt

∣∣∣∣ (1.69)

=

∣∣∣∣∫ 1

0
∂yV (x, tu1(x) + (1− t)u2(x))(u1(x)− u2(x)) dt

∣∣∣∣ (1.70)

≤ |u1(x)− u2(x)|
∫ 1

0
|∂yV (x, tu1(x) + (1− t)u2(x)) dt|

≤ |u1(x)− u2(x)|
∫ 1

0
(1 + |tu1(x) + (1− t)u2(x)|α) dt (1.71)

≤ |u1(x)− u2(x)|
∫ 1

0
(1 + |u1(x)|α + |u2(x)|α) dt

= |u1(x)− u2(x)|(1 + |u1(x)|α + |u2(x)|α).

donde (1.69) sigue del Teorema fundamental del cálculo, (1.70) de la regla de la cadena con el

supuesto de regularidad V ∈ C1(Rn × Rn) y (1.71) de la condición de crecimiento (1.56) sobre V .

Por lo tanto,

|V (x, u1(x))− V (x, u2(x))| ≤ |u1(x)− u2(x)| (1 + |u1(x)|α + |u2(x)|α) . (1.72)

Ahora como φ ∈ C∞
c (Rn) es una función con soporte compacto, sea K := soporte(φ) tal soporte.

Entonces

∥φ(V (·, u1)− V (·, u2))∥pLp(Rn) =

∫
K
|φ(x)|p|V (x, u1(x))− V (x, u2(x))|p dx

≤ ∥φ∥pL∞(Rn)

∫
K
|u1(x)− u2(x)|p(1 + |u1(x)|α + |u2(x)|α)p dx

(1.73)

≤ ∥φ∥pL∞(Rn)

∫
K
|u1(x)− u2(x)|p (1 + |u1(x)|αp + |u2(x)|αp) dx

(1.74)

≤ ∥φ∥pL∞(Rn) ∥u1 − u2∥pLp(K)

(
1 + ∥u1∥αpL∞(Rn) + ∥u2∥αpL∞(Rn)

)
(1.75)

donde (1.73) sigue de (1.72), (1.74) de una desigualdad elemental(4), (1.75) de las inclusiones

(4)|a+ b|p ≤ 2p(|a|p + |b|p), p ≥ 0, a, b ∈ C
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Hrα+m,p
w (Rn) ↪→ Hrα+m,p(Rn) ↪→ L∞(Rn) (Lema 1.4). Por lo tanto

∥φ(V (·, u1)− V (·, u2))∥pLp(Rn) ≤ ∥φ∥pL∞(Rn) ∥u1 − u2∥pLp(K)

(
1 + ∥u1∥αpL∞(Rn) + ∥u2∥αpL∞(Rn)

)
(1.76)

Para estimar ∥u1 − u2∥Lp(K) en (1.77),

∥u1 − u2∥Lp(K) ≤ ∥u1 − u2∥Lαp(K) (1.77)

≤ ∥u1 − u2∥Lαp(Rn) (1.78)

≤ ∥u1 − u2∥Hrα,p(Rn) (1.79)

≤ ∥u1 − u2∥Hrα+m,p
w (Rn) (1.80)

donde (1.77) sigue de la inclusión Lαp(K) ↪→ Lp(K) ya que 1 < α con K ⊂ Rn subconjunto

compacto, (1.78) de la contención K ⊂ Rn y (1.78)-(1.80) de las inclusiones Hrα+m,p
w (Rn) ↪→

Hrα,p(Rn) ↪→ Lαp(Rn) (Lema 1.3). Por lo tanto

∥u1 − u2∥Lp(K) ≤ ∥u1 − u2∥Hrα+m,p
w (Rn) (1.81)

Aśı, de (1.68), (1.76) y (1.81) obtenemos que

∥R(u1)−R(u2)∥Hrα+m,p
w (Rn) ≤ δ ∥φ∥L∞(Rn) ∥u1 − u2∥Hrα+m,p

w (Rn)

(
1 + ∥u1∥αL∞(Rn) + ∥u2∥αL∞(Rn)

)
se sigue que

∥R(u1)−R(u2)∥Hrα+m,p
w (Rn) → 0 cuando ∥u1 − u2∥Hrα+m,p

w (Rn) → 0,

es decir, el operador R es continuo.

Ahora probaremos que el operadorR es compacto. Sea {uk}k∈N sucesión acotada enHrα+m,p
w (Rn),

es decir, para todo k ∈ N, se cumple que ∥uk∥Hrα+m,p
w (Rn) ≤ M para alguna constante M > 0.

Probaremos que la sucesión {R(uk)}k∈N tiene una subsucesión convergente en Hrα+m,p
w (Rn). Como

φ ∈ C∞
c (Rn) es una función suave y de soporte compacto, supongamos que el soporte soporte(φ)

está contenido en alguna bola abierta B := B(0, R) := {x ∈ Rn : |x| < R} para algún radio R > 0.

Definimos la sucesión {gk}k∈N ⊂ Lp(Rn) (5) por

gk(x) =

δφ(x)V (x, uk(x)) si x ∈ B

0 si x ∈ Rn \B
.

Probaremos que la sucesión {gk}k∈N es acotada en el espacio potencial de Bessel H1,p(B).

Primero,

∥gk∥H1,p(B) = δ ∥φV (·, uk)∥H1,p(B) = δ

(
∥φV (·, uk)∥Lp(B) +

n∑
i=1

∥∂xi [φV (·, uk)]∥Lp(B)

)1/p

, (1.82)

(5)Notemos que la sucesión {gk}n∈N ⊂ Lp(Rn) cuando {uk}k∈N ⊂ Hrα+m,p
w (Rn) por (1.61)
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donde la igualdad (1.82) se debe a la definición de la norma ∥·∥W 1,p(B) ya que el espacio potencial

de Bessel H1,p(B) coincide con el espacio de Sobolev W 1,p(B) cuando el exponente s es un número

entero no negativo ( [Tay11, Cap. 13, Sec. 6], [Eva10, Cap. 5, Subsec. 5.2.2]). Notemos que en (1.82),

la expresión ∥φV (·, uk)∥Lp(B) es finita (uniformemente) por (1.61) junto con el hecho que la sucesión

{uk}k∈N es acotada en Hrα+m,p
w (Rn). Solo nos queda probar que la suma

n∑
i=1

∥∂xi [φV (·, uk)]∥Lp(B)

es finita. Por regla de la cadena para derivadas débiles tenemos que (para cada i = 1, . . . , n),

∂xi [φ(x)V (x, uk(x))] = ∂xi(φ(x))V (x, uk(x)) + φ(x)∂xi(V (x, uk(x)))

= ∂xi((φ(x))V (x, uk(x)) + φ(x)[∂xi(V )(x, uk(x)) + (∂yV )(x, uk(x))∂xi(uk(x))],

luego,

∥∂xiφV (·, uk)∥pLp(B) =

∫
B
|∂xi((φ(x))V (x, uk(x)) + φ(x)[∂xi(V (x, uk(x)) + ∂yV (x, uk(x))∂xi(uk(x))]|

p dx

≤ ∥∂xiφ∥
p
L∞(B) ∥V (·, uk)∥pLp(B)+

+ ∥φ∥pL∞(B)

(
∥∂xi(V (·, uk))∥pLp(B) + ∥∂yV (·, uk)∂xi(uk)∥

p
Lp(B)

)
.

Por lo tanto,

∥∂xiφV (·, uk)∥pLp(B) ≤ ∥∂xiφ∥
p
L∞(B) ∥V (·, uk)∥pLp(B)+

+ ∥φ∥pL∞(B)

(
∥∂xi(V (·, uk))∥pLp(B) + ∥∂yV (·, uk)∂xi(uk)∥

p
Lp(B)

)
. (1.83)

Por el supuesto de crecimiento (1.55) sobre la función V ,

∥∂xi(V (·, uk))∥pLp(B) =

∫
B
|∂xi(V (x, uk(x))|p dx

≤
∫
B
(|h(x)|p + |uk(x)|αp) dx

=
(
∥h∥pLp(B) + ∥uk∥αpLαp(B)

)
(1.84)

≤
(
∥h∥pLp(B) + ∥uk∥αpHrα,p(B)

)
(1.85)

≤
(
∥h∥pLp(B) + ∥uk∥αpHrα+m,p

w (B)

)
. (1.86)

donde (1.84)-(1.86) sigue de las inclusiones Hrα+m,p
w (B) ↪→ Hrα,p(B) ↪→ Lαp(B) (Lema 1.3). Por

lo tanto,

∥∂xi(V (·, uk))∥pLp(B) ≤
(
∥h∥pLp(B) + ∥uk∥αpHrα+m,p

w (B)

)
. (1.87)

Se sigue que (omitiendo constantes),

∥∂yV (·, uk)∂xi(uk)∥
p
Lp(B) =

∫
B
|∂yV (x, uk(x))∂xi(uk(x))|

p dx

≤
∫
B
(1 + |uk(x)|α)p|∂xi(uk(x))|p dx (1.88)

≤
∫
B
(1 + |uk(x)|αp)|∂xi(uk(x))|p dx (1.89)
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≤
(
1 + ∥uk∥αpL∞(B)

)
∥∂xiuk∥

p
Lp(B) (1.90)

≤
(
1 + ∥uk∥αpL∞(B)

)
∥∂xiuk∥

p
Lp(B) (1.91)

donde (1.88) sigue de la segunda condición de crecimiento (1.56) sobre la función V , (1.89) de

una desigualdad elemental(6), (1.90) de las inclusiones Hrα+m,p
w (B) ↪→ Hrα+m,p(B) ↪→ L∞(B)

(Lema 1.4). Por lo tanto,

∥∂yV (·, uk)∂xi(uk)∥
p
Lp(B) ≤

(
1 + ∥uk∥αpL∞(B)

)
∥∂xiuk∥

p
Lp(B) (1.92)

Adicionalmente notemos que la inclusión Hrα+m,p(Rn) ↪→ C(Rn) ∩ L∞(Rn) (Lema 1.4) implica

que ∥uk∥L∞(B) en (1.92) es finito para todo k ∈ N uniformemente al ser una sucesión de funciones

continuas y acotadas sobre el conjunto compacto B. Por otro lado, ∥∂xiuk∥Lp(B) también es finito

uniformemente sobre k (para cada i = 1, . . . , n) ya que la sucesión {uk}k∈N es acotada en el

espacio de Sobolev H1,p(B) = W 1,p(B) por la inclusión Hrα+m,p
w (Rn) ↪→ Hrα+m,p(Rn) ↪→ H1,p(Rn)

(Lema 1.4) donde la inclusión Hrα+m,p(Rn) ↪→ H1,p(Rn) se cumple por inclusiones de Sobolev

(Ver [Tri78, Cap. 2, Sec. 2.8.1]) ya que 1 ≤ rα +m y del hecho que la sucesión {uk}k∈N es acotada

en Hrα+m,p
w (Rn) (lo que implica que también es acotada en H1,p(Rn). Más precisamente, para cada

i = 1, . . . , n, se cumple que, uniformemente ∥∂xiuk∥Lp(B) ≤ M para alguna constante M > 0.

En resumen, ∥φV (·, uk)∥Lp(B) y ∥∂xi [φV (·, uk)]∥Lp(B) son finitos (uniformemente sobre k). Por

lo tanto, (1.82) es finito, luego ∥gk∥H1,p(B) es finito, es decir, la sucesión {gk}k∈N es acotada en el

espacio de Sobolev H1,p(B) = W 1,p(B). Por el Teorema de Compacidad de Rellich-Kondrachov

( [Eva10, Cap. 5, Teo. 1] con q = p y con el exponente cŕıtico de Sobolev p∗ = (np)/(n − p), lo

que implica que p < p∗), la inclusión H1,p(B) ↪→ Lp(B) es compacta, luego existe una subsucesión

{gki}i∈N de la sucesión {gk}k∈N, que converge en Lp(B). Más precisamente, existe g ∈ Lp(B) tal

que ĺımi gki = g en Lp(B). Este hecho permite demostrar que la sucesión {R(uki)}i∈N = {vki}i∈N
es de Cauchy en el espacio Hrα+m,p

w (Rn). En efecto,∥∥R(uki)−R(ukj )
∥∥
Hrα+m,p

w (Rn)
=
∥∥∥vuki

− vukj

∥∥∥
Hrα+m,p

w (Rn)

≤
∥∥∥vuki

− vukj

∥∥∥
Hs,p

w (a)

=
∥∥∥A(vuki

− vukj
)
∥∥∥
Lp(Rn)

=
∥∥δφV (·, uki)− δφV (·, ukj )

∥∥
Lp(Rn)

≤
∥∥gki − gkj

∥∥
Lp(B)

.

Por lo tanto, ∥∥R(uki)−R(ukj )
∥∥
Hrα+m,p

w (Rn)
≤
∥∥gki − gkj

∥∥
Lp(B)

,

es decir, la sucesión {R(uki)}i∈N es de Cauchy en el espacio de Banach Hrα+m,p
w (Rn) ya que

{gki}i∈N es una sucesión de Cauchy en Lp(B). Por lo tanto, esta sucesión converge en el espacio

Hrα+m,p
w (Rn). Esto prueba que el operador R : B0 → B0 es compacto.

(6)|a+ b|p ≤ 2p(|a|p + |b|p), p ≥ 0, a, b ∈ C, [Gar07, Cap. 5, Sec. 5.1]
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Finalmente, dado que el operador R : B0 → B0 es continuo y compacto, por el Teorema del

punto fijo de Schauder [AGO02, Cap. 1, Teo. 1.2.2], existe una función u ∈ B0 tal que R(u) = u.

Por definición del operador R, tenemos que u ∈ Hs,p
w (a), es decir, el problema no lineal (1.57) tiene

una solución u ∈ Hs,p
w (a) cuando δ es suficientemente pequeño.

También es posible dar una adaptación de las condiciones de crecimiento sobre la función V

con pesos de Muckenhoupt para obtener una variante del Teorema 1.11.

Definición 1.23. (Condiciones de crecimiento con peso) Sea β, s ≥ 0 con βs ≥ 4n, α > 1,

1 < p < n, n
αp ≤ m ≤ βs

4α parámetros, un peso de Muckenhoupt w ∈ Ap(Rn) satisfaciendo

las condiciones diádicas Crα+m,p,rα+m,p, Crα,p,rα+m,p y una función a ∈ J β
s/2(R

n). Sea α > 1 un

parámetro y w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt. Una función medible V : Rn × R → C de clase

C1(Rn × R) satisface una condición de crecimiento con peso si existe una función h ∈ Lp(Rn) de

modo que

|V (x, y)|+ |∂xiV (x, y)| ≤ C1(|h(x)|+ w(x)1/p|y|α), x ∈ Rn, y ∈ R, i = 1, 2, . . . , n. (1.93)

|∂yV (x, y)| ≤ C2w(x)
1/p(1 + |y|α), x ∈ Rn, y ∈ R, (1.94)

para algunas constantes C1, C2 > 0.

Teorema 1.12. (Variante del segundo problema no lineal) Sea β, s ≥ 0 con βs ≥ 4n, α > 1,

1 < p < n, n
αp ≤ m ≤ βs

4α parámetros, un peso de Muckenhoupt w ∈ Ap(Rn) satisfaciendo las con-

diciones diádicas Crα+m,p,rα+m,p, Crα,p,rα+m,p y una función a ∈ J β
s/2(R

n). Sea φ ∈ C∞
c (Rn) una

función suave y de soporte compacto, V una función satisfaciendo las condiciones de crecimiento

(1.93)-(1.94). Entonces, para cada δ > 0 suficientemente pequeño, el problema no lineal

A(u) = δφV (·, u) (1.95)

tiene una solución u ∈ Hs,p
w (a).

Demostración. Como primer paso en la demostración, probaremos que el operador de Nemytskii

Hrα+m,p
w (Rn) → Lp(Rn) : u 7→ V (·, u) está bien definido. Más precisamente, que es acotado, es

decir, que ∥V (·, u)∥pLp(Rn) ≤
(
∥h∥pLp(Rn) + ∥u∥αp

Hrα+m,p
w (Rn)

)
. Sea u ∈ Hrα+m,p

w (Rn), entonces

∥V (·, u)∥pLp(Rn) ≤
(
∥h∥pLp(Rn) +

∫
Rn

w(x)|u(x)|αp dx
)

(1.96)

=

(
∥h∥pLp(Rn) +

∥∥∥w1/αpu
∥∥∥αp
Lαp(Rn)

)
=
(
∥h∥pLp(Rn) + ∥u∥αp

Lαp
w (Rn)

)
≤
(
∥h∥pLp(Rn) + ∥u∥αp

Hrα,p
w (Rn)

)
(1.97)

≤
(
∥h∥pLp(Rn) + ∥u∥αp

Hrα+m,p
w (Rn)

)
(1.98)
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donde (1.96) sigue del supuesto de Lipschitz (1.93) sobre la función V y (1.97)-(1.98) de las inclu-

siones Hrα+m,p
w (Rn) ↪→ Hrα,p

w (Rn) ↪→ Lαp
w (Rn) (Lema 1.3).

Por lo tanto,

∥V (·, u)∥Lp(Rn) ≤ ∥h∥Lp(Rn) + ∥u∥α
Hrα+m,p

w (Rn)
, (1.99)

es decir, V (·, u) ∈ Lp(Rn) cuando u ∈ Hrα+m,p
w (Rn) y h ∈ Lp(Rn).

Como segundo paso en la demostración, probaremos que el operador R (definido a continuación)

está bien definido. Sea R : B0 → B0 un operador lineal donde

B0 =
{
u ∈ Hrα+m,p

w (Rn) : ∥u∥Hrα+m,p
w (Rn) ≤ 1

}
.

(la bola unitaria en el espacio Hrα+m,p
w (Rn)) definido por R(u) = vu donde vu es la única solución

en el espacio Hs,p
w (a) para el problema lineal

A(v) = δφV (·, u). (1.100)

La definición del operador R es consistente: si u ∈ B0, por definición, u ∈ Hrα+m,p
w (Rn) y por

(1.99), obtenemos que δφV (·, u) ∈ Lp(Rn). Se sigue del Teorema 1.7 que el problema lineal (1.95)

tiene una única solución vu ∈ Hs,p
w (a). Por lo tanto, la definición R(u) = vu es consistente, es

decir, R está bien definido como operador desde el espacio B0 a Hrα,p
w (Rn). Ahora probaremos que

el rango del operador R está en el espacio B0 cuando δ es suficientemente pequeño. Sea u ∈ B0,

entonces

∥R(u)∥Hrα+m,p
w (Rn) = ∥vu∥Hrα+m,p

w (Rn)

≤ ∥vu∥Hs,p
w (a) (1.101)

= ∥A(vu)∥Lp(Rn)

= ∥δφV (·, u)∥Lp(Rn)

≤ δ ∥φ∥L∞(Rn)

(
∥h∥Lp(Rn) + ∥u∥α

Hrα+m,p
w (Rn)

)
(1.102)

≤ δ ∥φ∥L∞(Rn)

(
∥h∥Lp(Rn) + 1

)
(1.103)

< 1 (1.104)

donde (1.101) sigue de la inclusión del espacio Hs,p
w (a) ↪→ Hrα+m

w (Rn) (Proposición 1.22), (1.102)

de la desigualdad (1.99), (1.103) del supuesto u ∈ B0 y (1.104) se cumple cuando

δ < 1/ ∥φ∥L∞(Rn)

(
∥h∥Lp(Rn) + 1

)
. Por lo tanto,

∥R(u)∥Hrα+m,p
w (Rn) ≤ 1,

es decir, R(u) ∈ B0 cuando u ∈ B0 y δ es suficientemente pequeño. Por lo tanto, el operador R

está bien definido como operador desde el espacio B0 en B0.
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Como tercer paso en la demostración, observando que la bola unitaria B0 (que es un subconjunto

del espacio de Banach Hrα+m,p
w (Rn)) es un conjunto no vaćıo, cerrado y convexo, probaremos

mediante el Teorema del punto fijo de Schauder [AGO02, Cap. 1, Teo. 1.2.2] que el operador R

tiene un punto fijo sobre el espacio B0. Para este propósito, probaremos que R es un operador

continuo y compacto (el rango del operador R será relativamente compacto si el operador R es

compacto). Primero probaremos la continuidad del operador R, es decir, que

∥R(u1)−R(u2)∥Hrα+m,p
w (Rn) → 0 cuando ∥u1 − u2∥Hrα+m,p

w (Rn) → 0.

Sea u1, u2 ∈ B0. Por la linealidad del operador A tenemos que R(u1) − R(u2) = vu1 − vu2 es la

única solución en Hs,p
w (a) para el problema lineal

A(v) = δφ (V (·, u1)− V (·, u2)) (1.105)

entonces

∥R(u1)−R(u2)∥Hrα+m,p
w (Rn) = ∥vu1 − vu2∥Hrα+m,p

w (Rn)

≤ ∥vu1 − vu2∥Hs,p
w (a) (1.106)

= ∥A(vu1 − vu2)∥Lp(Rn)

= ∥δφ(V (·, u1)− V (·, u2))∥Lp(Rn)

donde (1.106) sigue de la inclusión Hs,p
w (a) ↪→ Hrα+m,p

w (Rn). Por lo tanto,

∥R(u1)−R(u2)∥Hrα+m,p
w (Rn) ≤ ∥δφ(V (·, u1)− V (·, u2))∥Lp(Rn) (1.107)

Para estimar la expresión en la derecha en (1.107) observemos que (omitiendo constantes)

|V (x, u1(x))− V (x, u2(x))| =
∣∣∣∣∫ 1

0
∂t (V (x, tu1(x) + (1− t)u2(x))) dt

∣∣∣∣ (1.108)

=

∣∣∣∣∫ 1

0
∂yV (x, tu1(x) + (1− t)u2(x))(u1(x)− u2(x)) dt

∣∣∣∣ (1.109)

≤ |u1(x)− u2(x)|
∫ 1

0
|∂yV (x, tu1(x) + (1− t)u2(x)) dt|

≤ |u1(x)− u2(x)|
∫ 1

0
w(x)1/p(1 + |tu1(x) + (1− t)u2(x)|α) dt (1.110)

≤ w(x)1/p |u1(x)− u2(x)|
∫ 1

0
(1 + |u1(x)|α + |u2(x)|α) dt

= w(x)1/p|u1(x)− u2(x)|(1 + |u1(x)|α + |u2(x)|α).

donde (1.108) sigue del Teorema fundamental del cálculo, (1.109) de la regla de la cadena con el

supuesto de regularidad V ∈ C1(Rn × Rn) y (1.110) del supuesto de crecimiento (1.94) sobre V .

Por lo tanto,

|V (x, u1(x))− V (x, u2(x))| ≤ w(x)1/p|u1(x)− u2(x)| (1 + |u1(x)|α + |u2(x)|α) . (1.111)

Ahora como φ ∈ C∞
c (Rn) es una función con soporte compacto, sea K := soporte(φ) tal
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soporte. Entonces

∥φV (·, u1)− φV (·, u2)∥pLp(Rn) =

∫
K
|φ(x)|p|V (x, u1(x))− V (x, u2(x))|p dx

≤ ∥φ∥pL∞(Rn)

∫
K
w(x)|u1(x)− u2(x)|p(1 + |u1(x)|α + |u2(x)|α)p dx

(1.112)

≤ ∥φ∥pL∞(Rn)

∫
K
w(x) |u1(x)− u2(x)|p (1 + |u1(x)|αp + |u2(x)|αp) dx

(1.113)

≤ ∥φ∥pL∞(Rn) ∥u1 − u2∥pLp
w(K)

(
1 + ∥u1∥αpL∞(Rn) + ∥u2∥αpL∞(Rn)

)
(1.114)

donde (1.112) sigue de (1.111), (1.113) de una desigualdad elemental(7), (1.114) de las inclusiones

Hrα+m,p
w (Rn) ↪→ Hrα+m,p(Rn) ↪→ L∞(Rn) (Lema 1.4) Por lo tanto,

∥φV (·, u1)− φV (·, u2)∥pLp(Rn) ≤ ∥φ∥pL∞(Rn) ∥u1 − u2∥pLp
w(K)

(
1 + ∥u1∥αpL∞(Rn) + ∥u2∥αpL∞(Rn)

)
(1.115)

Para estimar ∥u1 − u2∥Lp
w(K) en (1.115) tenemos que

∥u1 − u2∥Lp
w(K) =

∥∥∥w1/p(u1 − u2)
∥∥∥
Lp(K)

=
∥∥∥w1/p−1/αpw1/αp(u1 − u2)

∥∥∥
Lp(K)

≤
∥∥∥w1/p−1/αp

∥∥∥
L

αp
(α−1) (K)

∥∥∥w1/αp(u1 − u2)
∥∥∥
Lαp(K)

(1.116)

=
∥∥∥w(α−1)/αp

∥∥∥
L

αp
(α−1) (K)

∥∥∥w1/αp(u1 − u2)
∥∥∥
Lαp(K)

=

(∫
K
w(x) dx

)(α−1)/(αp)

∥(u1 − u2)∥Lαp
w (K)

= CK,α,p ∥u1 − u2∥Lαp
w (K)

≤ CK,α,p ∥u1 − u2∥Lαp
w (Rn) (1.117)

≤ CK,α,p ∥u1 − u2∥Hrα,p
w (Rn) (1.118)

≤ CK,α,p ∥u1 − u2∥Hrα+m,p
w (Rn) (1.119)

donde (1.116) sigue de la desigualdad generalizada de Hölder con los exponentes 1/p = 1/αp +

1/ (αp/(α− 1)) donde α > 1 ( [San18, Cap. 3, Prop. 3.4.10]). Notemos que CK,α,p =
(∫

K w(x) dx
)(α−1)/(αp)

es finito ya que el peso w es una función localmente integrable (Definición 1.1) yK es un subconjun-

to compacto de Rn, , (1.117) de la inclusión K ⊂ Rn, (1.118) de la inclusión Hrα,p
w (Rn) ↪→ Lαp

w (Rn)

(Proposición 1.21) y (1.119) de la inclusión Hrα+m,p
w (Rn) ↪→ Hrα,p

w (Rn) (Proposición 1.22). Por lo

tanto,

∥u1 − u2∥Lp
w(K) ≤ CK,α,p ∥u1 − u2∥Hrα+m,p

w (Rn) (1.120)

(7)|a+ b|p ≤ 2p(|a|p + |b|p), p ≥ 0, a, b ∈ C
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Se sigue de (1.107), (1.115) y (1.120) y (omitiendo constantes) (omitiendo constantes) que

∥R(u1)−R(u2)∥Hrα+m,p
w (Rn) ≤ δ ∥φ∥L∞(Rn)

(
1 + ∥u1∥αL∞(Rn) + ∥u2∥αL∞(Rn)

)
∥u1 − u2∥Hrα+m,p

w (Rn)

se sigue que

∥R(u1)−R(u2)∥Hrα+m,p
w (Rn) → 0 cuando ∥u1 − u2∥Hrα+m,p

w (Rn) → 0,

es decir, el operador R es continuo.

Ahora probaremos que el operadorR es compacto. Sea {uk}k∈N sucesión acotada enHrα+m,p
w (Rn),

es decir, para todo k ∈ N se cumple que ∥uk∥Hrα+m,p
w

(Rn) ≤ M para alguna constante M > 0.

Probaremos que la sucesión {R(uk)}k∈N tiene una subsucesión convergente en Hrα+m,p
w (Rn). Como

φ ∈ C∞
c (Rn) es una función suave y de soporte compacto, supongamos que el soporte soporte(φ)

está contenido en alguna bola abierta B := B(0, R) := {x ∈ Rn : |x| < R} para algún radio R > 0.

Definimos la sucesión {gk}k∈N ⊂ Lp(Rn)(8) por

gk(x) =

δφ(x)V (x, uk(x)) si x ∈ B

0 si x ∈ Rn \B
.

probaremos que la sucesión {gk}k∈N es acotada en el espacio potencial de Bessel H1,p(B). Como

∥gk∥H1,p(B) = δ ∥φV (·, uk)∥H1,p(B) = δ

(
∥φV (·, uk)∥Lp(B) +

n∑
i=1

∥∂xi [φV (·, uk)]∥Lp(B)

)1/p

.

(1.121)

donde la igualdad (1.121) se debe a la definición de la norma ∥·∥W 1,p(B) ya que el espacio potencial

de Bessel H1,p(B) coincide con el espacio de Sobolev W 1,p(B) cuando el exponente s es un número

entero no negativo (ver [Tay11, Cap. 13, Sec. 6]) o [Eva10, Cap. 5, Subsec. 5.2.2]), basta probar que

cada expresión en (1.121) es acotada (uniformemente en k). Observemos que ∥φV (·, uk)∥Lp(B) es

acotada (uniformemente en k) por (1.99) ya que {uk}k∈N es una sucesión acotada en Hrα+m,p
w (Rn).

Ahora para verificar que
n∑

i=1

∥∂xi [φV (·, uk)]∥Lp(B) es acotada (uniformemente en k) por regla de la

cadena para derivadas débiles,

∂xi [φ(x)V (x, uk(x))] = ∂xi(φ(x))V (x, uk(x)) + φ(x)∂xi(V (x, uk(x)))

= ∂xi((φ(x))V (x, uk(x)) + φ(x)[∂xi(V )(x, uk(x)) + (∂yV )(x, uk(x))∂xi(uk(x))],

luego

∥∂xiφV (·, uk)∥pLp(B) =

∫
B
|∂xi((φ(x))V (x, uk(x)) + φ(x)[∂xi(V (x, uk(x)) + ∂yV (x, uk(x))∂xi(uk(x))]|

p dx

≤ ∥∂xiφ∥
p
L∞(B) ∥V (·, uk)∥pLp(B) + ∥φ∥pL∞(B)

(
∥∂xi(V (·, uk))∥pLp(B) + ∥∂yV (·, uk)∂xi(uk)∥

p
Lp(B)

)
.

(8)Notemos que la sucesión {gk}n∈N ⊂ Lp(Rn) cuando {uk}k∈N ⊂ Hrα+m,p
w (Rn) por (1.99)
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se sigue que,

∥∂xiφV (·, uk)∥pLp(B) ≤ ∥∂xiφ∥
p
L∞(B) ∥V (·, uk)∥pLp(B)+

+ ∥φ∥pL∞(B)

(
∥∂xi(V (·, uk))∥pLp(B) + ∥∂yV (·, uk)∂xi(uk)∥

p
Lp(B)

)
. (1.122)

Para estimar ∥∂xi(V (·, uk))∥Lp(B) en (1.122) tenemos que

∥∂xi(V (·, uk))∥pLp(B) =

∫
B
|∂xi(V (x, uk(x))|p dx

≤
∫
B
(|h(x)|p + w(x)|uk(x)|αp) dx (1.123)

= ∥h∥pLp(B) +
∥∥∥w1/αpuk

∥∥∥αp
Lαp(B)

=
(
∥h∥pLp(B) + ∥uk∥αpLαp

w (B)

)
≤
(
∥h∥pLp(B) + ∥uk∥αpHrα,p

w (B)

)
(1.124)

≤
(
∥h∥pLp(B) + ∥uk∥αpHrα+m,p

w (B)

)
. (1.125)

donde (1.124)-(1.125) sigue de las inclusiones Hrα+m,p
w (B) ↪→ Hrα,p

w (B) ↪→ Lαp
w (B). Por lo tanto,

∥∂xi(V (·, uk))∥Lp(B) ≤
(
∥h∥Lp(B) + ∥uk∥αHrα+m,p

w (B)

)
(1.126)

Para estimar ∥∂yV (·, uk)∂xi(uk)∥Lp(B) en (1.126),

∥∂yV (·, uk)∂xi(uk)∥
p
Lp(B) =

∫
B
|∂yV (x, uk(x))∂xi(uk(x))|

p dx

≤
∫
B
w(x)(1 + |uk(x)|α)p|∂xi(uk(x))|p dx (1.127)

≤
∫
B
w(x)(1 + |uk(x)|αp)|∂xi(uk(x))|p dx (1.128)

≤ (1 + ∥uk∥αpL∞(B))

∫
B
w(x)|∂xi(uk(x))|p dx (1.129)

= (1 + ∥uk∥αpL∞(B))
∥∥∥w1/p∂xiuk

∥∥∥p
Lp(B)

= (1 + ∥uk∥αpL∞(B)) ∥∂xiuk∥
p
Lp
w(B)

≤ (1 + ∥uk∥αpL∞(B)) ∥uk∥
p

H1,p
w (B)

(1.130)

≤ (1 + ∥uk∥αpL∞(B)) ∥uk∥
p

Hrα+m,p
w (B)

(1.131)

donde (1.127) sigue del supuesto de crecimiento (1.94) sobre la función V , (1.128) de una des-

igualdad elemental, (1.129) de las inclusiones Hrα+m,p
w (B) ↪→ Hrα+m,p(B) ↪→ L∞(B) (Lema 1.4) ,

(1.130)-(1.131) de las inclusiones Hrα+m,p
w (B) ↪→ H1,p

w (B) ↪→ Lp
w(B). Por lo tanto,

∥∂yV (·, uk)∂xi(uk)∥Lp(B) ≤ (1 + ∥uk∥αL∞(B)) ∥uk∥Hrα+m,p
w (B) (1.132)

Adicionalmente notemos que ∥uk∥L∞(B) en (1.132), es finito de manera uniforme por la inclusión

Hrα+m,p(Rn) ↪→ C(Rn) ∩ L∞(Rn) (Lema 1.4). Por otro lado, ∥uk∥Hrα+m,p
w (B) también es finito
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(uniformemente sobre k) ya que la sucesión {uk}k∈N es acotada en el espacio de Sobolev W 1,p(B)

y Hrα+m,p
w (B) ↪→ H1,p(B). Por lo tanto,

∥∂yV (·, uk)∂xi(uk)∥Lp(B) ≤ (1 + ∥uk∥αL∞(B)) ∥uk∥Hrα+m,p
w (B) . (1.133)

En resumen, ∥φV (·, uk)∥Lp(B) y ∥∂xi [φV (·, uk)]∥Lp(B) son finitos (uniformemente sobre k). Por

lo tanto, la suma de normas en (1.121) es finita, luego ∥gk∥H1,p(B) es una sucesión {gk}k∈N aco-

tada en el espacio de Sobolev H1,p(B) = W 1,p(B). Por el Teorema de Compacidad de Rellich-

Kondrachov ( [Eva10, Cap. 5, Teo. 1] con q = p, exponente cŕıtico de Sobolev p∗ = (np)/(n − p)

que implica que p < p∗), la inclusión H1,p(B) ↪→ Lp(B) es compacta, luego existe una subsucesión

{gki}i∈N de la sucesión {gk}k∈N, que converge en Lp(B). Más precisamente, existe g ∈ Lp(B) tal

que ĺımi gki = g en Lp(B). Este hecho permite demostrar que la sucesión {R(uki)}i∈N =
{
vuki

}
i∈N

es de Cauchy en el espacio Hrα+m,p
w (Rn):∥∥R(uki)−R(ukj )

∥∥
Hrα+m,p

w (Rn)
=
∥∥∥vuki

− vukj

∥∥∥
Hrα+m,p

w (Rn)

≤
∥∥∥vuki

− vukj

∥∥∥
Hs,p

w (a)
(1.134)

=
∥∥∥A(vuki

− vukj
)
∥∥∥
Lp(Rn)

=
∥∥δφV (·, uki)− δφV (·, ukj )

∥∥
Lp(Rn)

≤
∥∥gki − gkj

∥∥
Lp(B)

.

donde (1.134) sigue de la inclusión Hrα+m,p
w (Rn) ↪→ Hs,p

w (a). Por lo tanto,∥∥R(uki)−R(ukj )
∥∥
Hrα+m,p

w (Rn)
≤
∥∥gki − gkj

∥∥
Lp(B)

,

es decir, la sucesión {R(uki)}i∈N es de Cauchy en el espacio de Banach Hrα+m,p
w (Rn) ya que

{gki}i∈N es una sucesión de Cauchy en Lp(B). Por lo tanto, esta sucesión converge en el espacio

Hrα+m,p
w (Rn). Esto prueba que el operador R : B → B es compacto.

Finalmente, dado que el operador R : B → B es continuo y compacto, por el Teorema del punto

fijo de Schauder [AGO02, Cap. 1, Teo. 1.2.2], existe una función u ∈ B tal que R(u) = u. Por

definición del operador R, tenemos que u ∈ Hs,p
w (a), es decir, el problema no lineal (1.95) tiene

una solución u ∈ Hs,p
w (a) cuando δ es suficientemente pequeño.

1.5.2 Problema lineal y no lineal en un contexto radial

En esta sección y de manera similar a la sección anterior, estudiamos el problema lineal y no

lineal en un contexto radial.

Definición 1.24. (Función radial) Una función medible u : Rn → C se denomina radial si u(Rx) =

u(x) (casi en todas partes) para toda rotación R ∈ SO(n) donde SO(n) (9) es el grupo ortogonal

(9)El grupo ortogonal especial de matrices de orden n es definido como SO(n,R) := O(n) ∩ SL(n,R) =
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especial de matrices (en la literatura es común denotar una función radial por u(|x|)).

Definición 1.25. (Distribución temperada radial) Una distribución temperada T ∈ S ′(Rn) se de-

nomina radial si R(T ) = T para toda rotación R ∈ SO(n) donde R(T ) es la distribución temperada

definida por (R(T ), φ) = (T,R−1(φ)) con R−1(φ)(x) := φ(R(x)).

Proposición 1.27. (Distribuciones temperadas regulares de funciones radiales) Sea w ∈ Ap(Rn)

un peso de Muckenhoupt. Si u ∈ Lp
w,radial(R

n), entonces la distribución temperada Tu ∈ S ′(Rn)

definida por Tu(φ) =
∫
Rn u(x)φ(x) dx (φ ∈ S(Rn) función de Schwartz) es radial.

Demostración. Sea u ∈ Lp
w,radial(R

n). Por Proposición 1.7 la distribución temperada Tu está bien

definida. Sea R una rotación, entonces

R(Tu)(φ) = (R(Tu), φ)

= (Tu, R
−1(φ))

=

∫
Rn

u(x)R−1(φ)(x) dx

=

∫
Rn

u(x)φ(R(x)) dx

=

∫
Rn

u(R−1(y))φ(y)| det(R−1)| dy

=

∫
Rn

u(y)φ(y) dy (1.135)

= Tu(φ)

donde (1.135) sigue del hecho que u es una función radial y | det(R−1)| = 1 por ser R−1 una matriz

en el grupo ortogonal especial. Por lo tanto,

R(Tu)(φ) = Tu(φ), φ ∈ S(Rn),

es decir, la distribución temperada Tu es radial cuando u es una función radial.

Definición 1.26. (Lp radial) El espacio Lp radial, denotado por Lp
radial(R

n), es definido por

Lp
radial(R

n) = {u ∈ Lp(Rn) : u función radial }

Definición 1.27. (Lp con peso y radial) Sea w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt. El espacio Lp

con peso y radial, denotado por Lp
w,radial(R

n), está definido por

Lp
w,radial(R

n) = {u ∈ Lp
w(Rn) : u función radial }

Definición 1.28. (Espacio potencial de Bessel con peso y radial

Hs,p
w,radial(R

n) = {u ∈ Hs,p
w (Rn) : u función radial }

Observación 1.22. Las normas de los espacios radiales definidos anteriormente siguen siendo las

normas de los espacios no radiales Lp(Rn), Lp
w(Rn), Hs,p

w (Rn).

R ∈ SL(n,R) : RtR = I, donde O(n) denota el grupo ortogonal de orden n y SL(n,R) corresponde al grupo especial
de orden n
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Similarmente al espacio definido en Definición 1.13, definimos el espacio Hs,p
w (a) en un contexto

radial:

Definición 1.29. (El espacio radial) Sea w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt y una función

a ∈ J β
s (Rn). El espacio Hs,p

w (a) radial, denotado por Hs,p
w,radial(a), es definido por

Hs,p
w,radial(a) = {u ∈ Hs,p

w (a) : u función radial }

.

Observación 1.23. La norma del espacio Hs,p
w,radial(a) sigue siendo la norma ∥·∥Hs,p

w (a).

Definición 1.30. (Funciones suaves, de soporte compacto, con peso) Sea w ∈ Ap(Rn) un peso de

Muckenhoupt. Denotamos por C∞
c,w−1/p(Rn), al espacio de funciones suaves, con peso w−1/p, con

soporte compacto, por

C∞
c,w−1/p(Rn) :=

{
1

w1/p
u : u ∈ C∞

c,radial(Rn)

}
Definición 1.31. (Funciones suaves, de soporte compacto, radiales, con peso) Sea w ∈ Ap(Rn) un

peso de Muckenhoupt. Denotamos por C∞
c,w−1/p,radial

(Rn), al espacio de funciones suaves, radiales,

con peso w−1/p, con soporte compacto, por

C∞
c,w−1/p,radial

(Rn) :=

{
1

w1/p
u : u ∈ C∞

c,radial(Rn)

}
Teorema 1.13. (Densidad del espacio de funciones suaves, de soporte compacto, con peso, sobre

espacios Lp con peso) Sea u ∈ Lp
w(Rn), por definición, w1/pu ∈ Lp(Rn). Como el espacio C∞

c (Rn)

es denso en Lp(Rn), se cumple que
∥∥uk − w1/pu

∥∥
Lp(Rn)

→ 0, para alguna sucesión {uk}k∈N ⊂

C∞
c (Rn). Esto implica que

∥∥∥w1/p( uk

w1/p − u)
∥∥∥
Lp(Rn)

=
∥∥∥( uk

w1/p − u
)∥∥∥

Lp
w(Rn)

→ 0 con la sucesión{
uk

w1/p

}
⊂ C∞

c,w−1/p(Rn). Por lo tanto, el espacio C∞
c,w−1/p(Rn) es denso en Lp

w(Rn) con la norma

|·∥Lp
w(Rn)

Definición 1.32. Denotamos por Lp
w,radial(R

n) a la completación del espacio de funciones suaves

con soporte compacto y radiales, con peso w, C∞
c,radial(Rn) con la norma ∥·∥Lp(Rn). Notacionalmente,

Lp
w,radial(R

n) := C∞
c,1/w1/p, radial (Rn)

∥·∥Lp(Rn

Definición 1.33. (Espacio radial Lp con peso) Denotamos por Lp
radial(R

n) a la completación del

espacio de funciones suaves, radiales, con soporte compacto C∞
c,radial(Rn) con la norma ∥·∥Lp(Rn).

Notacionalmente, se suele denotar por Lp
w,radial = {u ∈ Lp

w(Rn) : u función radial }.

Proposición 1.28. (Inclusión compacta) Sea n > 1 y α > 1 un parámetro. La inclusión

Hrα,p
radial(R

n) ↪→ Lαp
radial(R

n),

donde rα = n(α−1)
αp , es compacta.
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Demostración. Observando que rαp < n, p < αp < np
n−rαp

, el resultado sigue del Teorema II.1

en [Lio82].

Dados los preliminares y definiciones anteriores, obtenemos solubilidad para el problema lineal

asociado al operador A en un contexto radial:

Teorema 1.14. (teo:1.14) Sea w ∈ Ap(Rn) un peso de Muckenhoupt radial y una función a ∈
J β
s (Rn). Para cada f ∈ Lp

radial(R
n), el problema lineal

A(u) = f (1.136)

tiene una única solución uf ∈ Hs,p
w,radial(a). Adicionalmente ∥uf∥Hs,p

w (a) = ∥f∥Lp(Rn)

Demostración. Análogamente a la demostración del Teorema 1.7, la única solución del problema

lineal (1.136) es

uf = F−1

(
1

(1 + a(|ξ|2))s/2
̂( f

w1/p

)
(ξ)

)

con uf ∈ D(A) = Hs,p
w (a). Más aún, uf es una función radial ya que las funciones 1

(1+a(|·|2)))s/2 ,
f

w1/p

son radiales, la transformada de Fourier (e inversa) de una función radial, es radial ( [IL14, Teo.

1.5]), y el producto de funciones radiales, es radial. Por lo tanto, uf ∈ Hs,p
w,radial(a). La demostración

de la igualdad de las normas ∥uf∥Hs,p
w (a) = ∥f∥Lp(Rn) se prueba de manera análoga al caso no radial

(ver Teorema 1.7).

Definición 1.34. (Condiciones de crecimiento) Sea α > 1 un parámetro, V : Rn × R → C una

función medible, de clase C1(Rn ×R), y radial en la primera variable. La función V satisface una

condición de crecimiento si existen funciones h ∈ Lp(Rn), g ∈ L
αp
α−1 (Rn) de modo que

|V (x, y)| ≤ C1(|h(x)|+ |y|α), x ∈ Rn, y ∈ R (1.137)

|∂yV (x, y)| ≤ C2(|g(x)|+ |y|α−1), x ∈ Rn, y ∈ R (1.138)

para algunas constantes C1, C2 > 0

Teorema 1.15. (Problema no lineal radial) Sea α > 1 un parámetro, un peso de Muckenhoupt

w ∈ Ap(Rn) satisfaciendo la condición diádica C0,p,βs/4,αp, una función a ∈ J β
s (Rn) y una no

linealidad V bajo las condiciones de crecimiento (1.137)-(1.138) junto con el supuesto adicional

que ∥h∥Lp(Rn) ≤ ϵ− ϵα para algún ϵ > 0. Entonces el problema no lineal

A(u) = V (·, u) (1.139)

tiene una solución u ∈ Hs,p
w,radial(a).

Demostración. Como primer paso en la demostración, probaremos que el operador de Nemytskii

Lαp
radial(R

n) → Lp
radial(R

n) : u 7→ V (·, u)
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está bien definido. Más precisamente que es acotado, es decir, que

∥V (·, u)∥Lp(Rn) ≤ ∥h∥Lp(Rn) + ∥u∥Lαp(Rn) .

Sea u ∈ Lαp
radial(R

n). Por las condiciones de crecimiento (1.137)-(1.138), (omitiendo constantes),

tenemos que

|V (x, u(x))|p ≤ (|h(x)|+ |u(x)|α)p

≤ |h(x)|p + |u(x)|αp,

luego

∥V (·, u)∥pLp(Rn) ≤ ∥h∥pLp(Rn) + ∥u∥αpLαp(Rn) .

Por lo tanto,

∥V (·, u)∥Lp(Rn) ≤ ∥h∥Lp(Rn) + ∥u∥αLαp(Rn) (1.140)

es decir, V (·, u) ∈ Lp(Rn) cuando u ∈ Lαp
radial(R

n). Más aún, como u es una función radial, por

el supuesto de radialidad sobre la no linealidad V , obtenemos que V (·, u) también es una función

radial, es decir, V (·, u) ∈ Lp
radial(R

n). Por lo tanto, el operador de Nemytskii está bien definido.

Como segundo paso en la demostración probaremos que el operador R : Bϵ → Bϵ donde

Bϵ :=
{
u ∈ Lαp

radial(R
n) : ∥u∥Lαp(Rn) ≤ ϵ

}
(la bola unitaria de radio ϵ > 0 en el espacio Lαp

radial(R
n)) definido por R(u) = vu donde vu es la

única solución en Hs,p
w,radial(a) del problema lineal

A(v) = V (·, u), (1.141)

está bien definido. Sea u ∈ Bϵ, por definición u ∈ Lαp
radial(R

n), se sigue de (1.140) que V (·, u) ∈
Lp
radial(R

n). Por Teorema 1.14, el problema lineal (1.141) tiene una única solución vu ∈ Hs,p
w,radial(a),

se sigue que vu ∈ Lαp
radial(R

n) por las inclusiones Hs,p
w,radial(a) ↪→ Hrα+m,p

w,radial (R
n) ↪→ Hrα,p

radial(R
n) ↪→

Lαp
radial(R

n) (Lema 1.3). Por lo tanto, la definición del operador R es consistente como operador

desde Bϵ a Lαp
radial(R

n). Ahora probaremos que el rango del operador R está en Bϵ. Sea u ∈ Bϵ,

entonces

∥R(u)∥Lαp(Rn) = ∥vu∥Lαp(Rn)

≤ ∥vu∥Hrα,p(Rn)

≤ ∥vu∥Hrα+m,p
w (Rn)

≤ ∥vu∥Hs,p
w (a) (1.142)

= ∥A(vu)∥Lp(Rn)

= ∥V (·, u)∥Lp(Rn)

≤ ∥h∥Lp(Rn) + ∥u∥αLαp(Rn) (1.143)
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≤ ∥h∥Lp(Rn) + ϵα (1.144)

≤ ϵ. (1.145)

donde (1.142) sigue de las inclusiones Hs,p
w (a) ↪→ Hrα+m,p

w (Rn) ↪→ Hrα,p(Rn) ↪→ Lαp(Rn), (1.143)

de (1.140), (1.144) del supuesto u ∈ Bϵ, y (1.145) se cumple cuando ∥h∥Lp(Rn) ≤ ϵ − ϵα. Por lo

tanto

∥R(u)∥Lαp(Rn) ≤ ϵ,

es decir, R : Bϵ → Bϵ es un operador bien definido.

Como tercer paso en la demostración probaremos que el operador R es continuo y compacto.

Para verificar la continuidad, sea u ∈ Bϵ y {uk}k∈N ⊂ Bϵ una sucesión tal que uk → u en Lαp(Rn).

Probaremos que R(uk) → R(u) en Lαp(Rn). Para este objetivo, notemos que

∥R(uk)−R(u)∥Lαp(Rn) = ∥vuk
− vu∥Lαp(Rn)

≤ ∥vuk
− vu∥Hrα,p(a)

≤ ∥vuk
− vu∥Hrα+m,p

w (a)

≤ ∥vuk
− vu∥Hs,p

w (a)

= ∥A(vuk
)−A(vu)∥Lp(Rn)

= ∥V (·, uk)− V (·, u)∥Lp(Rn) ,

Por lo tanto

∥R(uk)−R(u)∥Lαp(Rn) ≤ ∥V (·, uk)− V (·, u)∥Lp(Rn) (1.146)

Para estimar la expresión en la derecha de (1.146) tenemos que

|V (x, uk(x))− V (x, u(x))| =
∣∣∣∣∫ 1

0
∂t[V (x, tuk(x) + (1− t)u(x))]dt

∣∣∣∣ (1.147)

=

∣∣∣∣(uk(x)− u(x))

∫ 1

0
(∂y[V (x, tuk(x) + (1− t)u(x))]) dt

∣∣∣∣ (1.148)

≤ |uk(x)− u(x)|
∫ 1

0
(|g(x)|+ |tuk(x) + (1− t)u(x)|α−1)dt (1.149)

≤ |uk(x)− u(x)|(|g(x)|+ |uk(x)|α−1 + |u(x)|α−1)

donde (1.147) sigue del Teorema fundamental del cálculo, (1.148) de la regla de la cadena y (1.149)

del supuesto (1.138) sobre V . Se sigue por Desigualdad de Hölder generalizada con los exponentes
1
αp + 1

α
(α−1)p

= 1
p que

∥V (·, uk)− V (·, u)∥Lp(Rn) ≤ ∥uk − u∥Lαp(Rn)

∥∥|g|+ |uk|α−1 + |u|α−1
∥∥
L

αp
α−1 (Rn)

≤ ∥uk − u∥Lαp(Rn)

(
∥g∥

L
αp
α−1 (Rn)

+ ∥uk∥α−1
Lαp(Rn) + ∥u∥α−1

Lαp(Rn)

)
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≤ ∥uk − u∥Lαp(Rn)

(
∥g∥

L
αp
α−1 (Rn)

+ ϵα−1 + ϵα−1

)
(1.150)

donde (1.150) sigue del supuesto que uk, u ∈ Bϵ. Además por hipótesis, g ∈ L
αp
α−1 (Rn). Por lo

tanto,

∥R(uk)−R(u)∥Lαp(Rn) ≤ ∥uk − u∥Lαp(Rn)

(
∥g∥

L
αp
α−1 (Rn)

+ 2ϵα−1

)
,

lo que implica que

∥R(uk)−R(u)∥Lαp(Rn) → 0 cuando ∥uk − u∥Lαp(Rn) → 0,

es decir, el operador R es continuo.

Para verificar que R es un operador compacto, sea {uk}k∈N ⊂ Bϵ sucesión acotada, es decir,

existe una constante M > 0 tal que ∥uk∥Lαp(Rn) ≤ M para todo k ∈ N (uniformemente). Entonces

∥R(uk)∥Hrα,p(Rn) = ∥vuk
∥Hrα,p(Rn)

≤ ∥vuk
∥Hrα+m,p

w (Rn)

≤ ∥vuk
∥Hs,p

w (a)

= ∥A(uk)∥Lp(Rn)

= ∥V (·, uk)∥Lp(Rn)

≤ ∥h∥Lp(Rn) + ∥uk∥αLαp(Rn)

≤ ∥h∥Lp(Rn) +M,

es decir, la sucesión {R(uk)}k∈N es acotada en Hrα,p
radial(R

n). Como la inclusión Hrα,p
radial(R

n) ↪→
Lαp
radial(R

n) es compacta (Proposición 1.28), la sucesión {R(uk)}k∈N tiene una subsucesión conver-

gente en Lαp
radial(R

n). Más precisamente, existe una subsucesión
{
R(ukj )

}
j∈N ⊂ {R(uk)}k∈N tal que

R(ukj ) → v en Lαp(Rn) para algún v ∈ Lαp
radial(R

n). Además ∥v∥Lαp(Rn) ≤ ϵ ya que

∥v∥Lαp(Rn) ≤
∥∥R(ukj )− v

∥∥
Lαp(Rn)

+
∥∥R(ukj )

∥∥
Lαp(Rn)

≤
∥∥R(ukj )− v

∥∥
Lαp(Rn)

+ ϵ → 0 + ϵ = ϵ,

es decir, v ∈ Bϵ. Por lo tanto, R es un operador compacto.

Finalmente, como R : Bϵ → Bϵ es un operador continuo y compacto, por el Teorema del punto

fijo de Schauder, el operador R posee un punto fijo. Más precisamente, existe u ∈ Bϵ con R(u) = u,

es decir, existe u ∈ Hs,p
w,radial(a) tal que R(u) = u, es decir, el problema no lineal (1.139) tiene una

solución u ∈ Hs,p
w,radial(a).

1.6 Aplicaciones

Proposición 1.29. Sea s ≥ 2. Para cada f ∈ Lp(Rn)), el problema lineal

|x|γ/p(1− ∂2
x)

s/2u(x) = f(x), x ∈ Rn (1.151)
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tiene una única solución uf ∈ Hs,p
w (a), donde a(t) = t y w(x) = |x|γ , −1 < γ < p− 1.

Demostración. El operador de Bessel fraccionario viene definido v́ıa transformada de Fourier

periódica por (1 − ∂2
θ )

s/2 = F−1
(
(1 + k2)s/2û(k)

)
(Ver [RLS16]), es decir, el operador pseudo-

diferencial periódico (1−∂2
θ )

s/2 tiene el śımbolo (1+k2)s/2. Se sigue que el śımbolo del operador en

el lado izquierdo de (2.51) es σw,a(θ, k) = |θ|γ/p(1 + k2)s/2, es decir, σw,a ∈ Sβ=2
s,p ([−π, π]× Z). Por

lo tanto, el operador en el lado izquierdo de (2.51) es invertible (??). La única solución de (2.51)

es uf = F−1

(
1

(1+k2)s/2
̂( f
|θ|γ/p

)
(k)

)
con uf ∈ Hs,p

w (a).

Observación 1.24. El operador de Bessel entrega el siguiente isomorfismo (I−∆)s/2 : Hs,p(Rn) →
Lp(Rn) [Haz12]. En otras palabras, para cada f ∈ Lp(Rn) el problema lineal (I − ∆)s/2(u) = f

tiene una única solución uf ∈ Hs,p(Rn). En nuestro caso, Proposición 2.15 con α = 0 (caso sin

peso), el problema lineal (2.51) es una adaptación del operador de Bessel, a un contexto periódico

y con coeficiente variable.

En [?] el operador (1 + (m2 −∆)γ/2)s/2 tiene un “śımbolo” dado por am(t) = (m2 + |t|)γ/2 y

pertenece a la clase Gγ
s (Rn). En nuestro caso, el operador, en un contexto periódico, es (1 + (m2 −

∂2
θ )

γ/2)s/2. Este operador tiene coeficientes constantes, es decir, w ≡ 1 (caso sin peso).

Proposición 1.30. Sea 0 < γ < 1, m ̸= 0 y sγ > 4. Para cada f ∈ Lp([−π, π]), el problema lineal

(1 + (m2 − ∂2
θ )

γ/2)s/2u(θ) = f(θ), |θ| ≤ π (1.152)

tiene una única solución uf ∈ Hs,p
w≡1(a) donde a(k) = (m2 + k)γ/2.

Demostración. El śımbolo del operador en el lado izquierdo (2.52) es σw,a(θ, k) = (1 + (m2 +

k2)γ/2)s/2, es decir, σw,a ∈ Sβ=γ
s,p ([−π, π]×Z). Por lo tanto, el operador en el lado izquierdo de (2.52),

es invertible (Teorema 2.5). La única solución para (2.51) es uf = F−1
(

1
(1+(m2+k2)γ/2)s/2

f̂(k)
)
con

uf ∈ Hs,p
w=≡1(a).

Proposición 1.31. Sea s ≥ 2. El problema no lineal

|x|γ/p(1− ∂2
x)

s/2u(θ) = δu(θ), (1.153)

para |θ| ≤ π y donde −1 < γ < p − 1, tiene una única solución en el espacio Hs,p
w (a), donde

w(θ) = (1 + |θ|)α/p y a(k) = k, cuando δ < 1
2C (Acá C es la constante de la inclusión Hs

w(a) ↪→
Lp
w([−π, π])). Más aún, la solución está en el espacio C [ s

2
−1]([−π, π]).

Demostración. . Sea σw,a(θ, k) = w(θ)1/p(1+a(k2))s/2 con w(θ) = (1+ |θ|)γ/p y a(k) = k Notemos

que σw,a ∈ Sβ=2
s,p ([−π, π]× Z). Todos los supuestos de ?? son satisfechos con V (θ, y) = y

1+θ2

Por lo tanto, existe una única solución u ∈ Hs
w(a) con la regularidad u ∈ C [ s

2
−1]([−π, π]) por

Corolario 2.4.
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Caṕıtulo 2

Ecuaciones pseudo-diferenciales de coeficiente variable sobre espa-

cios Lp(S1) con peso

Este caṕıtulo es una adaptación del Caṕıtulo 1 a un contexto periódico. Similarmente al primer

caṕıtulo, estudiamos el problema lineal

A(u) = f

donde f ∈ Lp(S1) y A son un operador-pseudo diferencial periódico cuyo śımbolo periódico per-

tenece a una clase de śımbolos que denotamos por Sβ
s,p([−π, π] × Z). El dominio del operador

está definido en un espacio Lp periódico con peso. En este dominio, el operador A se define v́ıa

transformada de Fourier periódica. Lo relevante de este trabajo consiste en el hecho de que A es

un operador de coeficiente variable. Estudiamos el caso cuando el śımbolo del operador es de va-

riables separadas, interpretando el coeficiente variable como un peso. Posteriormente, estudiamos

problemas no lineales

A(u) = V (·, u)

con métodos de punto fijo.

2.1 Preliminares

Como es usual, el ćırculo unitario S1 es identificado con el intervalo [−π, π]. Las funciones son

medibles con la medida de Haar, es decir, la medida de Lebesgue restringida al ćırculo (ver [Gra14,

Cap. 3, Subsec. 3.1.1]). Denotamos esta medida por dθ. Las funciones (2π)-periódicas sobre la

recta R son escritas como u : [−π, π] → R. La transformada de Fourier periódica es utilizada en el

sentido distribucional. La transformada de Fourier periódica es denotada por F y la transformada

de Fourier periódica inversa por F−1. En adelante 1 < p < ∞.

Definición 2.1. (Peso periódico) [AM08] Una función medible w : [−π, π] → [0,∞[ no negativa

(casi en todas partes) y localmente integrable se denomina un peso periódico o simplemente un

peso. Notacionalmente w ∈ L1
loc([−π, π]) y w ≥ 0 (casi en todas partes).

Definición 2.2. (Clase de Muckenhoupt periódica) [BG03, Def. 2.3] La clase de Muckenhoupt

periódica, denotada por Ap([−π, π]), es el conjunto de todos los pesos w ∈ Ap(R) de Muckenhoupt
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(2π)-periódicos sobre la recta R. Un peso en la clase de Muckenhoupt periódica Ap([−π, π]) se

denomina un peso de Muckenhoupt periódico. Con mayor detalle, estos pesos w satisfacen la esti-

mación

Ap(w) :=

(
1

|I|

∫
I
w(θ) dθ

)(
1

|I|

∫
I
[w(θ)]−1/(p−1) dθ

)p−1

< ∞ (2.1)

para todo I intervalo compacto de R. La notación |I| indica la medida de Lebesgue del intervalo I.

La constante Ap(w) se denomina la constante caracteŕıstica del peso w.

La función [−π, π] → R : θ 7→ |θ|γ es un peso de Muckenhoupt periódico, es decir, está en

la clase Ap([−π, π]) cuando −1 < γ < p − 1 [FS97], [Sch07], [BG03, Ej. 2.4], [Ber21, Teo. 1.2].

Más ejemplos de pesos de Muckenhoupt periódicos pueden ser obtenidos mediante un proceso de

periodización (Definición 2.3).

Definición 2.3. (Periodización) [Ber21, Def. 6.1] Sea W : R → R un peso. Definimos un peso

(2π)-periódico w : [−π, π] → R por

w(θ) = W (π)X{(2k−1)π : k∈Z}(θ) +
∑
k∈Z

X{[(2k−1)π,(2k+1)π)}(θ)W (θ − 2πk)

donde XS es la función caracteŕıstica, XS(θ) = 1 si θ ∈ S y Xs(θ) = 0 si θ ̸∈ S. El peso periódico

w se denomina la periodización del peso W .

Observación 2.1. Si el peso W es una función par, entonces W coincide con su periodización w

sobre el intervalo [−π, π].

Teorema 2.1. (Periodización de pesos de Muckenhoupt) [Ber21, Teo. 6.1] Sea W ∈ Ap(R) un

peso de Muckenhoupt que además es una función par. Entonces su periodización w es un peso de

Muckenhoupt periódico, es decir, w ∈ Ap([−π, π]).

Mediante el proceso de periodización (Teorema 2.1) es posible obtener ejemplos de pesos de

Muckenhoupt periódicos a partir de pesos de Muckenhoupt en Ap(R) (Ver ejemplos de estos pesos

en Caṕıtulo 1). Por ejemplo, la periodización del peso de Muckenhoupt w ∈ Ap(R) definido por

w(x) = (1 + |x|)γ , x ∈ R, es el peso periódico w(θ) = (1 + |θ|)γ , |θ| ≤ π, donde −1 < γ < p− 1.

Definición 2.4. (Espacio Lp periódico con peso) [AM08] Sea w ∈ Ap([−π, π]) un peso de Muc-

kenhoupt periódico. El espacio Lp periódico con peso, denotado por Lp
w([−π, π]), es definido como

Lp
w([−π, π]) =

{
u : [−π, π] → C medible : ∥u∥Lp

w([−π,π]) :=
∥∥∥w1/pu

∥∥∥
Lp([−π,π])

< ∞
}

Proposición 2.1. [Sch05, Cap. 28, Cor. 28.12], [BG03] (Densidad de los polinomios trigo-

nométricos sobre el espacio Lp periódico con peso) Sea w ∈ Ap([−π, π]) un peso de Muckenhoupt

periódico. La clase de polinomios trigonométricos es densa en el espacio Lp
w([−π, π]) con la norma

∥·∥Lp
w([−π,π])

Proposición 2.2. Si w ∈ Ap([−π, π]) entonces w−p′/p ∈ Ap′([−π, π]), donde p y p′ son números

conjugados, es decir, 1/p+ 1/p′ = 1.
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Demostración. Debemos probar que el peso w−p′/p satisface la condición de Muckenhoupt (2.1),

es decir, que la constante caracteŕıstica Ap′(w
−p′/p) sea finita, donde

Ap′(w
−p′/p) :=

(
1

|I|

∫
I
w(θ)−p′/p dθ

)(
1

|I|

∫
I
[w(θ)−p′/p]−1/(p′−1) dθ

)p′−1

.

Mediante las relaciones entre los exponentes −p′/p = −1/(p − 1), (−p′/p)(−1/(p′ − 1)) = 1 y

p′ − 1 = 1/(p− 1), tenemos que

Ap′(w
−p′/p) =

(
1

|I|

∫
I
w(θ)−1/(p−1) dθ

)(
1

|I|

∫
I
w(θ) dθ

)1/(p−1)

,

luego, [
Ap′(w

−p′/p)
]p−1

=

(
1

|I|

∫
I
w(θ)−1/(p−1) dθ

)p−1( 1

|I|

∫
I
w(θ) dθ

)
(2.2)

donde el lado derecho de (2.2) es finito ya que w ∈ Ap([−π, π]). Por lo tanto, la constante carac-

teŕıstica Ap′(w
−p′/p) es finita, es decir, el peso w−p′/p está en la clase de Muckenhoupt periódica

Ap′([−π, π]) cuando w ∈ Ap([−π, π]).

Proposición 2.3. (Funciones en el espacio Lp periódico con peso, son integrables) [BG03, ec. 2.7]

Sea w ∈ Ap([−π, π]) un peso de Muckenhoupt periódico. Entonces Lp
w([−π, π]) ↪→ L1([−π, π])

Demostración. Sea u ∈ Lp
w([−π, π]). Por desigualdad de Hölder,

∥u∥L1([−π,π]) ≤
∥∥∥w−1/p

∥∥∥
Lp′ ([−π,π])

∥∥∥w1/pu
∥∥∥
Lp([−π,π])

Como u ∈ Lp
w([−π, π]), por definición

∥∥w1/pu
∥∥
Lp([−π,π])

es finito. Por otro lado,∥∥∥w−1/p
∥∥∥p′
Lp′ ([−π,π])

=

∫ π

−π
w(θ)−p′/p dθ

es finito: como w ∈ Ap([−π, π]), se cumple que (omitiendo la constante del largo o medida del

intervalo |[−π, π]| = 2π),(∫ π

−π
w(θ)−1/(p−1) dθ

)(p−1)/p

=
(Ap(w))

1/p(∫ π
−π w(θ) dθ

)1/p (2.3)

donde el lado derecho de la ecuación (2.3) es finito ya que Ap(w) < ∞ por ser w un peso de

Muckenhoupt periódico y
∫ π
−π w(θ) dθ < ∞ ya que w es un peso (por definición, es localmente

integrable). Por lo tanto,

∥u∥L1([−π,π]) ≤ Cp ∥u∥Lp
w([−π,π]) , (2.4)

es decir, Lp
w([−π, π]) ↪→ L1([−π, π]).

Proposición 2.4. (El espacio Lp periódico con peso se identifica con distribuciones periódicas) Sea

w ∈ Ap([−π, π]) un peso de Muckenhoupt periódico. El espacio Lp
w([−π, π]) puede ser identificado

con distribuciones periódicas.
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Demostración. Sea u ∈ Lp
w([−π, π]), entonces u ∈ L1([−π, π]) (Proposición 2.3). Identificamos

(de manera usual) a la función u con la distribución periódica Tu ∈ D′([−π, π]) definida por

Tu(φ) =
∫ π
−π u(θ)φ(θ) dθ donde φ ∈ C∞([−π, π]) es una función suave sobre el ćırculo ( [BGH19,

Cap. 3, ec. 3.1], [RT10, Cap. 3, Def. 3.1.25]).

Similarmente al espacio potencial de Bessel con peso definido en el Caṕıtulo 1 definimos el

espacio potencial de Bessel periódico con peso:

Definición 2.5. (Espacio potencial de Bessel periódico con peso) Sea s ∈ R un parámetro y

w ∈ Ap([−π, π]) un peso de Muckenhoupt periódico. El espacio potencial de Bessel periódico con

peso, denotado por Hs,p
w ([−π, π]), es definido por

Hs,p
w ([−π, π]) :=

{
u ∈ Lp

w([−π, π]) : ∥u∥Hs,p
w ([−π,π]) :=

∥∥∥F−1
(
(1 + k2)s/2û(k)

)∥∥∥
Lp
w([−π,π])

< ∞
}

Observación 2.2. Con el peso constante w ≡ 1, el espacio Hs,p
w ([−π, π]) coincide con el espacio

potencial de Bessel periódico Hs,p([−π, π]) [JS14, Cap. 1, Sec. 1.9] el cual es definido como

Hs,p([−π, π]) :=

{
u ∈ Lp([−π, π]) :

∥∥∥F−1
(
(1 + k2)s/2û(k)

)∥∥∥
Lp([−π,π])

< ∞
}
.

Definición 2.6. (Multiplicador de Fourier para espacios Lp periódicos con peso) [AM08] Sea

w ∈ Ap([−π, π]) un peso de Muckenhoupt periódico y m : [−π, π] → C una función medible y esen-

cialmente acotada sobre los números enteros Z, es decir, m ∈ L∞(Z). La función m se denomina

un multiplicador de Fourier para el espacio Lp
w([−π, π]) si el operador multiplicador de Fourier

Tm : C([−π, π]) ⊂ Lp
w([−π, π]) → Lp

w([−π, π]) definido por

Tm(u) = F−1 (m(ξ)û(ξ)) ,

donde C([−π, π]) es el espacio de funciones continuas sobre el ćırculo [−π, π], se extiende a un

operador acotado sobre Lp
w([−π, π]). Más precisamente (usando la misma notación Tm para la

extensión),

∥Tm(u)∥Lp
w([−π,π]) ≤ Cp,w ∥u∥Lp

w([−π,π]) , u ∈ Lp
w([−π, π])

para alguna constante Cp,w > 0. El espacio de multiplicadores de Fourier es un espacio de Banach

con la norma ∥m∥ := ∥Tm∥Lp
w([−π,π])→Lp

w([−π,π])

Observación 2.3. La definición también es posible con el espacio de polinomios trigonométricos,

pues este espacio es denso en Lp
w([−π, π]) (Proposición 2.1)

Observación 2.4. Considerando un peso constante w ≡ 1, obtenemos la definición de multiplica-

dor de Fourier para Lp([−π, π]) [Sar11], [JS14, Cap. 1, Sec. 1.9.5.4], [YST16, ec. 1]. En el caso

p = 2, por el Teorema de Plancherel [Won11, Cap. 21, Teo. 21.1], una función es un multiplicador

de Fourier para L2([−π, π]), si y sólo si, es medible y esencialmente acotada sobre los números

enteros Z [Gra14, Cap. 4, Subsec. 4.3.1, Teo. 4.3.3], [TB04, Ap. A.9.3], [Won11, Cap. 21, Teo.

21.4].
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El siguiente Teorema pertenece a una clase de resultados denominados de transferencia. Para

más información de estos resultados, ver [CW12]

Teorema 2.2. (Teorema de Leeuw con peso) [BG03, Teo. 1.2], [Ber21, Teo. 3.1] Sea w ∈ Ap([−π, π])

un peso de Muckenhoupt periódico. Si m es un multiplicador de Fourier para Lp
w(R) y es una fun-

ción continua sobre R, entonces su restricción a los números enteros Z es un multiplicador de

Fourier para Lp
w([−π, π]). Más aún, la norma del multiplicador sobre Lp

w([−π, π]) no excede la

norma del multiplicador sobre Lp
w(R).

Observación 2.5. Si m es un multiplicador de Fourier para Lp
w([−π, π]), entonces∥∥F−1 (m(ξ)û(ξ))

∥∥
Lp
w([−π,π])

≤ Cp,w ∥u∥Lp
w([−π,π]) , u ∈ Lp

w([−π, π]).

Similar al caso no periódico (Caṕıtulo 1) la constante Cp,w también es Ap-consistente (adaptado a

la clase de Muckenhoupt periódica Ap([−π, π])) ya que la norma del multiplicador de Fourier para

Lp
w([−π, π]) no excede la norma del multiplicador de Fourier para Lp

w(R).

2.2 Clase de funciones y multiplicadores de Fourier para Lp
w(S1)

Definición 2.7. (Extensión) Sea u : Z → R una función. Una extensión de u es una función

U : R → R de modo que U coincide con u en el dominio Z. En adelante, usamos la misma notación

para la extensión de una función.

Definición 2.8. (Clase de funciones) Sea β, s ≥ 0 parámetros con βs ≥ 4. Denotamos por J β
s (Z)

al conjunto de todas las funciones medibles a : Z → R bajo los siguientes supuestos:

J1 Existe una extensión a : R → R de clase C1([0,∞[) y la función ξ 7→ a(ξ2), ξ ∈ R es no

negativa.

J2 Existen constantes M1R1 > 0 de modo que

M1(1 + ξ2)
β/2 ≤ a(ξ2), |ξ| > R1

J3 Existen constantes M2, R2 > 0 de modo que∣∣∣∂t|t=ξ2 a(t)
∣∣∣ ≤ M2a(ξ

2)
N+1

, |ξ| > R2

donde N = s
2 − 2

β

En adelante, las constantes M1, M2 son omitidas por ser irrelevantes en los resultados. Además,

en las estimaciones a lo largo del trabajo consideramos R = máx(R1, R2).

Proposición 2.5. (Inclusión) Sea β, s1, s2 ≥ 0 parámetros con βs1 ≥ 4 y s1 ≤ s2. Entonces se

cumple la siguiente inclusión

J β
s1(Z) ⊂ J β

s2(Z).
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Demostración. La demostración es análoga a la Proposición 1.14 del Caṕıtulo 1.

Proposición 2.6. (Primer multiplicador) Sea w ∈ Ap([−π, π]) un peso de Muckenhoupt periódico

y una función a ∈ J β
s (Z). Para cada r ≥ s, la función

Z → R : k 7→ 1

(1 + a(k2))r/2

es un multiplicador de Fourier para Lp
w([−π, π]).

Demostración. A partir de la extensión R → R : ξ 7→ 1
(1+a(ξ2))r/2

tenemos que

∂ξ
1

(1 + a(ξ2))r/2
= − −rξ

(1 + a(ξ2))r/2+1
a′(ξ2),

luego ∣∣∣∣ξ∂ξ 1

(1 + a(ξ2))r/2

∣∣∣∣ ≤ Cr
(1 + ξ2)

(1 + a(ξ2))r/2+1
(1 + ξ2)(

βs
4
−1)+β

2

= Cr
(1 + ξ2)

βs
4
+β

2

(1 + a(ξ2))r/2+1

≤ Cr
(1 + a(ξ2)

2
β (

βs
4
+β

2 )

(1 + a(ξ2)))r/2+1

= Cr(1 + a(ξ2))
s
2
− r

2

≤ Cr (2.5)

para todo |ξ| > R, donde (2.5) sigue del supuesto r ≥ s. Por lo tanto,∣∣∣∣ξ∂ξ 1

(1 + a(ξ2))r/2

∣∣∣∣ ≤ Cr, |ξ| > R, (2.6)

es decir, la extensión ξ 7→ 1
(1+a(ξ2))r/2

satisface la condición de Lizorkin (Definición 3.2), luego es

un multiplicador de Fourier para Lp
w(R) (Teorema 1.2). Por el Teorema de Leeuw (Teorema 2.2),

la función es un multiplicador de Fourier para Lp
w([−π, π]).

Análogamente a la demostración de la Proposición 2.6 junto con la regla de Leibniz, obtenemos

el siguiente multiplicador:

Proposición 2.7. (Segundo multiplicador) Sea w ∈ Ap([−π, π]) un peso de Muckenhoupt periódico

y una función a ∈ J β
s (Z). Para cada r ≥ 0, la función

Z → R : k 7→ (1 + k2)r/2

(1 + a(k2))
1
2

(
s+ 2r

β

)
es un multiplicador de Fourier para Lp

w([−π, π]).

Proposición 2.8. Sea w ∈ Ap([−π, π]) un peso de Muckenhoupt periódico y una función a ∈
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J β
s (Z). El operador lineal T : Lp([−π, π]) → Lp

w([−π, π]) definido por

T (u) = F−1

(
1

(1 + a(k2))s/2
̂( u

w1/p

)
(k)

)
es lineal, inyectivo y acotado.

Demostración. Sea u ∈ Lp([−π, π]), luego, u
w1/p ∈ Lp

w([−π, π]). Entonces

∥T (u)∥Lp
w([−π,π]) =

∥∥∥∥w1/pF−1

(
1

(1 + a(k2))s/2
̂( u

w1/p

)
(k)

)∥∥∥∥
Lp([−π,π])

≤ Cp,w

∥∥∥w1/p u

w1/p

∥∥∥
Lp([−π,π])

(2.7)

= Cp,w ∥u∥Lp([−π,π])

donde (2.7) sigue del hecho de que la función k 7→ 1
(1+a(k2))s/2

es un multiplicador de Fourier para

Lp
w([−π, π]) (Proposición 2.6). La linealidad del operador T es consecuencia de la linealidad de

la transformada de Fourier periódica. El operador es inyectivo debido a que la transformada de

Fourier periódica es un isomorfismo entre el espacio de distribuciones periódicas y el espacio de

distribuciones temperadas sobre el ćırculo [BGH19, Cap. 3, Def. 3.3.1, Prop. 3.32 y Obs. 3.33],

[RT10, Cap. 3, Def. 3.1.27].

Corolario 2.1. (El operador T es un isomorfismo) Sea β, s ≥ 0 con βs ≥ 4 parámetros, w ∈
Ap([−π, π]) un peso de Muckenhoupt periódico y a ∈ J β

s (Z). El operador T : Lp([−π, π]) →
Rango(T ) es un isomorfismo. Su operador inverso es

T−1(u) = w1/pF−1
(
(1 + a(k2))s/2û(k)

)
Observación 2.6. El rango del operador T puede ser escrito por

Rango(T ) =
{
u ∈ Lp

w([−π, π]) : T−1(u) ∈ Lp([−π, π])
}

2.3 El espacio Hs,p
w (a) periódico

La Observación 2.6 motiva la definición del siguiente subespacio de Lp
w([−π, π]):

Definición 2.9. (El espacio) Sea β, s ≥ 0 con βs ≥ 4 parámetros, w ∈ Ap([−π, π]) un peso de

Muckenhoupt periódico y a ∈ J β
s (Z). Denotamos por Hs,p

w (a) al espacio definido como

Hs,p
w (a) :=

{
u ∈ Lp

w([−π, π]) : w1/pF−1
(
(1 + a(k2))s/2û(k)

)
∈ Lp([−π, π])

}
Observación 2.7. Por construcción, Hs,p

w (a) es un espacio no trivial: una función u ∈ Lp
w([−π, π])

está en Hs,p
w (a), si y sólo si u = T (f) para algún f ∈ Lp([−π, π]).

Observación 2.8. Sea a ∈ J β
s (Z). El espacio Hr,p

w (a) también está bien definido cuando r ≥ s ya

que J β
s (Z) ⊂ J β

r (Z) por el orden en la clase de funciones (Proposición 2.5).

Teorema 2.3. El espacio Hs,p
w (a) es un espacio de Banach isomométricamente isomorfo a Lp([−π, π]).
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Demostración. Por construcción, el espacio Hs,p
w (a) es el rango del operador T : Lp([−π, π]) →

Lp
w([−π, π]). Naturalmente, la norma es

∥u∥Hs,p
w (a) :=

∥∥T−1(u)
∥∥
Lp([−π,π])

=
∥∥∥w1/pF−1

(
(1 + a(k2))s/2û(k)

)∥∥∥
Lp([−π,π])

.

Observación 2.9. En el caso p = 2, el espacio Hs,2
w (a) es un espacio de Hilbert isométricamente

isomorfo a L2([−π, π]). El producto interno ⟨·, ·⟩
Hs,2

w (a)
: Hs,2

w (a)×Hs,2
w (a) → C es

⟨u, v⟩
Hs,2

w (a)
= ⟨T−1(u), T−1(v)⟩L2([−π,π])

=

∫ π

−π
w(θ)2F−1

(
(1 + a(k2))s/2û(k)

)
(θ)F−1

(
(1 + a(k2))s/2û(k)

)
(θ) dθ

2.3.1 Relaciones de inclusión del espacio Hs,p
w (a) periódico

Proposición 2.9. (Inclusión con el espacio Lp periódico con peso) Sea β, s ≥ 0 con βs ≥ 4

parámetros, w ∈ Ap([−π, π]) un peso de Muckenhoupt periódico y a ∈ J β
s (Z). Entonces se cumple

la inclusión

Hs,p
w (a) ↪→ Lp

w([−π, π])

Demostración. Sea u ∈ Hs,p
w (a), entonces

∥u∥Lp
w([−π,π]) =

∥∥∥∥F−1

(
1

(1 + a(k2))s/2
F
[
F−1

(
(1 + a(k2))s/2û(k)

)])∥∥∥∥
Lp
w([−π,π])

≤ Cp,w

∥∥∥F−1
(
(1 + a(k2))s/2û(k)

)∥∥∥
Lp
w([−π,π])

(2.8)

= Cp,w

∥∥∥w1/pF−1
(
(1 + a(k2))s/2û(k)

)∥∥∥
Lp([−π,π])

= Cp,w ∥u∥Hs,p
w (a)

donde (2.8) sigue del hecho de que la función k 7→ 1
(1+a(k2))s/2

es un multiplicador de Fourier para

Lp
w([−π, π]) (Proposición 2.6). Por lo tanto,

∥u∥Lp
w([−π,π]) ≤ Cp,w ∥u∥Hs,p

w (a) ,

es decir, Hs,p
w (a) ↪→ Lp

w([−π, π]).

Corolario 2.2. Sea β, s ≥ 0 con βs ≥ 4 parámetros, un peso de Muckenhoupt periódico w ∈
Ap([−π, π]) con 0 < C ≤ w para alguna constante C y una función a ∈ J β

s ([−π, π]). Entonces se

cumple la inclusión

Hs,p
w (a) ↪→ Lp([−π, π])

Demostración. Por la Proposición 2.9, es suficiente probar que Lp([−π, π]) ↪→ Lp
w([−π, π]). Sea
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u ∈ Lp([−π, π]). Entonces

∥u∥pLp([−π,π]) =

∫ π

−π
|u(θ)|p dθ

≤
∫ π

−π

w(θ)

C
|u(θ)|p dθ

=
1

C

∫ π

−π
w(θ)|u(θ)|p dθ

=
1

C

∥∥∥w1/pu
∥∥∥p
Lp([−π,π]

=
1

C
∥u∥p

Lp
w([−π,π])

Por lo tanto, ∥u∥Lp([−π,π]) ≤
1

C1/p ∥u∥Lp
w([−π,π]), es decir, L

p
w([−π, π]) ↪→ Lp([−π, π]), luegoHs,p

w (a) ↪→
Lp([−π, π]).

Proposición 2.10. (Inclusión con el espacio potencial de Bessel periódico con peso) Sea β, s ≥ 0

con βs ≥ 4 parámetros, un peso de Muckenhoupt periódico w ∈ Ap([−π, π]) y una función a ∈
J β
s ([−π, π]). Entonces, para cada r ≥ 0, se cumple la inclusión

H
s0=s+ 2r

β
,p

w (a) ↪→ Hr,p
w ([−π, π])

Demostración. La demostración sigue de la Proposición 2.7 de manera análoga a la demostración

del Proposición 1.22 de la Caṕıtulo 1.

Corolario 2.3. Sea β, s ≥ 0 con βs ≥ 4 parámetros, w ∈ Ap([−π, π]) un peso de Muckenhoupt

periódico con 0 < C ≤ w para alguna constante C y una función a ∈ J β
s ([−π, π]). Entonces, para

cada r ≥ 0, se cumple la inclusión

H
s+ 2r

β
,p

w (a) ↪→ Hr,p([−π, π])

Demostración. Por Proposición 2.10 es suficiente probar que Hr,p
w ([−π, π]) ↪→ Hr,p([−π, π]) donde

Hr,p([−π, π]) es el espacio potencial de Bessel periódico (ver Observación 2.2). Sea u ∈ H
s+ 2r

β
,p

w (a).

Análogamente a la demostración del Corolario 2.2, tenemos que

∥u∥Hr,p([−π,π]) =
∥∥∥F−1

(
(1 + k2)r/2û(k)

)∥∥∥
Lp([−π,π])

≤ 1

C

∥∥∥w1/pF−1
(
(1 + k2)r/2û(k)

)∥∥∥
Lp([−π,π])

=
1

C
∥u∥Hr,p

w ([−π,π])

Por lo tanto,

∥u∥Hr,p([−π,π]) ≤
1

C
∥u∥Hr,p

w ([−π,π]) ,

es decir, H
s+ 2r

β
,p

w (a) ↪→ Hr,p([−π, π]). Consecuentemente, H
s+ 2r

β
w (a) ↪→ Hr,p([−π, π]).
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Las dos siguientes resultados son referentes a la regularidad del espacio Hs,p
w (a).

Proposición 2.11. Sea β, s ≥ 0 con βs ≥ 4 parámetros, w ∈ Ap([−π, π]) un peso de Muckenhoupt

con 0 < C ≤ w para alguna constante C y a ∈ J β
s ([−π, π]). Sea r > 1/p, entonces

H
s+ 2r

β
,p

w (a) ⊂ C α([−π, π]) ⊂ C [α]−([−π, π])

donde α = r − 1/p, C α([−π, π]) es el espacio de Zygmund periódico y C [α]−([−π, π]) es el espacio

de Hölder donde α = [α]− + {α} con [α]− la parte entera de α y 0 < {α} ≤ 1 su parte decimal.

(Ver definiciones de estos espacios en [ST87, Cap. 3, Sec. 3.5.4]).

Demostración. Por Corolario 2.3, H
s+ 2r

β
,p

w (a) ↪→ Hr,p([−π, π]). Si r > 1/p, por [ST87, Cap. 3, Sec.

3.5.5, Cor. (ii) con q = 2], obtenemos la primera inclusión Hr,p([−π, π]) ⊂ C α([−π, π]). La segunda

inclusión sigue de la definición del espacio de Zygmund periódico.

Corolario 2.4. Sea β, s ≥ 0 con βs ≥ 4 parámetros, w ∈ Ap([−π, π]) un peso de Muckenhoupt

periódico con 0 < C ≤ w para alguna constante C y a ∈ J β
s/2(Z). entonces se cumple la inclusión

Hs,p
w (a) ↪→ C [α]−([−π, π])

donde α = βs
4 − 1

p

Demostración. La demostración es un caso particular de la Proposición 2.11 con r = βs
4 junto con

la inclusión J β
s/2(Z) ⊂ J β

s (Z) (Proposición 2.5).

Observación 2.10. Observemos que Hs,p
w (a) ⊂ L∞([−π, π]) cuando βs ≥ 4, es decir, las funciones

en el espacio Hs,p
w (a) son acotadas al ser funciones continuas sobre el conjunto compacto [−π, π].

Teorema 2.4. (Escala decreciente de espacios) Sea β, s1, s2 ≥ 0 con β(s2 − s1) ≥ 4, s1 ≤ s2

parámetros, w ∈ Ap([−π, π]) un peso de Muckenhoupt periódico y una función a ∈ J β
s2−s1(Z).

Entonces se cumple la inclusión

Hs2,p
w (a) ↪→ Hs1,p

w (a)

Demostración. Sea u ∈ Hs2,p
w (a). Entonces

∥u∥Hs1,p
w (a) =

∥∥∥w1/pF−1
(
(1 + a(k2))s1/2û(k)

)∥∥∥
Lp([−π,π])

=

∥∥∥∥∥F−1

(
(1 + a(k2))s1/2

(1 + a(k2))s2/2
F
[
F−1(1 + a(k2))s2/2û(k)

])∥∥∥∥∥
Lp
w([−π,π])

=

∥∥∥∥F−1

(
1

(1 + a(k2))(s2−s1)/2
F
[
F−1(1 + a(k2))s2/2û(k)

])∥∥∥∥
Lp
w([−π,π])

≤ Cp,w

∥∥∥F−1
(
(1 + a(k2))s2/2û(k)

)∥∥∥
Lp
w([−π,π])

(2.9)
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= Cp,w

∥∥∥w1/pF−1
(
(1 + a(k2))s2/2û(k)

)∥∥∥
Lp([−π,π])

= Cp,w ∥u∥Hs2,p
w (a)

donde (2.9) sigue del hecho que la función k 7→ 1
(1+a(k2))(s2−s1)/2

es un multiplicador para el espacio

Lp
w([−π, π]) (Proposición 2.7). Por lo tanto,

∥u∥Hs1,p
w (a) ≤ Cp,w ∥u∥Hs2,p

w (a) ,

es decir, Hs2,p
w (a) ↪→ Hs1,p

w (a).

Proposición 2.12. (Inclusión entre pesos) Sea β, s ≥ 0 parámetros con βs ≥ 4, w1, w2 ∈
Ap([−π, π]) pesos de Muckenhoupt periódicos y una función a ∈ J β

s (Z). Si w1 ≤ w2, entonces

se cumple la inclusión

Hs,p
w2

(a) ↪→ Hs,p
w1

(a).

Demostración. Sea w1 ≤ w2 y u ∈ Hs,p
w2 (a). Entonces,

∥u∥p
Hs,p

w1
(a)

=

∫ π

−π
w1(θ)|F−1((1 + a(k2))s/2û(k))(θ)|p dθ

≤
∫ π

−π
w2(θ)|F−1((1 + a(k2))s/2û(k))(θ)|p dθ

= ∥u∥p
Hs,p

w2
(a)

Por lo tanto,

∥u∥Hs,p
w1

(a) ≤ ∥u∥Hs,p
w2

(a) ,

es decir, Hs,p
w2 (a) ↪→ Hs,p

w1 (a).

2.4 Clase de śımbolos y operadores pseudo-diferenciales periódicos

Definición 2.10. (Clase de śımbolos) Denotamos por Sβ
s,p([−π, π] × Z) al conjunto de todas las

funciones σw,a : [−π, π]× Z → R definidas por

σw,a(θ, k) = w(θ)1/p(1 + a(k2))s/2

donde w ∈ Ap([−π, π]) es un peso de Muckenhoupt periódico y a ∈ J β
s (Z). La clase Sβ

s,p([−π, π]×Z)
se denomina una clase de śımbolos y una función σw,a ∈ Sβ

s,p([−π, π]× Z) un śımbolo periódico o

simplemente un śımbolo. La parte espacial del śımbolo σw,a viene dada por la función θ 7→ w(θ)1/p

y la parte de frecuencia, por k 7→ (1 + a(k2))s/2.

Observación 2.11. Si a ∈ J β
s/2(Z), entonces, a ∈ J β

s (Z) (Proposición 2.5). Esta observación

permite considerar un śımbolo σw,a ∈ Sβ
s,p([−π, π]×Z) proveniente de una función a desde la clase

J β
s/2(Z).
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Definición 2.11. (Clase de operadores) Dado un śımbolo periódico σw,a ∈ Sβ
s,p([−π, π] × Z),

definimos el operador A : D(A) ⊂ Lp
w([−π, π]) → Lp([−π, π]) por

A(u) = w1/pF−1
(
(1 + a(k2))s/2û(ξ)

)
, u ∈ D(A)

con dominio D(A) = Hs,p
w (a). Llamamos al operador A el operador pseudo-diferencial periódico

asociado al śımbolo periódico σw,a.

Observación 2.12. El operador A es invertible ya que A = T−1 donde T es el operador en

Corolario 2.1.

La siguiente definición es formal pero es útil para entender el concepto de operador pseudo-

diferencial periódico como una representación en serie a partir de un śımbolo.

Definición 2.12. (Operador pseudo-diferencial periódico formal) Sea σ : [−π, π] × Z → C una

función. Un operador P definido por

(P (u))(θ) =
∑
k∈Z

eiθkσ(θ, k)û(k), |θ| ≤ π

se denomina (formalmente) un operador pseudo-diferencial periódico. La función σ se denomina

el śımbolo periódico del operador P .

Observación 2.13. Notemos que A es un operador pseudo-diferencial periódico [Won11, Caṕıtulo

22], [RT10]:

(A(u))(θ) = w(θ)1/pF−1
(
(1 + a(k2))s/2û(k)

)
(θ)

= w(θ)1/p
∑
k∈Z

eiθk(1 + a(k2))s/2û(k)

=
∑
k∈Z

eiθkw(θ)1/p(1 + a(k2))s/2û(k)

=
∑
k∈Z

eiθkσw,a(θ, k)û(k)

para todo θ ∈ [−π, π] y u ∈ D(A). Por lo tanto

(A(u))(θ) =
∑
k∈Z

eiθkσw,a(θ, k)û(k), |θ| ≤ π, u ∈ D(A)

donde σw,a es un śımbolo en la clase Sβ
s,p([−π, π]× Z).

2.5 Problema lineal y no lineal

Teorema 2.5. (Problema lineal) Sea σw,a ∈ Sβ
s,p([−π, π] × Z) y A el operador pseudo-diferencial

periódico asociado al śımbolo σw,a. Para cada f ∈ Lp([−π, π]), el problema lineal

A(u) = f (2.10)

tiene una única solución uf ∈ Hs,p
w (a). Adicionalmente, ∥uf∥Hs,p

w (a) = ∥f∥Lp([−π,π]).
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Demostración. Sea f ∈ Lp([−π, π]). El operador A es invertible (Observación 2.12), luego la única

solución del problema (2.10) es:

uf = A−1(f) = F−1

(
1

(1 + a(k2))s/2
̂( u

w1/p

)
(k)

)
con uf ∈ D(A) = Hs,p

w (a). Además ∥uf∥Hs,p
w (a) = ∥A(uf )∥Lp([−π,π]) =

∥∥A(A−1(f)
∥∥
Lp([−π,π])

=

∥f∥Lp([−π,π]).

Análogamente al Caṕıtulo 1, mediante la solubilidad del problema lineal asociado al operador

A (Teorema 2.5), estudiamos los problemas no lineales asociados al operador A mediante métodos

de punto fijo.

Definición 2.13. (Operador de Nemytskii u operador de superposición) Sea V : [−π, π]× R → C
una función medible. El operador

u → V (·, u)

se denomina un operador de Nemytskii u operador de superposición asociado a la función V .

Definición 2.14. (Condición de Lipschitz global) Una función medible V : [−π, π]×R → C satis-

face la condición de Lipschitz global (en la variable y) si

|V (θ, y2)− V (θ, y2)| ≤ |h(θ)||y1 − y2|, |θ| ≤ π, y1, y2 ∈ R (2.11)

para alguna función f ∈ L∞([−π, π]).

Lema 2.1. Sea β, s ≥ 0 con βs ≥ 4 parámetros, w ∈ Ap([−π, π]) un peso de Muckenhoupt

periódico tal que 0 < C ≤ w para alguna constante C y una función a ∈ J β
s/2([−π, π]). Entonces

se cumplen las inclusiones

Hs,p
w (a) ↪→ H

βs
4
,p

w ([−π, π]) ↪→ H
βs
4
,p([−π, π]) ↪→ Lp([−π, π]) (2.12)

Demostración. La demostración es análoga al Lema 1.2 del Caṕıtulo 1.

Proposición 2.13. (Primer problema no lineal) Sea β, s ≥ 0 con βs ≥ 4 parámetros, w ∈
Ap([−π, π]) un peso de Muckenhoupt periódico con 0 < C ≤ w para alguna constante C, una fun-

ción a ∈ J β
s (Z) u una función medible V : [−π, π]×R → C satisfaciendo la condición de Lipschitz

con el supuesto adicional que V (·, 0) ∈ Lp([−π, π]). Entonces, para cada δ > 0 suficientemente

pequeño, el problema no lineal

A(u) = δV (·, u) (2.13)

tiene una única solución u ∈ Hs,p
w (a).

Demostración. Como primer paso en la demostración, probaremos que el operador de Nemytskii

Lp([−π, π]) → Lp([−π, π]) : u 7→ V (·, u)
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está bien definido. Más precisamente, que es acotado, es decir,

∥V (·, u)∥Lp([−π,π]) ≤ ∥u∥Lp([−π,π]) + ∥V (·, 0)∥Lp([−π,π]) .

Por la condición de Lipschitz global periódica (2.11) junto con la desigualdad triangular,

|V (θ, y)| ≤ |V (θ, y)− V (θ, 0)|+ |V (θ, 0)| ≤ |h(θ)||y|+ |V (θ, 0)|

y por una desigualdad elemental(1) (omitiendo constantes),

|V (θ, y)|p ≤ |h(θ)|p|y|p + |V (θ, 0)|p,

se sigue que,

∥V (·, u)∥pLp([−π,π]) =

∫ π

−π
|V (θ, u(θ))|p dx.

≤
∫ π

−π
(|h(θ)|p|u(θ)|p + |V (θ, 0)|p) dθ

≤ ∥h∥pL∞([−π,π])

∫ π

−π
|u(θ)|p dθ +

∫ π

−π
|V (θ, 0)|p dθ

= ∥h∥pL∞(Rn) ∥u∥
p
Lp(Rn) + ∥V (·, 0)∥pLp([−π,π]) ,

aśı

∥V (·, u)∥Lp([−π,π]) ≤ ∥h∥L∞([−π,π]) ∥u∥Lp([−π,π]) + ∥V (·, 0)∥Lp([−π,π]) , (2.14)

es decir, V (·, u) ∈ Lp([−π, π]) cuando u ∈ Lp([−π, π]). Por lo tanto, el operador de Nemytskii está

bien definido.

Como segundo paso en la demostración, probaremos que el operador lineal R : Hs,p
w (a) → Hs,p

w

definido por R(u) = vu donde donde vu es la única solución en Hs,p
w (a) del problema lineal

A(v) = δV (·, u), (2.15)

está bien definido y tiene un punto fijo en el espacio Hs,p
w (a). Sea u ∈ Hs,p

w (a). Por Lema 2.1 se

cumplen las inclusiones Hs,p
w (a) ↪→ H

βs
4
,p

w ([−π, π]) ↪→ H
βs
4
,p([−π, π]) ↪→ Lp([−π, π]), luego u ∈

Lp([−π, π]). Por (2.14) obtenemos que V (·, u) ∈ Lp([−π, π]) y por Teorema 2.5, el problema lineal

(2.15) tiene una única solución vu ∈ Hs,p
w (a). Por lo tanto, R es un operador bien definido como

operador de Hs,p
w (a) en Hs,p

w (a). Adicionalmente el operador R es una contracción: sea u1, u2 ∈
Hs,p

w (a), entonces

∥R(u1)−R(u2)∥Hs,p
w (a) = ∥vu1 − vu2∥Hs,p

w (a)

= ∥A(vu1 − vu2)∥Lp([−π,π])

= ∥A(vu1)−A(vu2)∥Lp([−π,π])

= δ ∥V (·, u1)− V (·, u2)∥Lp([−π,π])

(1)|a+ b|p ≤ 2p(|a|p + |b|p), p ≥ 0, a, b ∈ C, [Gar07, Cap. 5, Sec. 5.1]
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≤ δ ∥h(u1 − u2)∥Lp([−π,π]) (2.16)

≤ δ ∥h∥L∞([−π,π]) ∥u1 − u2∥Lp([−π,π]) (2.17)

≤ δ ∥h∥L∞([−π,π]) ∥u1 − u2∥
H

βs
4 ,p([−π,π])

≤ δ ∥h∥L∞([−π,π]) ∥u1 − u2∥
H

βs
4 ,p

w ([−π,π])

≤ δ ∥h∥L∞([−π,π]) ∥u1 − u2∥Hs,p
w (a) (2.18)

< ∥u1 − u2∥Hs,p
w (a) (2.19)

donde (2.16) sigue de la condición de Lipschitz global (2.11), (2.17) de la desigualdad de Hölder,

(2.18) de las inclusiones Hs,p
w (a) ↪→ H

βs
4
,p

w ([−π, π]) ↪→ H
βs
4
,p([−π, π]) ↪→ Lp([−π, π]) (Lema 2.1 y

(2.19) se cumple cuando 0 < δ < 1
∥h∥L∞([−π,π])

. Por lo tanto

∥R(u1)−R(u2)∥Hs,p
w (a) < ∥u1 − u2∥Hs,p

w (a) ,

es decir, el operador R es una contracción. Se sigue del Teorema del punto fijo de Banach [Jos05,

Cap. 4, Teo. 4.7], existe una única función u ∈ Hs,p
w (a) tal que R(u) = u, es decir, el problema no

lineal (2.13) tiene una única solución en el espacio Hs,p
w (a).

Definición 2.15. (Condición de Lipschitz global con peso) Sea w ∈ Ap([−π, π]) un peso de Muc-

kenhoupt periódico. Una función V : [−π, π]×R → C satisface la condición de Lipschitz global con

peso w (en la variable y), si

|V (θ, y2)− V (θ, y2)| ≤ |h(θ)|w(θ)1/p|y1 − y2|, |θ| ≤ π, y1, y2 ∈ R (2.20)

para alguna función h ∈ L∞([−π, π]).

Observación 2.14. Notemos que con el peso de Muckenhoupt periódico constante w ≡ 1 la Defi-

nición 2.15 coincide con la Definición 2.14.

Proposición 2.14. (Variante del primer problema no lineal) Sea w ∈ Ap([−π, π]) un peso de

Muckenhoupt periódico y una función a ∈ J β
s (Z) y una función V : [−π, π]×R → C satisfaciendo la

condición de Lipschitz global con peso w (2.20) con el supuesto adicional que V (·, 0) ∈ Lp([−π, π]).

Entonces, para cada δ > 0 suficientemente pequeño, el problema no lineal

A(u) = δV (·, u)

tiene una única solución u ∈ Hs,p
w (a).

Demostración. La demostración es análoga a la demostración de la variante del primer problema

no lineal (Teorema 1.10) del Caṕıtulo 1.

Definición 2.16. (Condiciones de crecimiento) Sea α > 1 un parámetro. Una función medible

V : [−π, π]×R → C de clase C1([−π, π]×R) satisface una condición de crecimiento si existe una

función h ∈ Lp([−π, π]) de modo que

|V (θ, y)|+ |∂θV (θ, y)| ≤ C1(|h(θ)|+ |y|α), |θ| ≤ π, y ∈ R (2.21)
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|∂yV (θ, y)| ≤ C2(1 + |y|α), |θ| ≤ π, y ∈ R, (2.22)

para algunas constantes C1, C2 > 0.

Los siguientes lemas se prueban de manera similar a los lemas Lema 1.3, Lema 1.4 y Lema 1.5

en el Caṕıtulo 1 con uso de las inclusiones del espacio potencial de Bessel periódico (ver [ST87, Cap.

3. Subsec. 3.5.5]).

Lema 2.2. Sea α > 1, m ≥ 0 parámetros, w ∈ Ap([−π, π]) un peso de Muckenhoupt periódico tal

que 0 < C ≤ w para alguna constante C. Entonces se cumplen las inclusiones

Hrα+m,p
w ([−π, π]) ↪→ Hrα+m,p([−π, π]) ↪→ Hrα,p

w ([−π, π]) ↪→ Lαp([−π, π])

donde rα = n(α−1)
αp

Lema 2.3. Sea α > 1, 1 < p < ∞, m > 1
αp parámetros, w ∈ Ap([−π, π]) un peso de Muckenhoupt

periódico con 0 < C ≤ w para alguna constante C. Entonces se cumplen las inclusiones

Hrα+m,p
w ([−π, π]) ↪→ Hrα+m,p([−π, π]) ↪→ C [λ]−([−π, π])

donde rα = n(α−1)
αp y λ = rα +m− 1/p.

Lema 2.4. Sea β, s ≥ 0 con βs ≥ 4, α > 1, m ≤ βs
4α parámetros, w ∈ Ap([−π, π]) un peso de

Muckenhoupt periódico y a ∈ J β
s ([−π, π]). Entonces se cumplen las inclusiones

Hs,p
w (a) ↪→ Hrα+m,p

w ([−π, π])

donde rα = n(α−1)
αp

Teorema 2.6. (Segundo problema no lineal) Sea β, s ≥ 0 con βs ≥ 4, α > 1 parámetros, w ∈
Ap([−π, π]) un peso de Muckenhoupt periódico con 0 < C ≤ w para alguna constante C, una

función a ∈ J β
s/2(Z), y una función V satisfaciendo las condiciones de crecimiento (2.21)-(2.22).

Entonces el problema no lineal

A(u) = V (·, u) (2.23)

tiene una solución u ∈ Hs,p
w (a).

Demostración. Como primer paso en la demostración, probaremos que el operador de Nemytskii

Hrα+m,p
w ([−π, π]) → Lp([−π, π]) : u 7→ V (·, u)

está bien definido. Más precisamente, que es acotado, es decir, que

∥V (·, u)∥Lp([−π,π]) ≤ ∥h∥Lp([−π,π]) + ∥u∥α
Hrα+m,p

w ([−π,π])
.

Sea u ∈ Hrα+m,p
w ([−π, π]), entonces

∥V (·, u)∥pLp([−π,π]) ≤ ∥h∥pLp([−π,π]) +

∫ π

−π
|u(θ)|αp dθ (2.24)
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= ∥h∥pLp([−π,π]) + ∥u∥αpLαp([−π,π])

≤ ∥h∥pLp([−π,π]) + ∥u∥αpHrα,p([−π,π])

≤ ∥h∥pLp([−π,π]) + ∥u∥αp
Hrα+m,p([−π,π])

≤ ∥h∥pLp([−π,π]) + ∥u∥αp
Hrα+m,p

w ([−π,π])
(2.25)

donde (2.24) sigue de la condición de crecimiento (2.21) sobre la no linealidad V y (2.25) de las

inclusiones Hrα+m,p
w ([−π, π]) ↪→ Hrα+m,p([−π, π]) ↪→ Hrα,p([−π, π]) ↪→ Lαp([−π, π]). (Lema 2.2).

Por lo tanto,

∥V (·, u)∥Lp([−π,π]) ≤ ∥h∥Lp([−π,π]) + ∥u∥α
Hrα+m,p

w ([−π,π])
, (2.26)

es decir, V (·, u) ∈ Lp([−π, π]) cuando u ∈ Hrα+m,p
w ([−π, π]) y h ∈ Lp([−π, π]). Por lo tanto, el

operador de Nemytskii está bien definido.

Como segundo paso en la demostración probaremos que el operador lineal R : B0 → B0 donde

B0 =
{
u ∈ Hrα+m,p

w ([−π, π]) : ∥u∥Hrα+m,p
w ([−π,π]) ≤ ϵ

}
.

(la bola de radio ϵ en el espacio Hrα+m,p
w ([−π, π])) definido por R(u) = vu donde vu es la única

solución en el espacio Hs,p
w (a) para el problema lineal

A(v) = V (·, u) (2.27)

está bien definido. Sea u ∈ B0, por definición, u ∈ Hrα+m,p
w ([−π, π]) y por (2.26) obtenemos

que V (·, u) ∈ Lp([−π, π]) y por Teorema 2.5, el problema lineal (2.27) tiene una única solución

vu ∈ Hs,p
w (a). Por lo tanto, la definición R(u) = vu es consistente, es decir, R está bien definido

como operador desde el espacio B0 a Hrα,p
w ([−π, π]). Ahora probaremos que el rango del operador

R está en el espacio B0 cuando ∥h∥Lp([−π,π]) es suficientemente pequeño. Sea u ∈ B0, entonces

(omitiendo constantes)

∥R(u)∥Hrα+m,p
w ([−π,π]) = ∥vu∥Hrα+m,p

w ([−π,π])

≤ ∥vu∥Hs,p
w (a) (2.28)

= ∥A(vu)∥Lp([−π,π])

= ∥V (·, u)∥Lp([−π,π])

≤ ∥h∥Lp([−π,π]) + ∥u∥α
Hrα+m,p

w ([−π,π])
(2.29)

≤ ∥h∥Lp([−π,π]) + ϵα (2.30)

< ϵ (2.31)

donde (2.28) sigue de la inclusión Hs,p
w (a) ↪→ Hrα+m,p

w ([−π, π]), (2.29) de la desigualdad (2.26),

(2.30) del supuesto u ∈ B0 y (2.31) se cumple cuando ∥h∥Lp([−π,π]) ≤ ϵ− ϵα.
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Por lo tanto,

∥R(u)∥Hrα+m,p
w ([−π,π]) ≤ ϵ

es decir, R(u) ∈ B0 cuando u ∈ B0. Por lo tanto, el operador R está bien definido como operador

desde el espacio B0 en B0.

Como tercer paso en la demostración, observando que la bola unitaria B0 (que es un subconjunto

del espacio de Banach Hrα+m,p
w ([−π, π])) es un conjunto no vaćıo, cerrado y convexo, probaremos

mediante el Teorema del punto fijo de Schauder [AGO02, Cap. 1, Teo. 1.2.2], que el operador R

tiene un punto fijo sobre el espacio B. Para este propósito, probaremos que R es un operador

continuo y compacto (notemos que el rango del operador R será relativamente compacto si el

operador R es compacto).

Primero probaremos la continuidad del operador R, es decir, que

∥R(u1)−R(u2)∥Hrα+m,p
w ([−π,π]) → 0 cuando ∥u1 − u2∥Hrα+m,p

w ([−π,π]) → 0.

Sea u1, u2 ∈ B0. Por la linealidad del operador A, tenemos que R(u1) − R(u2) = vu1 − vu2 es

la única solución en Hs,p
w (a) para el problema lineal

A(v) = V (·, u1)− V (·, u2),

entonces

∥R(u1)−R(u2)∥Hrα+m,p
w ([−π,π]) = ∥vu1 − vu2∥Hrα+m,p

w ([−π,π])

≤ ∥vu1 − vu2∥Hs,p
w (a) (2.32)

= ∥A(vu1 − vu2)∥Lp([−π,π])

= ∥V (·, u1)− V (·, u2)∥Lp([−π,π])

donde (2.32) sigue de la inclusión Hs,p
w (a) ↪→ Hrα+m,p

w ([−π, π]). Por lo tanto

∥R(u1)−R(u2)∥Hrα+m,p
w ([−π,π]) ≤ ∥V (·, u1)− V (·, u2)∥Lp([−π,π]) (2.33)

Para estimar la expresión en la derecha de (2.33) observemos que (omitiendo constantes)

|V (θ, u1(θ))− V (θ, u2(θ))| =
∣∣∣∣∫ 1

0
∂t (V (θ, tu1(θ) + (1− t)u2(θ))) dt

∣∣∣∣ (2.34)

=

∣∣∣∣∫ 1

0
∂yV (θ, tu1(θ) + (1− t)u2(θ))(u1(θ)− u2(θ)) dt

∣∣∣∣ (2.35)

≤ |u1(θ)− u2(θ)|
∫ 1

0
|∂yV (θ, tu1(θ) + (1− t)u2(θ)) dt|

≤ |u1(θ)− u2(θ)|
∫ 1

0
(1 + |tu1(θ) + (1− t)u2(θ)|α) dt (2.36)

≤ |u1(θ)− u2(θ)|
∫ 1

0
(1 + |u1(θ)|α + |u2(θ)|α) dt



2.5. Problema lineal y no lineal 70

= |u1(θ)− u2(θ)|(1 + |u1(θ)|α + |u2(θ)|α).

donde (2.34) sigue del Teorema fundamental del cálculo, (2.35) de la regla de la cadena con el

supuesto de regularidad V ∈ C1([−π, π]× R) y (2.36) de la condición (2.22) de crecimiento sobre

V . Por lo tanto,

|V (θ, u1(θ))− V (θ, u2(θ))| ≤ |u1(θ)− u2(θ)| (1 + |u1(θ)|α + |u2(θ)|α) (2.37)

Entonces

∥V (·, u1)− V (·, u2)∥pLp([−π,π]) =

∫ π

−π
|V (θ, u1(θ))− V (θ, u2(θ))|p dθ

≤
∫ π

−π
|u1(θ)− u2(θ)|p(1 + |u1(θ)|α + |u2(θ)|α)p dθ (2.38)

≤
∫ π

−π
|u1(θ)− u2(θ)|p (1 + |u1(θ)|αp + |u2(θ)|αp) dθ (2.39)

≤ ∥u1 − u2∥pLp([−π,π])

(
1 + ∥u1∥αpL∞([−π,π]) + ∥u2∥αpL∞([−π,π])

)
(2.40)

donde (2.38) sigue de (2.37), (2.39) de una desigualdad elemental(2), (2.40) de las inclusiones

Hrα+m,p
w ([−π, π]) ↪→ H1,p([−π, π]) ↪→ L∞([−π, π]) (Lema)

∥V (·, u1)− V (·, u2)∥Lp([−π,π]) ≤ ∥u1 − u2∥Lp([−π,π])

(
1 + ∥u1∥αL∞([−π,π]) + ∥u2∥αL∞([−π,π])

)
(2.41)

Para estimar ∥u1 − u2∥Lp([−π,π]) en (2.42),

∥u1 − u2∥Lp([−π,π]) ≤ ∥u1 − u2∥Lαp([−π,π]) (2.42)

≤ ∥u1 − u2∥Hrα,p([−π,π]) (2.43)

≤ ∥u1 − u2∥Hrα+m,p
w ([−π,π]) (2.44)

donde (2.42) sigue de la inclusión Lαp([−π, π]) ↪→ Lp([−π, π]) ya que p < αp debido a que

el ćırculo [−π, π] es un conjunto compacto, (2.43)-(2.44) de las inclusiones Hrα+m,p
w ([−π, π]) ↪→

Hrα,p([−π, π]) ↪→ Lαp([−π, π]) (Lema). Por lo tanto,

∥u1 − u2∥Lp([−π,π]) ≤ ∥u1 − u2∥Hrα+m,p
w ([−π,π]) (2.45)

Por lo tanto, a partir de (2.33),(2.37), (2.40), (2.45) obtenemos que

∥R(u1)−R(u2)∥Hrα+m,p
w ([−π,π]) ≤ ∥u1 − u2∥Hrα+m,p

w ([−π,π])

(
1 + ∥u1∥αL∞([−π,π]) + ∥u2∥αL∞([−π,π])

)
,

se sigue que

∥R(u1)−R(u2)∥Hrα+m,p
w ([−π,π]) → 0 cuando ∥u1 − u2∥Hrα+m,p

w ([−π,π]) → 0,

es decir, el operador R es continuo.

(2)|a+ b|p ≤ 2p(|a|p + |b|p), p ≥ 0, a, b ∈ C
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Para verificar queR es un operador compacto, sea {uk}k∈N ⊂ Bϵ sucesión acotada enHrα+m,p
w ([−π, π]),

es decir, existe una constante M > 0 tal que ∥uk∥Hrα+m,p
w ([−π,π]) ≤ M para todo k ∈ N (uniforme-

mente). Entonces

∥R(uk)∥Hrα+m,p
w ([−π,π]) = ∥vuk

∥Hrα+m,p
w ([−π,π])

≤ ∥vu∥Hs,p
w (a) (2.46)

= ∥A(vuk
)∥Lp([−π,π])

= ∥V (·, uk)∥Lp([−π,π])

≤ ∥h∥Lp([−π,π]) + ∥u∥α
Hrα+m,p

w ([−π,π])
(2.47)

≤ ∥h∥Lp([−π,π]) +Mα (2.48)

(2.49)

Por lo tanto

∥R(uk)∥Hrα+m,p
w ([−π,π]) ≤ ∥h∥Lp([−π,π]) +Mα (2.50)

es decir, la sucesión {R(uk)}k∈N es acotada enHrα+m,p
w ([−π, π]). Como la inclusiónHrα+m,p

w ([−π, π]) ↪→
Hrα,p([−π, π]) ↪→ Lαp([−π, π]) es compacta debido a que la última inclusión lo es por [Pir11, Sec.

2, Prop. 2.3]), la sucesión {R(uk)}k∈N tiene una subsucesión convergente en Lαp([−π, π]). Más pre-

cisamente, existe una subsucesión
{
R(ukj )

}
j∈N ⊂ {R(uk)}k∈N tal que R(ukj ) → v en Lαp([−π, π])

para algún v ∈ Lαp([−π, π]). Por lo tanto, R es un operador compacto.

Finalmente, dado que el operador R : B0 → B0 es continuo y compacto, por el Teorema del

punto fijo de Schauder [AGO02, Cap. 1, Teo. 1.2.2], existe una función u ∈ B0 tal que R(u) = u.

Por definición del operador R, tenemos que u ∈ Hs,p
w (a), es decir, el problema no lineal (2.23) tiene

una solución u ∈ Hs,p
w (a) cuando δ es suficientemente pequeño.
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2.6 Aplicaciones

Proposición 2.15. Sea s ≥ 2. Para cada f ∈ Lp([−π, π]), el problema lineal

|θ|γ/p(1− ∂2
θ )

s/2u(θ) = f(θ), |θ| ≤ π (2.51)

tiene una única solución uf ∈ Hs,p
w (a), donde a(k) = k y w(θ) = |θ|γ , −1 < γ < p− 1.

Demostración. El operador de Bessel fraccionario viene definido v́ıa transformada de Fourier

periódica por (1 − ∂2
θ )

s/2 = F−1
(
(1 + k2)s/2û(k)

)
(Ver [RLS16]), es decir, el operador pseudo-

diferencial periódico (1−∂2
θ )

s/2 tiene el śımbolo (1+k2)s/2. Se sigue que el śımbolo del operador en

el lado izquierdo de (2.51) es σw,a(θ, k) = |θ|γ/p(1 + k2)s/2, es decir, σw,a ∈ Sβ=2
s,p ([−π, π]× Z). Por

lo tanto, el operador en el lado izquierdo de (2.51) es invertible (Teorema 2.5). La única solución

de (2.51) es uf = F−1

(
1

(1+k2)s/2
̂( f
|θ|γ/p

)
(k)

)
con uf ∈ Hs,p

w (a).

Observación 2.15. El operador de Bessel entrega el siguiente isomorfismo (I−∆)s/2 : Hs,p(Rn) →
Lp(Rn) [Haz12]. En otras palabras, para cada f ∈ Lp(Rn) el problema lineal (I − ∆)s/2(u) = f

tiene una única solución uf ∈ Hs,p(Rn). En nuestro caso, Proposición 2.15 con α = 0 (caso sin

peso), el problema lineal (2.51) es una adaptación del operador de Bessel, a un contexto periódico

y con coeficiente variable.

En [BPR19] el operador (1+(m2−∆)γ/2)s/2 tiene un “śımbolo” dado por am(t) = (m2+ |t|)γ/2

y pertenece a la clase Gγ
s (Rn). En nuestro caso, el operador, en un contexto periódico, es (1+(m2−

∂2
θ )

γ/2)s/2. Este operador tiene coeficientes constantes, es decir, w ≡ 1 (caso sin peso).

Proposición 2.16. Sea 0 < γ < 1, m ̸= 0 y sγ > 4. Para cada f ∈ Lp([−π, π]), el problema lineal

(1 + (m2 − ∂2
θ )

γ/2)s/2u(θ) = f(θ), |θ| ≤ π (2.52)

tiene una única solución uf ∈ Hs,p
w≡1(a) donde a(k) = (m2 + k)γ/2.

Demostración. El śımbolo del operador en el lado izquierdo (2.52) es σw,a(θ, k) = (1 + (m2 +

k2)γ/2)s/2, es decir, σw,a ∈ Sβ=γ
s,p ([−π, π]×Z). Por lo tanto, el operador en el lado izquierdo de (2.52),

es invertible (Teorema 2.5). La única solución para (2.51) es uf = F−1
(

1
(1+(m2+k2)γ/2)s/2

f̂(k)
)
con

uf ∈ Hs,p
w=≡1(a).

Proposición 2.17. Sea s ≥ 2. El problema no lineal

(1 + |θ|)γ/p(1− ∂2
θ )

s/2u(θ) = δ
u(θ)

1 + θ2
, (2.53)

para |θ| ≤ π y donde −1 < γ < p − 1, tiene una única solución en el espacio Hs,p
w (a), donde

w(θ) = (1 + |θ|)α/p y a(k) = k, cuando δ < 1
2C (Acá C es la constante de la inclusión Hs

w(a) ↪→
Lp
w([−π, π])). Más aún, la solución está en el espacio C [ s

2
−1]([−π, π]).
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Demostración. . Sea σw,a(θ, k) = w(θ)1/p(1+a(k2))s/2 con w(θ) = (1+ |θ|)γ/p y a(k) = k Notemos

que σw,a ∈ Sβ=2
s,p ([−π, π]× Z). Todos los supuestos de ?? son satisfechos con V (θ, y) = y

1+θ2

Por lo tanto, existe una única solución u ∈ Hs
w(a) con la regularidad u ∈ C [ s

2
−1]([−π, π]) por

Corolario 2.4.
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Caṕıtulo 3

Problema de evolución

En este caṕıtulo estudiamos el problema de Cauchy lineal homogéneo


d

dt
u(t) = A(u(t)), t > 0

u(0) = f

con condición inicial f ∈ Lp(Rn) y A un operador pseudo-diferencial cuyo śımbolo σa pertenece a

una clase de śımbolos que denotamos por Sβ,∞
s (Rn). Posteriormente, estudiamos el problema de

Cauchy no lineal 
d

dt
u(t) = A(u(t)) + V (u(t)), t > 0

u(0) = f

con métodos de punto fijo. Este caṕıtulo está fuertemente inspirado en el art́ıculo [PR16].

3.1 Preliminares

Similarmente al Caṕıtulo 1, presentamos las definiciones de multiplicadores de Fourier clásicas,

es decir, sin pesos.

Definición 3.1. (Multiplicador de Fourier) Una función m : Rn → C se denomina un multiplicador

de Fourier para el espacio Lp(Rn) si el operador multiplicador de Fourier Tm : S(Rn) ⊂ Lp(Rn) →
Lp(Rn) definido por

Tm(u) = F−1 (m(ξ)û(ξ)) ,

donde S(Rn) es el espacio de Schwartz, se extiende a un operador acotado sobre Lp(Rn). Más

precisamente (usando la misma notación Tm para la extensión),

∥Tm(u)∥Lp(Rn) ≤ Cp ∥u∥Lp(Rn) , u ∈ Lp(Rn)

para alguna constante Cp > 0.

Definición 3.2. (Condición de Lizorkin) Una función m : Rn → C de clase Cn(Rn \{0}) satisface
la condición de Lizorkin si para todo multi-́ındice α = (α1, . . . , αn) con αi = 0 ó αi = 1, para todo
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i = 1, . . . , n, satisface la estimación∣∣ξα∂α
ξ m(ξ)

∣∣ ≤ C, ξ ∈ Rn \ {0}

para alguna constante C > 0.

Definición 3.3. (Condición de Lizorkin radial) Una función m : [0,∞[→ C de clase Cn([0,∞[)

satisface la condición de Lizorkin radial si para todo 1 ≤ k ≤ n satisface la estimación

(1 + |ξ|2)k
∣∣∣∣∂k

t

∣∣∣
t=|ξ|2

m(t)

∣∣∣∣ ≤ C, ξ ∈ Rn \ {0}

para alguna constante C > 0.

Teorema 3.1. (Guidetti) [Gui10, Teo. 2] Sea m : Rn → C una función de clase Cn(Rn \ {0}) tal

que, si para todo multíındice α = (α1, . . . , αn) con αi = 0 ó αi = 1, para todo i = 1, . . . , n, satisface

la estimación ∣∣ξα∂α
ξ m(ξ)

∣∣ ≤ C, ξ ∈ Rn \ {0}

para alguna constante C > 0. Entonces m es un multiplicador de Fourier para Lp(Rn).

Observación 3.1. Análogamente al Caṕıtulo 1, si una función satisface la condición de Lizorkin

radial, esta será un multiplicador de Fourier para Lp(Rn) por el Teorema 3.1.

Los siguientes resultados permiten probar un resultado suficiente para la no negatividad de la

transformada de Fourier (Teorema 3.2).

Definición 3.4. (Función de Bernstein) [BF75, Cap. 9, Def. 9.1], [SSV12,PSZ19] Una función

u : [0,∞[→ R no negativa se denomina una función de Bernstein si es de clase C∞([0,∞[) y

satisface el supuesto

(−1)k∂k
t u(t) ≤ 0, t ∈ [0,∞[

para todo k ∈ N número natural.

Ejemplos de funciones de Bernstein pueden ser consultados en el caṕıtulo 16 de la referencia

[SSV12]. A continuación, presentamos dos ejemplos de funciones de Bernstein importantes en el

presente trabajo.

La función t 7→ ts, t ∈ [0,∞[ es una función de Berstein cuando 0 ≤ s ≤ 1.

La función t 7→ (1 + t)s, t ∈ [0,∞[ es una función de Berstein cuando 0 ≤ s ≤ 1

Definición 3.5. (Función completamente monótona) [BF75, Cap. 9, Def. 9.1], [SSV12, PSZ19]

Una función u : [0,∞[→ R no negativa se denomina una función completamente monótona si es

de clase C∞([0,∞[) y satisface el supuesto

(−1)k∂k
t u(t) ≥ 0, t ∈ [0,∞[

para todo k ∈ N número natural.
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La siguiente proposición es una relación entre funciones de Bernstein y funciones completamente

monótonas.

Proposición 3.1. (Equivalencia entre funciones de Bernstein y funciones completamente monóto-

nas) [SSV12, Cap. 3, Teo. 3.7] Sea u : ]0,∞[→ R una función no negativa. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:

1. La función u es una función de Bernstein

2. La función e−tu es completamente monótona para todo t > 0.

Definición 3.6. (Función definida positiva para un conjunto J) [PSZ19, Def. 1.1] Sea J un con-

junto de funciones medibles y de valor real definidas sobre Rn. Una función u : Rn → R se denomina

definida positiva para el conjunto J si u es una función par y para toda función h ∈ J , la integral∫
Rn

∫
Rn

u(x− y)h(x)h(y) dx dy

existe (en el sentido de Lebesgue) y es no negativa.

Definición 3.7. (Funciones en L2 con soporte compacto esencial) [PSZ19] Denotamos por L2
0(Rn)

al conjunto de todas las funciones en L2(Rn) con soporte compacto esencial.

Proposición 3.2. (Criterio para la propiedad de definida positiva para J) [PSZ19, Prop. 3.1] Sea

v : [0,∞[→ R una función completamente monótona y una función radial u : Rn → [0,∞[ definida

por u(x) := v(|x|2). Si u ∈ L1(Rn) es una función integrable, entonces u es una función definida

positiva para el conjunto J = L2
0(Rn).

Proposición 3.3. (Equivalencia de la no negatividad de la transformada de Fourier) [PSZ19,

Prop. 3.3] Sea u ∈ L1(Rn) función integrable. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La función u es definida positiva para el conjunto L2
0(Rn)

2. La transformada de Fourier de la función u es no negativa.

A partir de las definiciones y resultados previos, obtenemos el siguiente teorema que será crucial

en el estudio de las propiedades del núcleo fundamental del operador A (Definición 3.12).

Teorema 3.2. (Criterio para la no negatividad de la transformada de Fourier) Sea u : [0,∞[→ R
una función de Bernstein. Si para cada t > 0 se cumple que e−tu(|·|2) ∈ L1(Rn), entonces la

transformada de Fourier de esta función es no negativa. Más precisamente, F
(
e−tu(|ξ|2)

)
≥ 0.

Demostración. Sea u una función de Bernstein. Por definición, esta es no negativa. Por Proposi-

ción 3.1, la función e−tu es completamente monótona para todo t > 0. Además, bajo el supuesto

de integrabilidad e−tu(|·|2) ∈ L1(Rn), se sigue de la Proposición 3.2 que la función e−tu(|·|2) es

una función definida positiva para el conjunto J = L2
0(Rn). Finalmente, por Proposición 3.3,

F
(
e−tu(|·|2)

)
≥ 0
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Ejemplo 1. La función x 7→ u(x) = |x|s es continua, definida negativa y u(0) = 0. Por el Teorema

de Schoenberg, la función x 7→ e−tu(x) es definida positiva para s ∈]0, 2]. [BF75]

También aparece el mismo resultado mediante una clase de funciones que asegura la no nega-

tividad de la transformada de Fourier a partir de la representación de Bessel Ver [Gne01].

3.2 Clase de funciones y multiplicadores

Definición 3.8. (Clase de funciones) Sean β, s ≥ 0 parámetros con βs ≥ 2 y 0 ≤ s ≤ 2.

Denotamos por J β,∞
s (Rn) al conjunto de todas las funciones medibles a : R → R bajo los siguientes

supuestos:

J1 La función a : [0,∞[→ R es una función de Bernstein y la funcion t 7→ a(t2), t ∈ R es no

negativa.

J2 Existen constantes M, R0 > 0 de modo que

M(1 + |ξ|2)β/2 ≤ a(|ξ|2), |ξ| > R0

J3 Para cada número natural 1 ≤ k ≤ n, existen constantes Mk,s, Rk > 0 de modo que∣∣∣∣∂k
t

∣∣∣
t=|ξ|2

a(t)

∣∣∣∣ ≤ Mk,sa(|ξ|2)
kN+1

, |ξ| > Rk

donde N = s
2n − 2

β

En adelante consideramos R = máx(R0, R1, . . . , Rn) y las constantes M, Mk,s son omitidas.

Proposición 3.4. Sea β = 2. La función a(t) = t está en la clase J β=2,∞
s (Rn) para todo 1 ≤ s ≤ 2.

Demostración. Dado que en el Caṕıtulo 1 ya se probó que la función a(t) = t satisface los supuestos

J1 − J2, solo probaremos que la función es de Bernstein. La k-ésima derivada de la función es

∂k
t a(t) =

1 si k = 1,

0 si k > 1

entonces

(−1)k∂k
t a(t) =

−1 si k = 1,

0 si k > 1
,

para todo t ∈ [0,∞[, es decir, la función a(t) = t es una función de Bernstein. Por lo tanto, la

función a(t) = t está en la clase J β,∞
s (Rn).
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En la referencia [Len07], se estudia el problema de Cauchy para una ecuación de Schrödinger

no lineal cuyo operador diferencial viene dado por la expresión formal
√
m2 −∆ cuyo śımbolo es

σs=1(ξ) = (m2 + |ξ|2)1/2. La clase de śımbolos en este trabajo permite incluir este problema.

Proposición 3.5. (Multiplicador general) Sea λ ∈ C número complejo con parte real ℜ(λ) > 0.

Para cada r ≥ s, la función

Rn → C : ξ 7→ 1

λ+ (1 + a(|ξ|2))r/2

es un multiplicador de Fourier para Lp(Rn).

Demostración. Solo probaremos el caso n = 1 (la demostración general en Rn es análoga a la

demostración de la Proposición 1.15 en el Caṕıtulo 1). En el caso con multi-́ındice α = 1, y k = 1,

verificamos la condición de Lizorkin radial (Definición 3.3)

(1 + ξ2)

∣∣∣∣∂t|t=|ξ|2

(
1

λ+ (1 + a(t))r/2

)∣∣∣∣ = (1 + ξ2)

∣∣∣∣ 1

(λ+ (1 + a(ξ2))r/2)2

∣∣∣∣ r2(1 + a(ξ2))r/2−1
∣∣a′(ξ2)∣∣

≤ Cr(1 + a(ξ2))
2
β

1

(1 + a(ξ2))r
(1 + a(ξ2))r/2−1(1 + a(ξ2))N+1

(3.1)

= Cr(1 + a(|ξ|2))
2
β
−r+r/2+N

= Cr(1 + a(ξ2))2/β−r/2+s/2−2/β

= Cr(1 + a(ξ2))−r/2+s/2

≤ Cr (3.2)

donde (3.1) sigue de una desigualdad elemental (1) y (3.2) del supuesto r ≥ s. Por lo tanto,

(1 + ξ2)

∣∣∣∣∂t|t=|ξ|2

(
1

λ+ (1 + a(t))r/2

)∣∣∣∣ ≤ Cr.

Análogamente se prueba que (para 1 ≤ k ≤ n),

(1 + ξ2)k
∣∣∣∣∂k

t

∣∣∣
t=|ξ|2

(
1

λ+ (1 + a(t))r/2

)∣∣∣∣ ≤ Cr,

es decir, la función 1
λ+(1+(a(t))r/2

satisface la condición de Lizorkin radial. Por lo tanto, la función

ξ 7→ 1
λ+(1+a(|ξ|2))r/2 es un multiplicador de Fourier para Lp(Rn).

3.3 El espacio Hs,p(a)

Análogamente a la definición del espacioHs,p
w (a) en el Caṕıtulo 1 tenemos la siguiente definición.

Definición 3.9. (El espacio) Sea β, s ≥ 0 con βs ≥ 2, 0 ≤ s ≤ 2 parámetros y a ∈ J β,∞
s (Rn).

(1) 1
|z+x| ≤

1
x
, x > 0, z ∈ C : ℜ(z) > 0
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Denotamos por Hs,p(a) al espacio definido por

Hs,p(a) :=
{
u ∈ Lp(Rn) : F−1

(
(1 + a(|ξ|2))s/2û(ξ)

)
∈ Lp(Rn)

}
Teorema 3.3. (Espacio de Banach) El espacio Hs,p

w (a) con la norma ∥·∥Hs,p
w (a) definida por

∥u∥Hs,p
w (a) :=

∥∥∥F−1
(
(1 + a(|ξ|2))s/2û(ξ)

)∥∥∥
Lp(Rn)

es un espacio de Banach.

3.4 Clase de śımbolos y operadores pseudo-diferenciales

Definición 3.10. (Clase de śımbolos) Denotamos por Sβ,∞
s (Rn) al conjunto de todas las funciones

medibles σa : Rn → R definidas por

σa(ξ) = (1 + a(|ξ|2))s/2

donde a ∈ J β
s (Rn). El conjunto Sβ,∞

s (Rn) se denomina una clase de śımbolos y una función σa en

Sβ,∞
s se denomina un śımbolo.

Proposición 3.6. El śımbolo σa(ξ) = (1+|ξ|2)s/2 está en la clase Sβ=2,∞
s (Rn) para todo 1 ≤ s ≤ 2.

Demostración. Se sigue del hecho de que la función a(t) = t está en la clase J β,∞
s (Rn) (Proposi-

ción 3.4)

Observación 3.2. Este śımbolo aparece en la referencia [Len07]. En esta, se estudia el problema

de Cauchy para una ecuación de Schrödinger no lineal cuyo operador pseudo-diferencial viene dado

por
√
m2 −∆ y cuyo śımbolo es (m2 + |ξ|2)1/2.

Definición 3.11. (Clase de operadores) Sea σa un śımbolo en la clase Sβ,∞
s (Rn). Definimos el

operador A : D(A) ⊂ Lp(Rn) → Lp(Rn) por

A(u) = −F−1
(
(1 + a(|ξ|2))s/2û(ξ)

)
con dominio D(A) = Hs,p(a). Llamamos al operador A el operador pseudo-diferencial asociado al

śımbolo σw,a.

Observación 3.3. El operador pseudo-diferencial asociado al śımbolo (1 + ξ2)1/2 es A(u) =

−F−1
(
(1 + ξ2)1/2û(ξ)

)
. Este operador formalmente es (1+∂2

x)
1/2 y es el operador estudiado en la

referencia [Len07].

3.5 Problema homogéneo, no homogéneo

3.5.1 Generador de semigrupo

En esta subsección probamos que el operador resolvente del operador A también puede ser

representado v́ıa transformada de Fourier.
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Lema 3.1. (Semiplano en el conjunto resolvente) El semiplano derecho {z ∈ C : ℜ(z) > 0} está

contenido en el conjunto resolvente ρ(A) del operador A.

Demostración. Sea λ ∈ C con ℜ(λ) > 0. La función ξ 7→ 1
λ+(1+a(|ξ|2))s/2 es un multiplicador de

Fourier para Lp(Rn) (Proposición 3.5) y su denominador nunca es cero. Por lo tanto, por Lema

8.1.1 en [ABHN11], λ ∈ ρ(A).

Proposición 3.7. (Representación del operador resolvente) Sea λ ∈ C número complejo con parte

real positiva, es decir, ℜ(λ) > 0. El operador resolvente R(λ,A) : Lp(Rn) → D(A) del operador A,

puede ser representado por

R(λ,A)u = F−1

(
1

λ+ (1 + a(|ξ|2))s/2
û(ξ)

)
, u ∈ Lp(Rn), ℜ(λ) > 0 (3.3)

Demostración. Como {z ∈ C : ℜ(z) > 0} ⊂ ρ(A), (Lema 3.1). la representación en (3.3) sigue de

la Observación 8.1.2 en [ABHN11].

En adelante denotamos R(λ,A) por (λI −A)−1.

Corolario 3.1. (Sobreyectividad del operador resolvente) Para cada λ > 0, el operador resolvente

(λI −A) : D(A) ⊂ Lp(Rn) → Lp(Rn) es sobreyectivo.

Demostración. Sea λ > 0 y f ∈ Lp(Rn). Como λ ∈ ρ(A), entonces (λI − A) es invertible y su

operador inverso es la representación dada en (3.3). Por lo tanto, uf := (λI − A)−1(f) ∈ D(A) y

cumple (λI −A)uf = f .

Para el estudio de la disipatividad del operador A definimos el núcleo fundamental del operador

A.

Definición 3.12. (Núcleo fundamental) Sea t > 0. La función Pt : Rn → C definida por

Pt(x) =

∫
Rn

eix·ξe−t(1+a(|ξ|2))s/2 dξ (3.4)

se denomina el núcleo fundamental del operador A.

Proposición 3.8. (Propiedades del núcleo fundamental)

1. Para cada t > 0 se cumple que e−t(1+a(|·|2))s/2 ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn).

2. Para cada t > 0 se cumple que P̂t = e−t(1+a(|·|2))s/2.

3. Para cada t > 0 el núcleo Pt es una función radial.

4. Para cada t > 0 el núcleo Pt es de valor real. Más precisamente, para cada t > 0 y para todo

x ∈ Rn se cumple que Pt(x) ∈ R.

5. Para cada t > 0 y para todo x ∈ Rn se cumple que
∫
Rn Pt(x) dx ≤ 1.
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6. Para cada t1, t2 > 0 y para todo x, y ∈ Rn se cumple que
∫
Rn Pt1(x − z)Pt2(z − y) dz =

Pt1+t2(x−y) (Equivalentemente en notación de convolución, se cumple que Pt1 ∗Pt2 = Pt1+t2)

7. ∂tPt = APt

8. Para cada t > 0 y para todo x ∈ Rn se cumple que |Pt(x)| ≤ 1
et/2

+ 1
tn/2 .

9. Para cada t > 0 el núcleo Pt es una función no negativa.

10. Para todo t > 0 (uniformemente) se cumple que ∥Pt∥L1(Rn) ≤ 1.

11. Para cada u ∈ Lp(Rn), la sucesión de funciones {Pt ∗ u}t>0 está contenida en Lp(Rn).

Además esta sucesión converge a u en Lp(Rn). Más precisamente, ∥Pt ∗ u− u∥Lp(Rn) → 0

cuando t → 0+.

Demostración. 1. Sea t > 0. Por el supuesto de elipticidad J2 y del supuesto βs ≥ 2 obtenemos

que

|ξ| ≤ |ξ|
βs
2 = (|ξ|2)

βs
4 ≤ (1 + |ξ|2)

βs
4 ≤ (1 + a(|ξ|2))

s
2 , |ξ| > R

se sigue que

t|ξ| ≤ t(1 + a(|ξ|2))
s
2 , |ξ| > R (3.5)

para todo t > 0 (uniformemente). Entonces∥∥∥e−t(1+a(|·|2))s/2
∥∥∥
L1(Rn)

=

∫
|ξ|≤R

e−t(1+a(|ξ|2))s/2 dξ +

∫
|ξ|>R

e−t(1+a(|ξ|2))s/2 dξ

≤
∫
|ξ|≤R

e−t dξ +

∫
|ξ|>R

e−t|ξ| dξ (3.6)

≤ Cn,R
1

et
+Dn,R

1

tn

donde (3.6) sigue del hecho que 1 ≤ (1 + a(|ξ|2))s/2 y de (3.5). Las constantes Cn,R > 0 y

Dn,R > 0 son Cn,R = |(B(0, R))| = Rn|(B(0, 1))| = Rn πn/2

nΓ(n/2) (la medida de Lebesgue de

la bola cerrada de radio R > 0 con centro en el origen), Dn,R = (n − 1)!An (An es el área

de la (n − 1)-esfera unitaria Sn−1) pueden ser obtenidas mediante un cambio de variable a

coordenadas polares.

Por lo tanto ∥∥∥e−t(1+a(|·|2))s/2
∥∥∥
L1(Rn)

≤ Cn,R
1

et
+Dn,R

1

tn
, (3.7)

es decir, para cada t > 0, se cumuple que e−t(1+a(|·|2))s/2 ∈ L1(Rn). Análogamente se prueba

que e−t(1+a(|·|2))s/2 ∈ L2(Rn).

2. Sea t > 0. Por Propiedad 1 obtenemos que e−t(1+a(|·|2))s/2 ∈ L2(Rn). Se sigue del Teorema de

Plancherel que Pt = F−1
(
e−t(1+a(|·|2))s/2

)
∈ L2(Rn), luego P̂t = e−t(1+a(|·|2))s/2 .

3. La transformada de Fourier inversa de una función radial es radial ( [Gra14, Apéndice B.5]).
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4. La función e−t(1+a(|·|2))s/2 es de valor real y par (toda función radial es par), luego su trans-

formada de Fourier inversa también lo es ( [Osg19, p. 123]).

5. ∫
Rn

Pt(x) dx =

∫
Rn

e−i(0,...,0)·xPt(x) dx

= P̂t(0, . . . , 0)

= e−t(1+a(|(0,...,0)|2))s/2 (3.8)

≤ 1

donde (3.8) sigue de la propiedad 2.

6. ∫
Rn

Pt1(x− z)Pt2(z − y) dz =

∫
Rn

Pt1(w)Pt2(x− y − w) dw

= (Pt1 ∗ Pt2)(x− y)

= F−1
(
P̂t1(ξ) · P̂t2(ξ)

)
(x− y)

= F−1
(
e−t1(1+a(|ξ|2))s/2e−t2(1+a(|ξ|2))s/2

)
(x− y)

= F−1
(
e−(t1+t2)(1+a(|ξ|2))s/2

)
(x− y)

= Pt1+t2(x− y)

Por lo tanto ∫
Rn

Pt1(x− z)Pt2(z − y) dz = Pt1+t2(x− y).

7.

∂̂tPt(ξ) =

∫
Rn

eiξ·x(∂tPt)(x) dx

= ∂t

∫
Rn

eiξ·xPt(x) dx

= ∂tP̂t(ξ)

= ∂te
−t(1+a(|ξ|2))s/2 (3.9)

= −(1 + a(|ξ|2))s/2e−t(1+a(|ξ|2))s/2

= −(1 + a(|ξ|2))s/2P̂t(ξ)

donde (3.9) sigue de la propiedad 2. Por lo tanto,

∂̂tPt(ξ) = −(1 + a(|ξ|2))s/2P̂t(ξ). (3.10)

Por otro lado a partir de la definición del operador A,

ÂPt = F
(
−F−1((1 + a(|ξ|2))s/2P̂t(ξ))

)
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= −(1 + a(|ξ|2))s/2P̂t(ξ)

Por lo tanto,

ÂPt(ξ) = −(1 + a(|ξ|2))s/2P̂t(ξ) (3.11)

Por (3.10)-(3.11) obtenemos que ∂̂tPt = ÂPt. Aplicando la transformada de Fourier inversa

concluimos que ∂tPt = APt.

8.

|Pt(x)| =
∣∣∣∣∫

Rn

eix·ξe−t(1+a(|ξ|2))s/2 dξ

∣∣∣∣
≤
∫
Rn

e−t(1+a(|ξ|2))s/2 dξ

≤ 1

et
+

1

tn
(3.12)

donde (3.12) sigue de (3.7) (omitiendo constantes).

Por lo tanto,

|Pt(x)| ≤
1

et
+

1

tn

9. Por propiedad 1 tenemos que e−t(1+a(|·|2))s/2 ∈ L1(Rn). Por el supuesto J1 la función t 7→ a(t)

es de Bernstein y t 7→ (1+ t)s/2 también es una función de Berstein para 0 ≤ s ≤ 2. Entonces

t 7→ (1 + a(t))s/2 también es una función de Bernstein para 0 ≤ s ≤ 2 (La composición de

funciones de Bernstein sigue siendo una función de Bernstein [SSV12, Coro. 3.8, (iii)]). Por

lo tanto, por Teorema 3.2, F
(
e−t(1+a(|x|2))s/2

)
≥ 0. Se sigue que

Pt(x) = F−1
(
e−t(1+a(|ξ|2))s/2

)
(x)

= F−1F−1F
(
e−t(1+a(|ξ|2))s/2

)
(x)

= F
(
e−t(1+a(|ξ|2))s/2

)
(−x)

= F
(
e−t(1+a(|ξ|2))s/2

)
(x) (3.13)

≥ 0

donde (3.13) sigue del hecho que Pt es una función radial (y por ende par) (propiedad 3).

Por lo tanto,

Pt ≥ 0,

es decir, el núcleo Pt es una función no negativa para cada t > 0.

10. Por la no negatividad del núcleo fundamental Pt (propiedad 9) junto con la propiedad 5,

∥Pt(x)∥L1(Rn) :=

∫
Rn

|Pt(x)| dx =

∫
Rn

Pt(x) dx ≤ 1.

Por lo tanto, ∥Pt∥L1(Rn) ≤ 1 para todo t > 0 (uniformemente).
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11. Por desigualdad de Young para convoluciones y con uso de la propiedad 10,

∥Pt ∗ u∥Lp(Rn) ≤ ∥Pt∥L1(Rn) ∥u∥Lp(Rn)

≤ ∥u∥Lp(Rn) .

Por lo tanto

∥Pt ∗ u∥Lp(Rn) ≤ ∥u∥Lp(Rn) ,

es decir, Pt ∗ u ∈ Lp(Rn) cuando u ∈ Lp(Rn) para cada t > 0 (uniformemente). Para

verificar la convergencia, usaremos un argumento similar al utilizado en el Teorema 3.5 de

la referencia [Won14]. La propiedad 2 nos permite definir para cada t > 0, el número finito

ct :=
∫
Rn Pt(y) dy = e−t(1+a(0))s/2 . Sea u ∈ Lp(Rn). Por la desigualdad triangular,

∥Pt ∗ u− u∥Lp(Rn) ≤ ∥Pt ∗ u− ctu∥Lp(Rn) + ∥(ct − 1)u∥Lp(Rn) (3.14)

Probaremos que cada norma en la parte derecha de la ecuación (3.14) converge a 0 cuando

t → 0+. Para la primera norma tenemos que

∥Pt ∗ u− ctu∥Lp(Rn) =

(∫
Rn

|(Pt ∗ u)(x)− u(x)|p dx
)1/p

=

(∫
Rn

∣∣∣∣∫
Rn

Pt(y)u(x− y) dy −
(∫

Rn

Pt(y) dy

)
u(x)

∣∣∣∣p dx

)1/p

=

(∫
Rn

∣∣∣∣∫
Rn

(u(x− y)− u(x))Pt(y) dy

∣∣∣∣p dx

)1/p

≤
∫
Rn

(∫
Rn

|u(x− y)− u(x)|p|Pt(y)|p dx
)1/p

dy

=

∫
Rn

|Pt(y)|
(∫

Rn

|u(x− y)− u(x)|p dx
)1/p

dy

=

∫
Rn

|Pt(tz)|
(∫

Rn

|u(x− tz)− u(x)|p
)1/p

tn dz

= tn
∫
Rn

|Pt(tz)| ∥τtzu− u∥Lp(Rn) dz (3.15)

donde (τtzu)(x) := u(x − tz). Como |Pt(tz)| ≤ 1
et +

1
tn (propiedad 8), la expresión en (3.15)

puede ser acotada por

tn
(
1

et
+

1

tn

)∫
Rn

∥τtzu− u∥Lp(Rn) dz (3.16)

Además como τtzu converge a u en la norma ∥·∥Lp(Rn) cuando t → 0+ (Continuidad de las

traslaciones en Lp, [Won14]), se sigue del Teorema de convergencia dominada, que∫
Rn

∥τtzu− u∥Lp(Rn) dz → 0+ cuando t → 0+. (3.17)
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Aśı, la expresión en (3.16) cumple que(
tn

et
+ 1

)∫
Rn

∥τtzu− u∥Lp(Rn) dz → 0 cuando t → 0+

Por lo tanto, ∥Pt ∗ u− ctu∥Lp(Rn) → 0 cuando t → 0+.

Para la segunda norma, como ct − 1 → 0 cuando t → 0+, la sucesión de funciones medibles

{(ct − 1)u}t≥0 converge puntualmente a la función idénticamente cero. Además |(ct − 1)u| ≤
2|u| ya que |ct| ≤ 1 donde u ∈ Lp(Rn). Por el Teorema de Convergencia Dominada, obtene-

mos que ∥(ct − 1)u∥Lp(Rn) → 0 cuando t → 0+.

Por lo tanto, por (3.14),

∥Pt ∗ u− u∥Lp(Rn) → 0 cuando t → 0+,

es decir, Pt ∗ u converge a u cuando t → 0+ en la norma ∥·∥Lp(Rn).

El siguiente lema y proposición son similares al al Lema 1.1 usado en la demostración de la

Proposición 1.15 en el Caṕıtulo 1.

Lema 3.2. (Fórmula de derivadas) Sea [0,∞[→ R : t 7→ f(t) función de clase Cn([0,∞]). La

k-ésima derivada (1 ≤ k ≤ n) de la función f(t)

ef(t)
satisface la igualdad

∂k
t

(
f(t)

ef(t)

)
=

1

ef(t)

 k∑
j=1

∑
(P1,j ,...,Pn,j)

CjC(P1,j ,...,Pn,j)(f
(1)(t))P1,j · · · (f (n)(t))Pn,j

 (3.18)

para algunas constantes Cj, C(P1,j ,...,Pn,j) no necesariamente positivas. En la igualdad (3.18),

f (k)(t) = ∂k
t f(t) y los exponentes Pi,j cumplen las siguientes relaciones

Pi,j = 0 si i > k

∑n
i=1 iPi,j = k

∑n
i=1 Pi,j = j

Demostración. La demostración es análoga a la demostración del Lema 1.1 en el Caṕıtulo 1.

Proposición 3.9. Sea t > 0 fijo. La función

Rn → R : ξ 7→ (1 + a(|ξ|2))s/2

et(1+a(|ξ|2))s/2

es un multiplicador de Fourier para Lp(Rn).
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Lema 3.3. Si u ∈ Lp(Rn) entonces Pt ∗ u ∈ Hs,p(a) para cada t > 0.

Demostración. Sea u ∈ Lp(Rn) y t > 0. Entonces

∥Pt ∗ u∥Hs,p(a) =
∥∥∥F−1

(
(1 + a(|ξ|2))s/2P̂t ∗ u(ξ)

)∥∥∥
Lp(Rn)

=
∥∥∥F−1

(
(1 + a(|ξ|2))s/2P̂t(ξ)û(ξ)

)∥∥∥
Lp(Rn)

=

∥∥∥∥∥F−1

(
(1 + a(|ξ|2))s/2

et(1+a(|ξ|2))s/2
û(ξ)

)∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

≤ Cs,t,p ∥u∥Lp(Rn) (3.19)

donde (3.30) sigue del hecho de que la función ξ 7→ (1+a(|ξ|2))s/2

et(1+a(|ξ|2))s/2
es un multiplicador de Fourier

para Lp(Rn) (Proposición 3.9). Por lo tanto,

∥Pt ∗ u∥Hs,p(a) ≤ Cs,t,p ∥u∥Lp(Rn) ,

es decir, Pt ∗ u ∈ Hs,p(a) cuando u ∈ Lp(Rn).

Proposición 3.10. (Densidad) El espacio Hs,p(a) es denso en Lp(Rn) con la norma ∥·∥Lp(Rn).

Demostración. Sea u ∈ Lp(Rn). La sucesión de funciones {Pt ∗ u}t>0 ⊂ Lp(Rn) converge a u en la

norma ∥·∥Lp(Rn) cuando t → 0+ (propiedad 11 del núcleo fundamental). Además, por Lema 3.3,

{Pt ∗ u}t>0 ⊂ Hs,p(a). Por lo tanto, el espacio Hs,p(a) es denso en Lp(Rn) respecto a la norma

∥·∥Lp(Rn).

La siguiente definición de disipatividad corresponde al Lema 3.4.2 en [ABHN11, Cap. 3, Sec.

3.4]. Esta es equivalente a la definición de disipatividad 3.4.1 en [ABHN11, Cap. 3, Sec. 3.4].

Definición 3.13. (Disipatividad) Sea X un espacio de Banach. Un operador A : D(A) ⊂ X → X

es disipativo si

λ ∥u∥X ≤ ∥(λI −A)u∥X , u ∈ D(A), λ > 0

Proposición 3.11. (Disipatividad del operador A) El operador A : D(A) ⊂ Lp(Rn) → Lp(Rn) es

disipativo.

Demostración. Sea λ > 0 y u ∈ D(A). Entonces (λI −A)u = f para algún f ∈ Lp(Rn). Mediante

el Teorema de Fubini podemos reescribir u:

u(x) = (λI −A)−1(λI −A)u(x)

= (λI −A)−1f(x)

= F−1

(
1

λ+ (1 + a(|ξ|2))s/2
f̂(ξ)

)
(x)

=

∫
Rn

eix·ξ
1

λ+ (1 + a(|ξ|2))s/2
f̂(ξ) dξ
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=

∫
Rn

eix·ξ
(∫ ∞

0
e−t(λ+(1+a(|ξ|2))s/2) dt

)
f̂(ξ) dξ

=

∫ ∞

0
e−tλ

(∫
Rn

eix·ξe−t(1+a(|ξ|2))s/2)f̂(ξ) dξ

)
dt

=

∫ ∞

0
e−tλ

(∫
Rn

Pt(x− y)f(y) dy

)
dt

=

∫ ∞

0
e−tλ(Pt ∗ f)(x) dt,

es decir,

u(x) =

∫ ∞

0
e−tλ(Pt ∗ f)(x) dt

Se sigue que

∥u∥Lp(Rn) =

∥∥∥∥∫ ∞

0
e−tλ(Pt ∗ f)(·) dt

∥∥∥∥
Lp(Rn)

≤
∫ ∞

0
e−tλ ∥(Pt ∗ f)∥Lp(Rn) dt (3.20)

≤
∫ ∞

0
e−tλ ∥Pt∥L1(Rn) ∥f∥Lp(Rn) dt (3.21)

≤
∫ ∞

0
e−tλ ∥f∥Lp(Rn) dt (3.22)

=
1

λ
∥f∥Lp(Rn)

=
1

λ
∥λI −A∥Lp(Rn)

donde (3.20), (3.21), (3.22) siguen de la Desigualdad integral de Minkwoski [Fol13, 6.19 b)], [BCD11,

Prop. 1.3], Desigualdad de Young [Won14, Cap. 1, Teo. 3.1] y de ∥Pt∥L1(Rn) ≤ 1 (Propiedad 10

sobre el núcleo). Por lo tanto

λ ∥u∥Lp(Rn) ≤ ∥λI −A∥Lp(Rn) , u ∈ D(A), λ > 0,

es decir, el operador A es disipativo.

Teorema 3.4. (Generador de semigrupo fuertemente continuo) El operador A : D(A) ⊂ Lp(Rn) →
Lp(Rn) es el generador de un semigrupo fuertemente continuo sobre Lp(Rn).

Demostración. El operador es densamente definido (Proposición 3.10), disipativo (Proposición 3.11)

y satisface el supuesto de sobreyectividad para valores λ > 0 (Corolario 3.1). Por lo tanto, por el

Teorema de Lumer-Phillips [Paz83, Teo. 4.3], el operador genera un semigrupo de contracciones

fuertemente continuo.

Teorema 3.5. (Generador de semigrupo holomorfo y acotado) El operador A genera un semigrupo

holomorfo y acotado sobre Lp(Rn)
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Demostración. Como {z ∈ C : ℜ(z) > 0} ⊂ ρ(A) (Lema 3.1) y similarmente a la demostración en

Proposición 3.11, ∥∥λ(λI −A)−1f
∥∥
Lp(Rn)

≤
∥∥∥∥λ ∫ ∞

0
e−tλ(Pt ∗ f)(·) dt

∥∥∥∥
Lp(Rn)

≤ |λ| 1
|λ|

∥Pt∥L1(Rn) ∥f∥Lp(Rn)

≤ ∥f∥Lp(Rn)

Por lo tanto ∥∥λ(λI −A)−1f
∥∥
Lp(Rn)

≤ ∥f∥Lp(Rn)

se sigue del Corolario 3.7.12 en [ABHN11] que el operador A genera un semigrupo holomorfo y

acotado sobre Lp(Rn).

3.5.2 Representación del semigrupo

Representación del semigrupo

En la subsección anterior, probamos que A genera un semigrupo holomorfo, acotado y unifor-

memente continuo. En adelante, este semigrupo es denotado por {T (t)}t≥0. Con esto en mente, el

propósito de esta subsección es encontrar una representacion explicita de este semigrupo.

Proposición 3.12. (Representación del semigrupo) El semigrupo {T (t)}t≥0 generado por el ope-

rador A, puede ser representado por{
(T (t))(u) = Pt ∗ u, t > 0, u ∈ Lp(Rn)

(T (0))(u) = u, u ∈ Lp(Rn)
(3.23)

donde Pt es el núcleo fundamental del operador A y Pt ∗ u =
∫
Rn Pt(x− y)u(y) dy

Demostración. Probaremos que la familia de operadores {S(t)}t≥0 (definido abajo en (3.24)) tiene

las propiedades de semigrupo para concluir por unicidad que T (t) = S(t), t ≥ 0. Mediante la

aplicación de la transformada de Fourier (sobre la variable espacial x) sobre el problema lineal

homogéneo (3.28), obtenemos la ecuación diferencial ordinaria{
∂̂tu(t, ξ) = −(1 + a(|ξ|2))s/2û(t, ξ)

û(0, ξ) = f̂(ξ)

la cual es equivalente a (mediante el factor integrante et(1+a(|ξ|2))s/2){
∂t(û(t, ξ)e

t(1+a(|ξ|2))s/2) = 0

û(0, ξ) = f̂(ξ)
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cuya solución es

û(t, ξ) = e−t(1+a(|ξ|2))s/2 f̂(ξ).

Por propiedades del núcleo fundamental Pt (Proposición 3.8),

û(t, ξ) = P̂t(ξ)f̂(ξ)

y mediante la Transformada inversa de Fourier junto con el Teorema de convolución, la solución

del problema (3.28) viene dada por{
u(t, x) = (Pt ∗ f)(x), t > 0, x ∈ Rn

u(0, x) = f(x), x ∈ Rn

esto sugiere que el semigrupo {T (t)}t≥0 debe ser la representación (3.23). Para verificar este hecho,

probaremos que la familia de operadores {S(t)}t≥0 actuando sobre Lp(Rn), definidos por{
S(t)(u) : = Pt ∗ u, t > 0, u ∈ Lp(Rn)

S(0)(u) : = u, u ∈ Lp(Rn)
(3.24)

definen un semigrupo fuertemente continuo con generador A para concluir por unicidad del semi-

grupo ( [Paz83, Teo. 1.3]), que S(t) = T (t), t ≥ 0.

Operadores acotados: Probaremos que {S(t)}t≥0 ∈ B(Lp(Rn), Lp(Rn)), es decir, que estos

operadores son acotados sobre Lp(Rn). (De hecho, contractivos). Sea t > 0 (el caso t = 0 es

inmediato) y u ∈ Lp(Rn). Entonces

∥S(t)(u)∥Lp(Rn) = ∥Pt ∗ u∥Lp(Rn)

≤ ∥Pt∥L1(Rn) ∥u∥Lp(Rn) (3.25)

≤ ∥u∥Lp(Rn) (3.26)

donde (3.25) sigue de la Desigualdad de Young para convoluciones y (3.26) de la propiedad 10 del

núcleo Pt. Por lo tanto,

∥S(t)(u)∥Lp(Rn) ≤ ∥u∥Lp(Rn) ,

es decir, {S(t)}t≥0 ∈ B(Lp(Rn), Lp(Rn)) y son operadores contractivos.

Propiedad de semigrupo: Por propiedad 6 del núcleo Pt junto con el Teorema de Fubini,

(S(t1 + t2)u)(x) = (Pt1+t2 ∗ u)(x)

=

∫
Rn

Pt1+t2(x− y)u(y) dy

=

∫
Rn

(∫
Rn

Pt1(x− z)Pt2(z − y) dz

)
u(y) dy
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=

∫
Rn

Pt1(x− z)

∫
Rn

(Pt2(z − y)u(y) dy) dz

=

∫
Pt1(x− z)(Pt2 ∗ u)(z) dz

= (Pt1 ∗ (Pt2 ∗ u))(x)

= (S(t1)(Pt2 ∗ u))(x)

= (S(t1)(Pt2 ∗ u))(x)

= (S(t1)S(t2)u)(x)

Por lo tanto,

(S(t1 + t2)u)(x) = (S(t1)S(t2)u)(x)

es decir, S(t) satisface la propiedad de homomorfismo.

Propiedad de fuertemente continuo: La propiedad 11 sobre el núcleo Pt es justamente la

propiedad de semigrupo fuertemente continuo ya que

ĺım
t→0+

∥S(t)u− u∥Lp(Rn) = ĺım
t→0+

∥Pt ∗ u− u∥Lp(Rn) = 0

Generador: Sea u ∈ D(A), entonces

∂t(S(t)u) = ∂t(Pt ∗ u)

= (∂tPt ∗ u)

= (APt ∗ u)
∥·∥Lp(Rn)−−−−−−→
t→0+

Au (3.27)

donde (3.27) sigue de la propiedad 7 sobre el núcleo Pt. Por lo tanto,

ĺım
t→0+

S(t)u− u

t
= Au en Lp(Rn),

es decir, el operador A es el generador de la familia de operadores {S(t)}t≥0.

Unicidad. Por lo anterior, la familia de operadores {S(t)}t≥0 define un semigrupo fuertemente

continuo sobre Lp(Rn) con generador A. Por lo tanto, como el semigrupo es único ( [EN00, Teo.

1.3], [Paz83, Teo. 4]), obtenemos que T (t) = S(t), t ≥ 0

3.6 Problema de Cauchy lineal homogéneo, lineal no homogéneo, no lineal

En esta sección estudiamos el problema de Cauchy lineal homogéneo, no homogéneo y no lineal,

asociado con el operador pseudo-diferencial A con śımbolo σa en la clase de śımbolos S∞
s (Rn) y

cuyo dominio es el espacio D(A) = Hs,p(a) (Ver Definición 3.11). En adelante Pt es el núcleo
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fundamental del operador A (ver Definición 3.12).

Teorema 3.6. (Problema de Cauchy lineal homogéneo: tiempo global) Para cada f ∈ Lp(Rn), el

problema lineal


d

dt
u(t) = A(u(t)), t > 0

u(0) = f

(3.28)

tiene una única solución clásica u ∈ C∞((0,∞), X) ∩ C(R+, L
p(Rn)) ∩ C((0,∞), D(A))

Demostración. Por Teorema 3.4 y Teorema 3.5, el operador A genera un semigrupo fuertemente

continuo y holomorfo; luego, el resultado sigue del Corolario 3.7.21 de la referencia [ABHN11].

Teorema 3.7. (Problema de Cauchy lineal no homogéneo: tiempo local) Sea g ∈ L1((0, T ), Lp(Rn))

para algún T > 0 y f ∈ Lp(Rn). Entonces el problema de Cauchy no homogéneo
d

dt
u(t) = Au(t) + g(t), t ∈ [0, T ]

u(0) = f

(3.29)

tiene una única solución débil (mild) dada por la fórmula de variación de parámetros

u(t) = T (t)f +

∫ t

0
T (t− s)g(s) ds, t > 0 (3.30)

donde {T (t)}t≥0 es el semigrupo generado por el operador A.

Demostración. El operador A es el generador de un semigrupo holomorfo {T (t)}t≥0 sobre el espacio

Lp(Rn) (Teorema 3.5) y el dominio D(A) es denso en Lp(Rn) (Proposición 3.10) Por lo tanto, el

resultado sigue de la Proposición 3.7.22 en [ABHN11].

Corolario 3.2. (Continuidad de la solución débil (mild)) Sea g ∈ L1([0, T ];Lp(Rn)). Si f ∈
Lp(Rn), entonces la solución débil (mild) en (3.30) satisface la siguiente estimación

∥u∥C([0,T ];Lp(Rn)) ≤ (∥f∥Lp(Rn) + ∥g∥L1([0,T ];Lp(Rn)) (3.31)

Demostración. A partir de la solución débil (mild) (3.30), de las propiedades del núcleo fundamen-

tal Pt junto con el semigrupo {T (t)}t≥0 y notando que T (t)f = Pt ∗ f , T (t − r)g(r) = Pt−rg(r)

tenemos que

∥u(t)∥Lp(Rn) ≤ ∥Pt ∗ f∥Lp(Rn) +

∫ t

0
∥Pt−r ∗ g(r)∥Lp(Rn) dr

≤ ∥Pt∥L1(Rn) ∥f∥Lp(Rn) +

∫ t

0
∥Pt−r∥L1(Rn) ∥g(r)∥Lp(Rn dr

≤ ∥f∥Lp(Rn) +

∫ t

0
∥g(r)∥Lp(Rn) dr
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Por lo tanto,

∥u(t)∥Lp(Rn) ≤ ∥f∥Lp(Rn) +

∫ t

0
∥g(r)∥Lp(Rn) dr (3.32)

Por definición, una solución débil (mild) tiene la regularidad u ∈ C(R+;L
p(Rn)) ( [ABHN11, Pt.

1, Cap. 3, Def. 3.1.1]), entonces se sigue de (3.36) que

∥u∥C([0,T ];Lp(Rn)) ≤ ∥f∥Lp(Rn) + ∥g∥L1([0,T ];Lp(Rn)

Definición 3.14. (Condición de Lipchitz local) El operador de Nemytskii u 7→ V (u) (la no linea-

lidad) satisface la condición de Lipchitz local si para cada bola B ⊂ Lp(Rn) existe una constante

LB > 0 de modo que se satisface la estimación

∥V (u1)− V (u2)∥Lp(Rn) ≤ LB ∥u1 − u2∥Lp(Rn) , u1, u2 ∈ B (3.33)

junto con el supuesto V (0) = 0.

Teorema 3.8. (Problema no lineal: tiempo local) Sea u 7→ V el operador de Nemytskii bajo la

condición de Lipschitz local (3.35). Para cada f ∈ Lp(Rn), el problema de Cauchy no lineal
d

dt
v(t) = Av(t) + V (u(t)), t > 0

u(0) = f

(3.34)

tiene una única solución débil (mild) u ∈ C([0, T ];Lp(Rn)) para algún T > 0.

Demostración. Como primer paso en la demostración, probaremos que para cada bola B ⊂ Lp(Rn),

el operador de Nemytskii B → Lp(Rn) : u 7→ V (u) está bien definido. Sea u ∈ B. Por condición de

Lipchitz local (3.35) junto con la desigualdad triangular tenemos que

∥V (u)∥Lp(Rn) ≤ ∥V (u)− V (0)∥Lp(Rn) + ∥V (0)∥Lp(Rn)

≤ LB ∥u∥Lp(Rn)

Por lo tanto,

∥V (u)∥Lp(Rn) ≤ LB ∥u∥Lp(Rn) , u ∈ B (3.35)

es decir, V (u) ∈ Lp(Rn) cuando u ∈ B.

Como segundo paso en la demostración, dado T > 0 fijo pero arbitrario (un tiempo local),

probaremos que el operador R : BT → BT donde

BT =
{
u ∈ C([0, T ];Lp(Rn)) : ∥u∥C([0,T ];Lp(Rn)) ≤ 4 ∥f∥Lp(Rn)

}
definido por R(u) = vu donde vu es la única solución débil (mild) del problema de Cauchy lineal
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no homogéneo 
d

dt
v(t) = A(v(t)) + V (u), t > 0

v(0) = f,

(3.36)

está bien definido. Para verificar este hecho notemos que V (u) ∈ L1([0, T ];Lp(Rn)) cuando u ∈ BT :

sea u ∈ BT , entonces

∥V (u)∥L1([0,T );Lp(Rn)) =

∫ T

0
∥V (u(r))∥Lp(Rn) dr

≤
∫ T

0
LB ∥u(r)∥Lp(Rn) dr (3.37)

≤ LBT ∥u∥C([0,T ];Lp(Rn)) (3.38)

donde (3.37) sigue de (3.35) y (3.38) del supuesto u ∈ BT . Por Teorema 3.7 el problema de Cauchy

lineal no homogéneo (3.38) tiene una única solución débil (mild) vu ∈ C([0, T ];Lp(Rn)) dada por

la fórmula de variación de parámetros

vu(t) = T (t)f +

∫ t

0
T (t− s)V (u(r)) dr, t > 0

Por lo tanto, la definición R(u) = vu está bien definida.

Como tercer paso en la demostración probaremos que R está bien definido como operador de

BT en BT para algún tiempo T > 0. Por la estimación (3.32) en Corolario 3.2, tenemos que

∥R(u)∥C([0,T ];Lp(Rn)) ≤ (∥f∥Lp(Rn) + ∥V (u)∥L1([0,T ];Lp(Rn))

≤ ∥f∥Lp(Rn) + 2LBT ∥u∥C([0,T ];Lp(Rn))

≤ ∥f∥Lp(Rn) + 2LBT ∥f∥Lp(Rn)

= (1 + 2LBT ) ∥f∥Lp(Rn)

≤ 2 ∥f∥Lp(Rn) (3.39)

donde (3.39) se cumple con el tiempo T = 1
2LB

. Por lo tanto, el operador R está bien definido.

Como cuarto paso en la demostración, probaremos que el operador R es una contracción con

el tiempo T = 1
2LB

. En efecto,

∥R(u1)−R(u2)∥C([0,T ];Lp(Rn)) ≤ ∥V (u1)− V (u2)∥L1([0,T ];Lp(Rn))

≤ LBT ∥u1 − u2∥C([0,T ];Lp(Rn))

<
1

2
∥u1 − u2∥C([0,T ];Lp(Rn))

Por lo tanto, por el Teorema del punto fijo de Banach, existe una única función u ∈ BT tal que

R(u) = u, es decir, el problema de Cauchy no lineal (3.34) tiene una única solución débil (mild)
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u ∈ C([0, T ];Lp(Rn)) dada por

u(t) = T (t)f +

∫ t

0
T (t− s)V (u(s)) ds, t > 0

Corolario 3.3. (Continuidad de la solución débil (mild)) Sea g ∈ L1([0, T ];Hs,p(a)). Si f ∈
Hs,p(a) entonces la solución débil (mild) satisface la siguiente estimación

∥u∥C([0,T ];Hs,p(a)) ≤ ∥f∥Hs,p(a) + ∥g∥L1([0,T ];Hs,p(a)) (3.40)

Demostración. A partir de la solución débil (mild), y por propiedades del núcleo fundamental Pt

junto con el semigrupo T (t), tenemos que T (t)f = Pt ∗ f , T (t− r)g(r) = Pt−r ∗ g(r). Entonces

∥u(t)∥Hs,p(a)) ≤ ∥Pt ∗ f∥Hs,p(a) +

∫ t

0
∥Pt−r ∗ g(r)∥Hs,p(a) dr (3.41)

Para estimar la primera norma en (3.41)

∥Pt ∗ f∥Hs,p(a) =
∥∥∥F−1

(
(1 + a(|ξ|2))s/2P̂t ∗ f(ξ)

)∥∥∥
Lp(Rn)

=
∥∥∥F−1

(
(1 + a(|ξ|2))s/2P̂t(ξ)f̂(ξ)

)∥∥∥
Lp(Rn)

=
∥∥∥F−1

(
P̂t(ξ)

)
∗ F−1

(
(1 + a(|ξ|2))s/2f̂(ξ)

)∥∥∥
Lp(Rn)

=
∥∥∥Pt ∗ F−1

(
(1 + a(|ξ|2))s/2f̂(ξ)

)∥∥∥
Lp(Rn)

≤ ∥Pt∥L1(Rn)

∥∥∥F−1
(
(1 + a(|ξ|2))s/2f̂(ξ)

)∥∥∥
Lp(Rn)

= ∥Pt∥L1(Rn) ∥f∥Hs,p(a)

≤ ∥f∥Hs,p(a)

Por lo tanto,

∥Pt ∗ f∥Hs,p(a) ≤ ∥f∥Hs,p(a) (3.42)

y para la segunda norma,∫ t

0
∥Pt−r ∗ g(r)∥Hs,p(a) dr =

∫ t

0

∥∥∥F−1
(
(1 + a(|ξ|2))s/2 ̂Pt−r ∗ g(r)(ξ)

)∥∥∥
Hs,p(a)

dr

=

∫ t

0

∥∥∥F−1
(
(1 + a(|ξ|2))s/2P̂t−r(ξ)ĝ(r)(ξ)

)∥∥∥
Lp(Rn)

dr

=

∫ t

0

∥∥∥F−1
(
P̂t(ξ)

)
∗ F−1

(
(1 + a(|ξ|2))s/2ĝ(r)(ξ)

)∥∥∥
Lp(Rn)

dr

=

∫ t

0

∥∥∥Pt−r ∗ F−1
(
(1 + a(|ξ|2))s/2ĝ(r)(ξ)

)∥∥∥
Lp(Rn)

dr

≤
∫ t

0
∥Pt−r∥L1(Rn)

∥∥∥F−1
(
(1 + a(|ξ|2))s/2ĝ(r)(ξ)

)∥∥∥
Lp(Rn)

dr
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=

∫ t

0
∥Pt−r∥L1(Rn) ∥g(r)∥Hs,p(a) dr

≤
∫ t

0
∥g(r)∥Hs,p(a) dr

Por lo tanto ∫ t

0
∥Pt−r ∗ g(r)∥Hs,p(a) dr ≤

∫ t

0
∥g(r)∥Hs,p(a) dr (3.43)

Se sigue de (3.41), (3.42) y (3.43) que

∥u(t)∥Hs,p(a)) ≤ ∥f∥Hs,p(a) +

∫ t

0
∥g(s)∥Hs,p(a) dr

Por definición, una solución débil (mild) tiene la regularidad u ∈ C([0, T ];Lp(Rn)) y Hs,p(a) ⊂
Lp(Rn). Por lo tanto,

∥u∥C([0,T ];Hs,p(a)) ≤ ∥f∥Hs,p(a) + ∥g∥L1([0,T ];Hs,p(a)) .

Definición 3.15. (Condición de Lipchitz local sobre Hs,p(a)) El operador de Nemytskii (la no

linealidad) satisface la condición de Lipchitz local (sobre Hs,p(a)) si para cada bola B ⊂ Hs,p(a)

existe una constante LB > 0 de modo que se satisface la estimación

∥V (u1)− V (u2)∥Hs,p(a) ≤ LB ∥u1 − u2∥Hs,p(a) , u1, u2 ∈ B (3.44)

y además V (0) = 0.

Teorema 3.9. (Problema no lineal: solución en tiempo local) Sea u 7→ V el operador de Nemytskii

bajo la condición de Lipschitz local (3.44). Para cada f ∈ Hs,p(a), el problema de Cauchy no lineal
d

dt
v(t) = Av(t) + V (u(t)), t > 0

u(0) = f

(3.45)

tiene una única solución débil (mild) u ∈ C([0, T ];Hs,p(a)) para algún T > 0.

Demostración. Como primer paso en la demostración, probaremos que, para cada bola B ⊂
Hs,p(a), el operador de Nemytskii B → Lp(Rn) : u 7→ V (u) está bien definido, es decir, que

V (u) ∈ Lp(Rn) cuando u ∈ B. Sea u ∈ B. Por condición de Lipschitz local sobre Hs,p(a) ((3.44))

junto con la desigualdad triangular tenemos que

∥V (u)∥Lp(Rn) ≤ ∥V (u)− V (0)∥Lp(Rn) + ∥V (0)∥Lp(Rn)

≤ LB ∥u∥Lp(Rn)

Por lo tanto,

∥V (u)∥Lp(Rn) ≤ ∥u∥Lp(Rn) , u ∈ B (3.46)
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es decir, V (u) ∈ Lp(Rn) cuando u ∈ B.

Como segundo paso en la demostración, dado T > 0 fijo pero arbitrario (un tiempo local),

probaremos que el operador R : BT → BT donde

BT =
{
u ∈ C([0, T ];Hs,p(a)) : ∥u∥C([0,T ];Hs,p(a)) ≤ 2 ∥f∥Hs,p(a)

}
definido por R(u) = vu donde vu es la única solución débil (mild) del problema de Cauchy lineal

no homogéneo 
d

dt
v(t) = A(v(t)) + V (u(t)), t > 0

v(0) = f,

(3.47)

está bien definido. Para verificar este hecho, notemos que V (u) ∈ L1([0, T ];Hs,p(a)) cuando u ∈ BT :

∥V (u)∥L1([0,T );Lp(Rn)) =

∫ T

0
∥V (u(r))∥Lp(Rn) dr

≤
∫ T

0
LB ∥u(r)∥Lp(Rn) dr (3.48)

≤ LBT ∥u∥C([0,T ];Lp(Rn)) (3.49)

donde (3.48) sigue de (3.46) y (3.49) del hecho de que u ∈ BT . Por Teorema 3.7, el problema de

Cauchy lineal no homogéneo (3.47) tiene una única solución débil (mild) vu ∈ C([0, T ];Lp(Rn))

dada por la fórmula de variación de parámetros

vu(t) = T (t)f +

∫ t

0
T (t− s)V (u(r)) dr, t > 0 (3.50)

Por lo tanto, la definición R(u) = vu está bien definida.

Como tercer paso, probaremos que R está bien definido como operador de BT en BT para algún

tiempo T > 0. Por la estimación (3.32) en Corolario 3.2, tenemos que

∥R(u)∥C([0,T ];Lp(Rn)) ≤ (∥f∥Lp(Rn) + ∥V (u)∥L1([0,T ];Lp(Rn))

≤ ∥f∥Lp(Rn) + 2LBT ∥u∥C([0,T ];Lp(Rn))

≤ ∥f∥Lp(Rn) + 2LBT ∥f∥Lp(Rn)

= (1 + 2LBT ) ∥f∥Lp(Rn)

≤ 2 ∥f∥Lp(Rn) (3.51)

donde (3.51) se cumple con el tiempo T = 1
2LB

. Por lo tanto, el operador R está bien definido.

Como cuarto paso en la demostración, probaremos que el operador R es una contraccion con
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el tiempo T = 1
2LB

. En efecto,

∥R(u1)−R(u2)∥C([0,T ];Lp(Rn)) ≤ ∥V (u1)− V (u2)∥L1([0,T ];Lp(Rn))

≤ LBT ∥u1 − u2∥C([0,T ];Lp(Rn))

<
1

2
∥u1 − u2∥C([0,T ];Lp(Rn))

Por lo tanto, por el Teorema del punto fijo de Banach, existe una única función u ∈ BT tal que

R(u) = u, es decir, el problema de Cauchy no lineal (3.53) tiene una única solución débil (mild)

u ∈ C([0, T ];Lp(Rn) dada por

u(t) = T (t)f +

∫ t

0
T (t− s)V (u(s)) ds, t > 0 (3.52)

Teorema 3.10. (Problema no lineal: solución en tiempo local) Sea u 7→ V el operador de Nemytskii

bajo la condición de Lipschitz local. Para cada f ∈ Hs,p(a), el problema de Cauchy no lineal
d

dt
v(t) = Av(t) + V (u(t)), t > 0

u(0) = f

(3.53)

tiene una única solución débil (mild) u ∈ C([0, T ];Hs,p(a)) para algún T > 0.

Demostración. Como primer paso en la demostración, probaremos que, para cada bola B ⊂
Hs,p(a), se cumple que V (u) ∈ Hs,p(a) cuando u ∈ B. Por la desigualdad triangular con el

supuesto V (0) = 0,

∥V (u)∥Hs,p(a) ≤ ∥V (u)− V (0)∥Hs,p(a)) + ∥V (0)∥Hs,p(a)

≤ LB ∥u∥Hs,p(a)

Por lo tanto,

∥V (u)∥Hs,p(a) ≤ ∥u∥Hs,p(a) , u ∈ B (3.54)

es decir, V (u) ∈ Hs,p(a) cuando u ∈ B

Como segundo paso en la demostración, dado T > 0 fijo pero arbitrario (un tiempo local),

probaremos que el operador R : BT → BT donde

BT =
{
u ∈ C([0, T ];Hs,p(a)) : ∥u∥C([0,T ];Hs,p(a)) ≤ 2 ∥f∥Hs,p(a)

}
definido por R(u) = vu donde vu es una solución del problema lineal (con V (u), f ∈ Hs,p(a))

d

dt
v = A(v) + V (u), t > 0

v(0) = f

(3.55)

está bien definido. Para verificar este hecho, primero, notemos que V (u) ∈ L1([0, T ];Hs,p(a)). En
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efecto,

∥V (u)∥L1([0,T );Hs,p(a)) =

∫ T

0
∥V (u(r))∥Hs,p(a) dr

≤
∫ T

0
LB ∥u(s)∥Hs,p(a) dr

≤ LBT ∥u∥C([0,T ];Hs,p(a)

Por (), el problema (3.55) tiene una única solución débil (mild) u ∈ C([0, T ];Hs,p(a)) dada por

u(t) = T (t)f +

∫ t

0
T (t− s)V (u(s, x)) ds, t > 0

Sea u ∈ BT , entonces

∥R(u)∥C([0,T ];Lp(Rn) ≤ (∥f∥Lp(Rn) + ∥V (u)∥L1([0,T ];Lp(Rn)

≤ ∥f∥Lp(Rn) + LBT ∥u∥C([0,T ];Lp(Rn)

≤ ∥f∥Lp(Rn) + LBT ∥f∥Lp(Rn)

= (1 + LBT ) ∥f∥Lp(Rn)

≤ 4 ∥f∥Lp(Rn) (3.56)

donde (3.56) se satisface con el tiempo T = 1
4LB

. Por lo tanto, el operador R está bien definido.

Como tercer paso en la demostración probaremos que el operador R es una contracción:

∥R(u1)−R(u2)∥C([0,T ];Lp(Rn)) ≤ ∥V (u1)− V (u2)∥L1([0,T ];Lp(Rn))

≤ LBT ∥u1 − u2∥C([0,T ];Lp(Rn))

< ∥u1 − u2∥C([0,T ];Lp(Rn)) (3.57)

(3.58)

donde (3.57) se satisface con el tiempo T = 1
LB

. Por lo tanto, por el Teorema del punto fijo de

Banach, existe una única función u ∈ BT tal que R(u) = u, es decir, el problema de Cauchy no

lineal (3.53) tiene una única función u ∈ C([0, T ];Lp(Rn) dada por

u(t) = T (t)f +

∫ t

0
T (t− s)V (u(s)) ds, t > 0
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Caṕıtulo 4

Problemas o preguntas abiertas

Estudiar un operador de coeficiente variable cuyo śımbolo no sea de variables separadas.

Sobre el Caṕıtulo 1:

1. Conocida es la inclusión de Sobolev acerca de la regularidad,

Hs,p(Rn) ↪→ Cα(Rn) ∩ L∞(Rn)

donde α = s− n/p.

Si w ∈ Ap(Rn) es un peso de Muckenhoupt. ¿La inclusión

Hs,p
w (Rn) ↪→ Cα(Rn) ∩ L∞(Rn)

también es válida?

2. ¿Es posible desprenderse del supuesto 0 < C ≤ w para obtener resultados similares?

3. ¿Es posible desarrollar una teoŕıa similar con śımbolos de la forma σw,a = w1/pa(|ξ|2s/2, en
vez de w1/p(1 + a(|ξ|2))s/2?. Más aún, ¿para śımbolos no radiales?

4. ¿Es posible estudiar el caso con p = 2 con algún resultado de tipo “Teorema de Plancherel

con peso”?

5. ¿Es posible realizar el estudio con śımbolos más generales?, es decir, con śımbolos no nece-

sariamente de variables separadas.

Sobre el Caṕıtulo 2:

1. Mismas preguntas del Caṕıtulo 1 adaptadas al caso periódico.

2. ¿Es posible realizar un estudio sin el uso del método de transferencia?

Sobre el Caṕıtulo 3:
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1. ¿Es posible estudiar el problema de evolución
d

dt
u(t) = A(u(t)), t > 0

u(0) = f

para un operador A de coeficiente variable?
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